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Önsöz

Bu kitabı yazarken şu soruları hep göz önünde tuttum: Buraya nereden gel-
dik? Bu kavram nereden çıktı? Eğer genelleştirmeler söz konusu ise mate-
matiksel olarak kendini dayatanlar hangileridir?

Kitap dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, ağlar hakkında kısa
önbilgileri içerir. Kitabın ana gövdesini “Rn’de Hacim ve Riemann İnteg-
rali” başlıklı ikinci bölümle, “Lebesgue Ölçüsü ve Lebesgue İntegrali” başlıklı
üçüncü bölüm oluşturur. Son bölümde ise okur, integrale farklı yaklaşımlar
hakkında bilgilendirilmiştir.

Riemann integralinde genelde izlenen yol şudur: İlk yarıyılda bir [a, b]
aralığında sınırlı bir f : [a, b] → R fonksiyonu için, ikinci veya üçüncü ya-
rıyılda ise bir kapalı Q ⊂ Rn kutusunda tanımlı sınırlı bir f : Q → R
fonksiyonu için Riemann integrallenebilirlik tanımıyla yola çıkılır. Biz doğ-
rudan Jordan ölçülebilir bir Ω ⊂ Rn kümesinde tanımlı sınırlı f : Ω → R
fonksiyonlarıyla çalışacağız. Dolayısıyla önce Rn’de Jordan ölçülebilir kü-
meler ve hacimlerini ele aldık. ⟨a, b⟩ herhangi tipten bir aralık olmak üzere
Q = ⟨a1, b1⟩ × · · · × ⟨an, bn⟩ kutusunun hacmi vn (Q) :=

∏n
i=1 (bi − ai) ola-

rak açıklanır. Sonlu sayıda kutuların birleşimlerine figür diyelim ve bunların
Rn’deki ailesini Fn ile gösterelim. Her F figürü sonlu sayıda ayrık Q1, . . . , Qk

kutusunun birleşimi olarak yazılabilir;
∑k

i=1 vn (Qi) sayısı bu parçalanıştan
bağımsızdır ve vn(F ) :=

∑k
i=1 vn (Qi) olarak açıklanır. Fn bir halkadır ve

vn : Fn → [0,+∞) sonlu toplamsaldır. Herhangi bir sınırlı A kümesi için
A’yı içeren F figürlerinin hacimlerinin infimumu jn (A) ve A’ya düşen fi-
gürlerin hacimlerinin supremumu jn (A) olmak üzere jn (A) = jn (A) ise A
Jordan ölçülebilir denir ve bu ortak değere A’nın Jordan hacmi denir ve
jn (A) ile gösterilir. Rn’de Jordan ölçülebilir kümelerin ailesini J n ile gös-
terirsek bu bir halkadır ve jn : J n → [0,+∞) sonlu toplamsaldır. Tanım
gereği her Jordan ölçülebilir küme sınırlıdır.

Şimdi Ω ⊂ Rn Jordan ölçülebilir olsun. A1, . . . , Ak ⊂ Ω kümeleri ayrık,
Jordan ölçülebilir ve Ω =

⋃
Ai ise Z := {A1, . . . , Ak}’ye Ω’nın bir par-

çalanışı diyelim ve bu parçalanışların kümesini Z (Ω) ile gösterelim. Z ′ :=
{B1, . . . , Bl} bir başka parçalanış olmak üzere daima Ai =

⋃
Bj⊂Ai

Bj ise
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Z ≺ Z ′ olsun. (Z (Ω) ,≺) yukarı doğru yönlenmiş bir kümedir. ai ∈ Ai olmak
üzere R (f,Z (a)) :=

∑
k
i=1f (ai) jn (Ai) olmak üzere (R (f,Z (a)))Z∈Z(Ω)

ağının bir limiti varsa f Riemann integrallenebilir ve limitine f ’nin Ri-
emann integrali denir ve

´
Ω fdjn olarak gösterilir. Bu Riemann’ın tanımın-

dan farklı ancak ona denktir. A ⊂ Rn için d (A) ile A’nın çapını gösterelim
ve Z := {A1, . . . , Ak} parçalanışı için ∥Z∥ := max1≤i≤k d (Ai) olarak açıkla-
yalım. Eğer lim∥Z∥→0R (f,Z (a)) limiti varsa, Riemann, f fonksiyonu Ω’da
integrallenebilir der bu limiti

´
Ω fdjn olarak açıklar. Bu iki yaklaşımın denk

olduğunu kanıtladık. A ⊂ Ω için sl(f,A) = sup {|f (x)− f (y)|x, y ∈ A}
olmak üzere Z = {Ai} olmak üzere Sl (f,Z) =

∑
i sl (f,Ai) jn (Ai) olsun.

f ’nin Riemann integrallenebilir olması için gerek ve yeter koşul her ε > 0 için
bir Z ∈ Z (Ω) parçalanışının Sl (f,Z) < ε olacak biçimde bulunabilmesidir.
Buna ε-ölçütü denir.

Riemann integralini genelleştirmek istersek bazı seçenekler var. Bu yakla-
şımda ilk ilk iş ölçü açıkladığımız altkümeleri genişletmek olacak. J n yerine,
onu içeren bir Ln ⊂ P (Rn) peşindeyiz. Jordan ölçülemeyen açık kümelerin
varlığı iyi bir şey değil. Açık ve kapalı kümeler analizde çok önemlidirler;
Ln bunları içermeli. Sonlu kutulardan oluşan F figürlerinin oluşturduğu
Fn halkası yerine sayılabilir kutulardan oluşan Fn↑ ailesinden yola çıka-
biliriz. Fn↑ açık kümeleri içerir ancak bir halka bile değildir. Her A ∈ Ln

için Ac = (Rn\A) ∈ Ln olmasını istersek Ln, Rn’deki tüm açık ve kapalı
kümeleri içerir. Biz Ln’nin bir σ-cebiri olmasını ve her A ∈ Ln için bir
λn (A) ∈ [0,+∞] ölçüsünü λn : Ln → [0,+∞] σ-toplamsal olacak şekilde
açıklamak istiyoruz. Lebesgue ölçülebilirlik tanımında Carathéodory’nin ta-
nımını kullanmayacağız, çok kullanışlı olmasına karşın bir açıklamasını bil-
miyorum ve bilene de rastlamadım; olanlar da zorlama! Jordan ölçülebilir-
lik tanımının bir eşdeğerini burada tanım olarak kullandık. J n ⊂ Ln ve
λn|Ln = jn.

A ∈ Ln ve f : A → R olsun. A’nın da f ’nin de sınırlı olması gerekmez.
Lebesgue integraline üç farklı biçimde yaklaşacağız. Bu koşullar aşağıda ir-
deleyeceğimiz üç yaklaşımda korunacaktır.

Ölçüsel yaklaşım: Eğer f ≥ 0 ve [0, f ] := {(x, y) | x ∈ A, 0 ≤ y ≤ f(x)} ∈
Ln+1 ise f , λ-ölçülebilir diyelim;

´
A fdλn := λn+1 ([0, f ])’ye f ’nin Lebesgue

integrali denir. Ancak
´
A fdλn sonlu ise f Lebesgue integrallenebilir denir.

Şimdi f : A → R olsun. f+ ve f−’nin her ikisi de λ-ölçülebilirse f fonksi-
yonu λ-ölçülebilir denir.

´
A f

+dλn ve
´
A f

−dλn’nin her ikisi de +∞ değilse´
A fdλn :=

´
A f

+dλn−
´
A f

−dλn olarak açıklanır. Ayrıca
´
A fdλn sonlu ise f

fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir denir. Tanımdan görüldüğü gibi f ’nin
Lebesgue integrallenebilir olması |f |’nin Lebesgue integrallenebilir olmasına
denktir. Bu, onca artılarının yanında, Lebesgue integralinin zayıf noktasıdır.
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Riemann tipi yaklaşım: A ∈ Ln ve V bir Banach uzayı olmak üzere
f : A→ V olsun. A’nın Lebesgue kümelerine sayılabilir Z = {Ai}i∈I parça-
lanışlarının kümesini ZA ile gösterelim. ai ∈ Ai olmak üzere R (f,Z (a)) :=∑

i f (ai)λn (Ai) olsun. Genelde bu serinin toplanabilir olması gerekmez. Z<
f

ile Sl(f,Z) =
∑

i sl (f,Ai)λn (Ai) < +∞ olan Z parçalanışlarının kümesini
Z ∈ ZA ile gösterelim. Bu durumda (R (f,Z (a)))Z∈Z<

f
ağının limiti varsa

f fonksiyonu A’da Lebesgue integrallenebilir denir ve bu limit
´
A fdλn ile

gösterilir.
Darboux ve Riemann tipi yaklaşım: Bu durumda f : A→ R. Bu bir ön-

ceki yaklaşımın V = R özel durumuna kısmen benzer. Toplamların limitine
geçmeden önce ayrıntılı biçimde ölçülebilir fonksiyonlar ele alınır ve genelde
bu fonksiyonlarla niye ilgilendiğimiz açıklanmaz. Biz λ-ölçülebilir, ölçülebi-
lir ve ε-ölçülebilir olmak olmak üzere üç faklı kavram açıklayıp denkliklerini
kanıtladık.

Yine iki kişiye teşekkür borçluyum. Oğlum Ilgar’a ve eşim Yıldız’a. Özel-
likle eşim Yıldız’a hakkettiği teşekkürü ifade edecek sözcükleri bulamıyorum.

Mehmet Sait Eroğlu

ix



Bölüm 1

Önbilgiler

Kitabımızda N,Z,Q,R ve C sırasıyla doğal sayılar, tam saylar, gerçel sayılar
ve kompleks sayılar kümelerini göstereceklerdir. Bu kümelerden 0 öğesini çı-
kardığımızda kalan kümeler ise sırasıyla N∗,Z∗,Q∗,R∗ ve C∗ ile gösterilecek-
lerdir. Ayrıca R+ = [0,+∞) ve R+ = [0,+∞] olacaktır. Kullanacağımız bazı
kısaltmalar şunlardır: dd (diğer deyişle), bb (benzer biçimde), gvyk (gerek ve
yeter koşul), ava (ancak ve ancak), gbk (genellikten bir şey kaybetmeden),
hh (hemen her, hhy (hemen her yerde). a := b ve b =: a gösterimlerinin
her ikisi de “tanım gereği a, b’ye eşittir” veya “a, b olsun” demektir. p ve
q önermeler olmak üzere “p :⇐⇒ q” ve “q ⇐⇒: p” gösterimlerinin her ikisi
de “p önermesi tanım gereği q’ya denktir” demektir. ∗

=,
∗

=⇒,
∗⇐⇒ gösterim-

lerinde * sırasıyla eşitliğin, çıkarımın ve denkliğin gerekçesini belirtir. φ(x),
X kümesinin öğelerine ilişkin bir önerme ise ∃!x ∈ X (φ(x)) önermesi φ(x)
önermesinin bir tek x için doğru olduğunu öne sürer. Bu kullanımlarda p
yeni bir terim içerir ve bu terim q ile tanımlanmıştır. X herhangi bir küme
olmak üzere X’in güç kümesini P(X) ile göstereceğiz. A,B ⊂ X ayrıksalar,
bunu vurgulamak için A∪B yerine A⊔B ve {Ai}i∈I ⊂ P(X) ailesi ayrıksa,⋃

i∈I Ai yerine
⊔

i∈I Ai yazacağız. Ayrıklıkları belirtilmeden A⊔B ve
⊔

i∈I Ai

gösterimleri kullanılmışsa, bu gösterim bu birleşimlerin ayrık olduğunu da
vurgulayacaktır.
R̄ ile R ∪ {±∞} kümesi gösterilecektir. a, b ∈ R̄ olmak üzere ⟨a, b⟩ ile

(a, b), (a, b] , [a, b) ve [a, b] aralıklarından herhangi biri gösterilecektir. X bir
topolojik uzay ve A ⊂ X olmak üzere Å, Ā ve ∂A ile sırasıyla A kümesinin
içi, kapanışı ve sınırı gösterilecektir. A,B ⊂ X kümelerine, Å ∩ B̊ = ∅ ise
girişimsiz diyeceğiz.

Bu kitapta okurun kümeler kuramı, cebir, doğrusal cebir, analiz ve topo-
lojinin temel bilgilerini bildiğini varsayacağız. Bu alanlardan kullanacağımız
bilgiler, hazırlamayı düşündüğümüz analiz kitabında ele alınacaklardır. Bu-
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2 Rn’DE İNTEGRAL

rada, analizde ve topolojide genelde yer bulmayan, ancak bizim için önemli
olan ağlara kısaca değineceğiz. Ağlar bu alanlarda karşılaştığımız tüm limit-
leri kapsar ve ağlara ilişkin teoremler dizilere ilişkin teoremlerden daha zor
elde edilmezler.

1.1 Ağlar

Tanım 1.1.1 Λ ̸= ∅ kümesinde ≺ bağıntısı verilsin. Aşağıdaki koşullar
sağlandığında (Λ,≺) ikilisine bir (yukarı doğru) yönlenmiş küme denir1:

(i) Her α ∈ Λ için α ≺ α, dd ≺ yansımalıdır,
(ii) Her α, β ∈ Λ için α ≺ β ve β ≺ γ ise α ≺ γ, dd ≺ geçişlidir,
(iii) Her α, β ∈ Λ için bir γ ∈ Λ ögesi α ≺ γ ve β ≺ γ olacak biçimde

vardır, dd Λ kümesi ≺ ile (yukarıya doğru) yönlenmiştir.

Bazen α ≺ β yerine β ≻ α da yazacağız; bu durumda β, α’dan daha
ötededir diyelim. (R,≤) ve (N,≤) doğal sıralamalarıyla birer yönlenmiş kü-
melerdir. X bir topolojik uzay, a ∈ X ve U(a) ise a’nın komşuluklarının
kümesi olmak üzere U, V ∈ U(a) için U ≺ V :⇐⇒ V ⊂ U olarak açıklanırsa
(U(a),≺) bir yönlenmiş kümedir. Herhangi bir yönlenmiş Λ kümesinde ve-
rilen α, β öğeleri için α ≺ β veya β ≺ α olması gerekmez. Örneğin X = R
doğal topolojisiyle alındığında I = (−2, 1) ve J = (−1, 2) aralıklarının her
ikisi de U(0) yönlenmiş kümesindedirler; ancak ne I ≺ J ne de J ≺ I!

(Λ,≺) bir yönlenmiş küme ve X ̸= ∅ herhangi bir küme olsun. Bir f :
Λ → X fonksiyonuna X’te bir ağ denir. f ağı, fα := f(α) veya xα := f(α)
olmak üzere (fa)α∈Λ veya (xα)α∈Λ olarak gösterilir. Eğer Λ belli ise kısaca
(fα) veya (xα) da yazacağız. X’te bir ağ yerine X’te bir Λ-dizisi de denir.

Tanım 1.1.2 X topolojik uzayında bir (xα)α∈Λ ağı ve bir a ∈ X noktası
verilsin.

lim
α∈Λ

xα = a :⇐⇒ ∀U ∈ U(a)∃αU ∀α ∈ Λ (α ≻ αU =⇒ xα ∈ U) . (1.1)

sağlanmışsa (xα)α∈Λ ağı a noktasına yakınsaktır denir.

Lemma 1.1.3 Hausdorff uzaylarında ağlar ancak tek bir noktaya yakınsak
olabilirler.

1“Yukarı doğru yönlenmiş küme” ’nin ikilisi “aşağı doğru yönlenmiş küme” ’dir. Tanım-
daki (iii) yerine “(iii)′ Her α, β ∈ Λ için bir γ ∈ Λ ögesi γ ≺ α ve γ ≺ β olacak biçimde
vardır.” alırsak aşağı doğru yönlenmiş bir küme elde ederiz. Biz yalnızca yukarı doğru
yönlenmiş kümelerle çalışacağımız için, onlardan kısaca “yönlenmiş küme” olarak söz ede-
ceğiz.



1.1. AĞLAR 3

Kanıt. X Hausdorff uzayındaki (xα)α∈Λ ağının farklı a, b noktalarına yakın-
sak olduğunu varsayalım. X Hausdorff uzayı olduğundan a ve b noktalarının
U ve V komşulukları U ∩V = ∅ olacak biçimde seçilebilirler. αU ve αV öge-
leri (1.1)’deki gibi seçilsinler. Tanım 1.1.1 (iii)’ten bir β ∈ Λ öğesi αU ≺ β
ve αV ≺ β olacak biçimde vardır. Bu durumda xβ ∈ U ∩ V = ∅ çelişkisine
ulaşırız. ■

X Hausdorff uzayında verilen bir (xα)α∈Λ ağı bir a noktasına yakınsaksa,
tek olarak belirli olan a noktasına (xα)α∈Λ ağının limiti denir ve bu

lim
α∈Λ

xα = a veya lim
α
xα = a veya yalın olarak limxα = a

ile gösterilir.
Eğer (X, d) bir metrik uzaysa

lim
α∈Λ

xα = a⇐⇒ ∀ε > 0 ∃αε ∈ Λ ∀α ∈ Λ (α ≻ αε =⇒ d(xα, a) < ε) , (1.2)

eğer (X, ∥·∥) bir normlu uzaysa

lim
α∈Λ

xα = a⇐⇒ ∀ε > 0∃αε ∈ Λ ∀α ∈ Λ (α ≻ αε =⇒ ∥xα − a∥ < ε) , (1.3)

anlamına gelir. (Λ,≺) = (N,≤) olması durumunda bu tanımlar tam da
(xn)n∈N dizisinin yakınsaklık tanımlarıdır.

Diziler için bildiğimiz çoğu önerme olduğu gibi ağ limitlerine aktarılır.

Lemma 1.1.4 (i) (xα)α∈Λ ağı X normlu uzayında yakınsaksa bir p > 0
sayısı ve bir αp her αp ≺ α ∈ Λ için ∥xα∥ ≤ p olacak biçimde vardır.

(ii) X,Y normlu uzaylar, (xα) ⊂ X yakınsak bir ağ ve a = limα xα olsun.
a’nın bir U komşuluğunda tanımlı g : U → Y fonksiyonu a noktasında
sürekli ise (yα) = (g(xα)) ağı g(a)’ya yakınsaktır, dd ∃ limα g(xα) =
g(a) = g (limα xα).

Kanıt. (i) a = limα xa ise bir αp ∈ Λ ögesi αp ≺ α ∈ Λ =⇒ ∥xα − a∥ < 1
olacak biçimde vardır. p := ∥a∥+ 1 işimizi görür.

(ii) ε > 0 keyfi verilsin. g fonksiyonu a noktasında sürekli olduğundan
bir δ > 0 sayısı ∥x− a∥ < δ ise x ∈ U ve ∥g(x)− g(a)∥ < ε olacak bi-
çimde bulunabilir. limα xα = a olduğundan bir α′ ile her α′ ≺ α ∈ Λ için
∥x− a∥ < δ. Bu durumda her α′ ≺ α ∈ Λ için ∥g(xα)− g(a)∥ < ε. Dolayı-
sıyla limα g(xα) = g(a). ■

Bu kanıtlar bildik kanıtların benzeridirler. X metrik uzayında (xα)α∈Λ
ağı verilsin.

∀ε > 0∃αε ∈ Λ ∀α, β ∈ Λ (α, β ≻ αε =⇒ d(α, β) < ε) (1.4)

sağlanıyorsa, (xα)α∈Λ bir Cauchy ağıdır denir.
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Teorem 1.1.5 (Cauchy Ölçütü) (X, d) tam metrik uzayında (xα)α∈Λ ağı
verilsin. (xα)α∈Λ ağının yakınsak olması için gerek ve yeter koşul bir Cauchy
ağı olmasıdır.

Kanıt. Yakınsak ağların Cauchy ağı olduğu kolayca görülür. Şimdi bir (xα)α∈Λ
Cauchy ağı verilsin. Her k ∈ N∗ için bir αk ∈ Λ öğesi

α, β ≻ αk =⇒ d(xα, xβ) <
1

k
(1.5)

olacak biçimde vardır. Tanım 1.1.1 (iii)’ten dolayı α1 ≺ α2 ≺ α3 ≺ · · ·
seçebiliriz. Özellikle sabit tutulan p için

∀m,n ∈ N∗
(
m,n ≥ p =⇒ d(xαm , xαn) <

1

p

)
. (1.6)

(xαm) ⊂ X dizisi (1.6)’dan dolayı X’te bir Cauchy dizisidir. X bir tam met-
rik uzay olduğundan bu dizi bir a ∈ X noktasına yakınsar; a = limm→+∞ xαm .
(1.5)’te β = αm alıp m → +∞ limitine geçersek her α ≻ αk için d(xα, a) ≤
1/k elde ederiz. k keyfi olduğundan limα xα = a olur. ■

Kanıtta geçen bir bilgiyi ayrıca not edelim.

Sonuç 1.1.6 (xα)α∈Λ bir Cauchy ağı ise bir (αk)k≥1 ⊂ Λ dizisi α1 ≺ α2 ≺
α3 ≺ · · · ve limk xαk

= limα xα olacak biçimde vardır.

Görüldüğü gibi R’de dizilere ilişkin bildiğimiz tanımlar ve önermeler ise
kanıtlarıyla birlikte R’deki ağlara aktarılırlar. Bunlardan bazılarını listele-
mekle yetineceğiz. Rn ve C’deki ağları ayrıca incelemeye gerek yoktur. Ko-
layca görüleceği gibi Rn’deki bir (xα) = ((x1α, . . . , xnα)) ağının yakınsak ol-
ması her bir (xkα) , 1 ≤ k ≤ n ağının R’de yakınsak olmasına denktir; yakın-
saklık durumunda limα xα = (limα x1α, . . . , limα xnα). Benzer biçimde C’de
bir (zα) = (xα + iyα) ağının yakınsak olması (xα) ve (yα) ağlarının yakınsak
olmasına denktir; yakınsaklık durumunda ise limα zα = limα xa + i limα yα.

Önerme 1.1.7 (Limit Kuralları) R’de (xα) , (yα) ağları yakınsak ve a =
limα xa, b = limα ya olsun.

(i) λ, µ ∈ R olmak üzere (λxα + µyα) , (xαyα) ve b ̸= 0 ise (xα/yα) ağları
da yakınsaktır ve2

lim
α

(λxα + µyα) = λa+ µb, lim
α
xαyα = ab ve lim

xα
yα

=
a

b
.

(ii) Monotonluk: α0 ∈ Λ ve her α ≻ α0 için xα ≤ yα ise a ≤ b.
2b ̸= 0 olduğundan bir α′ her α ≻ α′ için yα ̸= 0 olacak biçimde vardır!
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(iii) Sandviç Teoremi: Her α ∈ Λ için xα ≤ zα ≤ yα ve limxα = lim yα =
a ise (zα) ağı da yakınsaktır ve lim zα = a.

Kanıt. (i) için Önsav 1.1.4 (ii)’de X = R2, Y = R ve sırasıyla g(x, y) =
λx+ µy, xy, x/y alınız. (ii) ve (iii) dizilerde olduğu gibi kanıtlanır. ■

R’deki bir (xα)α∈Λ ağına α ≺ β koşulunu sağlayan her α, β ∈ Λ için
xα ≤ xβ (benzer biçimde xα ≥ xβ ) ise monoton artan (benzer biçimde
monoton azalan) denir.

Önerme 1.1.8 R’deki her (xα)α∈Λ monoton ağı R’de yakınsaktır. (xα)
monoton artansa limα∈Λ xα = supα∈Λ xα, monoton azalansa limα∈Λ xα =
infα∈Λ xα.

Örnek 1.1.9. A ⊂ Rn, ξ ise A’nın bir yığılma noktası ve f : A\ {ξ} → R olsun. Bilindiği
gibi

lim
x∈A\{ξ}, x→ξ

f(x) = l :⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0∀x ∈ A\ {ξ} (∥x− ξ∥ < δ =⇒ |f(x)− l| < ε) .

Şimdi bu limiti bir ağ limitine dönüştürmek istiyoruz. Λ := A\ {ξ} olsun ve x, y ∈ Λ için

x ≺ y :⇐⇒ ∥y − ξ∥ ≤ ∥x− ξ∥

olarak açıklansın. (Λ,≺)’de yansımalı ve geçişli özellik aşikar. x, y ∈ Λ keyfi verilsinler.
Eğer ∥y − ξ∥ ≤ ∥x− ξ∥ ise z = y, ∥x− ξ∥ ≤ ∥y − ξ∥ ise z = x alırsak x ≺ z ve y ≺ z
olur. Dolayısıyla (Λ,≺) yukarıya yönlenmiştir.

lim
x∈A\{ξ}, x→ξ

f(x) = l ⇐⇒ lim
x∈Λ

f(x) = l

olduğu kolayca görülür. Diğer yandan

lim
x∈A\{ξ}, x→ξ

f(x) = l ⇐⇒ ∀(an)n∈N ⊂ A\ {ξ} (lim an = ξ =⇒ lim f(an)) (1.7)

olduğunu biliyoruz. Bunu ağlara aktarabilir miyiz, aşağıda araştıracağız.

Tanım 1.1.10 (Λ,≺) yukarı doğru yönlenmiş bir küme olsun. Bir (αn)n≥1 ⊂
Λ dizisine

∀α ∈ Λ ∃nα ∈ N ∀n ∈ N (n ≥ nα =⇒ αn ≻ α)

sağlanıyorsa Λ’da sondaş denir.

Yukarıdaki örneğimizde Λ’daki limxn = ξ koşulunu sağlayan her (xn)
dizisi Λ’da sondaştır. (N,≤) ağında ise lim kn = +∞ olan diziler sondaştır.

Teorem 1.1.11 (Dizi Ölçütü) Yukarı doğru yönlenmiş Λ kümesinde en
az bir sondaş dizi bulunsun3. X bir metrik uzay olsun ve X’te bir (xα)α∈Λ ağı

3Yukarı doğru yönlenmiş her Λ kümesinde bir sondaş dizi olması gerekmez, bkz. Not
2.3.1
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verilsin. Bu koşullarda (xα)α∈Λ ağının yakınsak olması için gerek ve yeter
koşul her sondaş (αn) dizisi için (xαn) dizisinin yakınsak olmasıdır. Her
sondaş (αn) dizisi için (xαn) dizileri yakınsaksalar bu (xαn) dizileri aynı a
noktasına yakınsarlar ve bu durumda (xα) ağı da yakınsaktır ve limα xα =
a’dır.

Kanıt. (1) limα xα = a olsun. Her sondaş (αn) dizisi için limxαn = a olduğu
tanımlardan kolayca görülür.

(2) Şimdi her sondaş (αn) dizisi için (xαn) dizisi yakınsak olsun. Bunların
aynı a noktasına yakınsadığını savunuyoruz. Λ’da da iki (αn) , (βn) sondaş
dizi verildiğinde α1, β1, α2, β2, . . . fermuar dizisi de Λ’da sondaştır. Varsa-
yımdan xα1 , xβ1 , xα2 , xβ2 dizisi bir a noktasına yakınsar. Bunun altdizileri
olarak (xαn) ve (xβn) dizileri de aynı a noktasına yakınsar. Sonuçta her
sondaş (αn) dizisi için limxαn = a olur.

Bu sağlanmışken limxα = a olmadığını varsayalım. Bu durumda bir son-
daş (αn) dizisi için xαn ̸→ a olduğunu kanıtlarsak işimiz biter. Varsayımı-
mızdan Λ’da en az bir (βn) sondaş dizisi vardır. ¬ (limxα = a) olduğundan
(1.2)’nin sağ yanını bozan bir ε0 > 0 vardır; dolayısıyla her n için

∀βn ≺ α ∈ Λ (d(xα, a) < ε0)

önermesi yanlıştır, dd her n için bir αn ögesi βn ≺ αn ve d(xαn , a) ≥ ε0 olacak
biçimde vardır. (αn) de bir sondaş dizidir ve d(xαn , a) ≥ ε0 eşitsizliğinden
dolayı xαn ̸→ a; işimiz biter. ■

I herhangi bir damga kümesi olmak üzere SI := {A ⊂ I|I sonlu} olsun.
A,B ∈ SI olmak üzere

A ≺ B :⇐⇒ A ⊂ B

olarak açıklanırsa (SI ,≺) bir ağdır.
(X, ∥·∥) bir Banach uzayı olsun. X’te bir {xi}i∈I ailesi verilsin. Her A ∈

SI için
s∅ := 0 veA ̸= ∅ için sA :=

∑
i∈A

xi

olarak açıklansın. (sA)A∈SI
ağı yakınsak ve limiti α ise {xi}i∈I ailesi top-

lanabilir ve toplamı α’dır denir ve bu durum
∑

i∈I xi = α olarak gösteri-
lir(bkz. KA I, Tanım 1.4.4). {xi}i∈I ailesi toplanabilir ise {i ∈ I|xi ̸= 0} bir
sayılabilir kümedir. {xi}i∈I ailesi toplanabilir ve I :=

⊔
n∈N In ise her n ∈ N

için {xi}i∈In toplanabilir ve

∑
i∈I

xi =
∑
n∈N

(∑
i∈In

xi

)
(Paketleme Teoremi).
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Özel olarak {xmn}m,n∈N ailesi toplanabilirse

∑
m,n∈N

xmn =
+∞∑
m=0

(
+∞∑
n=0

xmn

)
.

Eğer X = R, I+ := {xi|xi > 0}, I− := {i ∈ I|xi < 0} olmak üzere {xi}i∈I
ailesi toplanabilirse {xi}i∈I+ , {xi}i∈I− ve {|xi|}i∈I aileleri de toplanabilir ve∑

i∈I
xi =

∑
i∈I+

xi +
∑
i∈I−

xi ve
∑
i∈I

|xi| =
∑
i∈I+

xi −
∑
i∈I−

xi.
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Bölüm 2

Rn’de Hacim ve Riemann
İntegrali

Tarım öncesi avcılık döneminde, yaşamımızda önemli yer tutan “sayma” iş-
lemi bizi doğal sayılara götürdü. Tarım dönemiyle birlikte yaşamımıza giren
“ölçme” ’ye ise rasyonel ve gerçel sayıları borçluyuz. Ancak doğal ve rasyo-
nel sayıları matematiksel anlamda sağlam zemine oldukça geç, ondokuzuncu
yüzyılda, Dedekind, Cantor, Weierstrass ve Peano gibi matematikçilerin ça-
lışmalarıyla oturttuk.

Yunanlılar ve onlardan önce babilliler ve mısırlılar, düzlemsel bazı A
bölgelerine, onların alanları dedikleri bir v2(A) ≥ 0 gerçel sayı karşılık getir-
diler. Herşeyden önce kenarlarının uzunluğu a, b olan bir R dikdörtgeninin
alanını a · b olarak açıkladılar. Bir dikdörtgeni bir köşegenle dik kenarlarının
uzunlukları a, b olan iki dik üçgene parçaladılar: Böylece dik kenarlarının
uzunlukları a, b olan bir dik üçgeninin alanını 1

2ab olarak hesapladılar. Her-
hangi tipten bir üçgen verildiğinde, uzun kenarlardan birine karşı köşeden
bir dik çizerek, üçgeni iki dik üçgene parçaladılar. Böylece her tipten üçgenin
alanını hesaplamayı öğrendiler. Üçgenlerin alanından ise, çokgenleri üçgen-
lere parçalayarak, poligonlarla çevrili bölgelerin alanlarını hesapladılar. Bu
alanın şu özellikleri vardır: P,Q çokgen olmak üzere

(1) Teklik: v2(P ) sayısı P ’nin üçgenlere parçalanışından bağımsızdır,
(2) Monotonluk: P ⊂ Q ise v2(P ) ≤ v2(Q) ,
(3) Toplamsallık: P̊ ∩ Q̊ = ∅ ise v2(P ∪Q) = v2(P ) + v2(Q).

Ancak bu üç özellik için ne bir kanıt verdiler, ne de bir kanıt girişiminde
bulundular; çünkü bunlar, onlar için, apaçık doğrulardır. Bu açık ancak 19.
yüzyılda Peano ve Jordan tarafından giderildi.

Yine antik çağda, her sınırlı A ⊂ R (R2, R3) kümesinin, yukarıdaki üç
koşulu sağlayan ve [0,+∞) aralığına düşen bir v1(A) uzunluğu (bir v2(A)

9
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alanı, bir v3(A) hacmi) olduğunu tartışmasız varsaydılar.1 Onlar yalnızca,
özellikle bazı geometrik eğrilerin (örneğin bir çemberin uzunluğunu), bir çok-
gen, daire, elips, koni, silindir veya küre yüzeyinin vs. alanlarını, bir koni,
silindir, küre veya elipsoidin vs. hacimlerini, matematik açıdan temiz bir
şekilde hesapladılar. Limitle, geometrik kılıkta, ilk kez bu hesaplamalarda
karşılaştık. Bu yaklaşım aşağıdaki gibi herhangi bir Rn’e taşınarak sağlam
zemine oturtuldu.

Henüz limit kavramının netleşmediği o günler için iki harika yöntem ge-
liştirildi. İlki, bölgeyi, içine düşen ve gittikçe genişleyen çokgenlerle tüketerek
alanı belirleme (tüketme yöntemi), ikincisi ise Arşimed’e ait olan sıkıştırma
yöntemi, dd bölgeyi çevreleyen eğriyi içeriden, bölgeye düşüp genişleyen,
dışarıdan bölgeyi içerip daralan çokgenlerle sıkıştırma yöntemi. Riemann
integrali ve Lebesgue integralinin temelinde Arşimed’in sıkıştırma yöntemi
yatar. Peano ve Jordan sıkıştırma yöntemini sağlam zemine oturttular; Jor-
dan’ın özel katkısı, kenarları eksenlere koşut poligonlarla çalışmanın yeterli
olduğunu göstermiş olmasıdır. Ayrıca Arşimed döneminde bölgemizi çevrele-
yen eğriler, doğru parçaları veya çember, elips, hiperbol, parabol gibi düzgün
eğrilerin yay parçalarından oluşan eğriler olmuştur. Peano ve Jordan, ala-
nını araştırdığımız sınırlı A ⊂ R2 kümesinin bir eğriyle çevrelenmiş olması
koşulunu da terk ettiler; yine de ∂A sınırı önemli rol oynar.

Jordan yaklaşımının kısa özeti şudur. n ∈ N∗, 1 ≤ k ≤ n , ak, bk ∈ R için
ak ≤ bk olmak üzere Q := ⟨a1, b1⟩ × · · · × ⟨an, bn⟩ tipindeki kümelere kutu
denir ve Q’nun hacmi vn(Q) = (b1 − a1) × · · · × (bn − an) olarak açıklanır.
Sonlu sayıda kutuların birleşimi olan kümeler çok basit geometrik yapılar-
dır; bunlara figür diyelim. Her F figürü sonlu sayıda ayrık (veya girişimsiz)
Q1, . . . , Qm kutularının birleşimi olarak yazılabilir.

∑m
i=1 vn(Qi) sayısı F ’nin

ayrık (veya girişimsiz) kutulara parçalanışından bağımsızdır; onu vn(F ) ile
gösterip ona F ’nin (Jordan) hacmi diyelim.

Şimdi A ⊂ Rn herhangi bir sınırlı küme olsun. A’ya düşen figürlerin
hacimlerinin supremumunu j

n
(A) ve A’yı içeren figürlerin hacimlerinin in-

fimumunu ise jn(A) ile gösterelim. j
n
(A) = jn(A) ise A kümesi Jordan

ölçülebilir ve bu ortak değere ise A’nın Jordan hacmi denir ve bu değer
1Böyle düşünmekte haksız da sayılamazlar. İnsanlar pratik yaratıklardır. Yerde bul-

duğu herhangi bir taşın hacminin ne olduğunu sorduğunuzda asla, “bakalım bunun bir
hacmi var mı?” demez. Mucize sıvı sudan yararlanır. Taşın büyüklüğüne göre, ya onu
önceden derecelendirilmiş ve içinde yeterince su bulunan bir kaba koyup artış yardımıyla,
ya da ağzına kadar su dolu bir kaba koyup taşan suyun ağırlığı üzerinden taşın hacmini
hesapladılar. Bu yöntem fizik ve kimya laboratuvarlarında hala kullanımdadır. Uzaydaki,
arap saçına dönmüş bir iplik yumağının uzunluğunu, yumağın ağırlığını bir santimetrelik
ipliğin uzunluğuna bölerek bulur. Uzaydaki herhangi bir yüzeyin alanını, onu homojen
uygun bir maddeyle kaplayıp, kaplayan maddenin ağırlığını, o maddenin bir santimetre
karelik parçasının ağırlığına bölerek bulabilirsiniz.
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jn(A) ile gösterilir. Bir S ⊂ Rn sınırlı kümesine, her ε > 0 sayısına karşılık
bir F figürü, S ⊂ F ve vn(F ) < ε olacak biçimde bulunabiliyorsa sıfır ha-
cimlidir denir. Bir sınırlı A ⊂ Rn kümesinin Jordan ölçülebilir olmasının,
∂A’nın sıfır hacimli olmasına denk olduğu kolayca görülür.

J n ve jn : J n → [0,+∞) dönüşümü aşağıdaki özellikleri sağlarlar:
J n bir halkadır, dd ∅ ∈ J n ve her A,B ∈ J n içinA ∪B,A\B ∈ J n.
jn(∅) = 0 ve A,B ∈ J n ayrıksa jn(A ⊔ B) = jn(A) + jn(B) (sonlu

toplamsallık).
T : Rn → Rn bir hareket ve A ∈ J n ise jn(T (A)) = jn(A) (hareketlere

göre değişmezlik).
Q[0, 1] = [0, 1]× · · · × [0, 1] ∈ J n ve jn(Q[0, 1]) = 1 (normlaştırma).
J n ve jn’in temel özellikleri sınırlılık ve sonluluktur : (a) Her A ∈ J n

için A bir sınırlı altküme ve 0 ≤ jn(A) < +∞, dd jn(A) negatif olmayan
bir sonlu sayı, (b) A1, . . . , Ak ∈ Jn ise A1 ∪ · · · ∪Ak ∈ J n, dd J n sonlu bir-
leşimlere göre kapalı ve ayrıca Ai’ler ayrıksalar jn(

⊔k
i=1Ai) =

∑k
i=1 jn(Ai),

dd jn sonlu toplamsaldır.
Bırakalım J n = P(Rn) olmasını, J n bazı sınırlı açık kümeleri bile içer-

mez(bkz. Örnek 2.2.15(2)). Sonlu toplamsallıktan sayılabilir toplumsallığa
geçme fikrini ilk Borel (1898) ortaya atmıştır. Sonra Lebesgue tezinde (1903)
bu düşünceyi sürdürmüş ve ortaya bir Ölçü Problemi koymuştur. Ps(Rn) ile
Rn’nin sınırlı altkümelerinin ailesini gösterelim.

Lebesgue Ölçü Problemi: Sayılabilir toplamsal, hareketlere göre de-
ğişmez ve normlandırılmış bir µ : Ps(Rn)→ [0,+∞) fonksiyonu bulunuz.

Burada sayılabilir toplamsallıktan şunu anlıyoruz: Her sayılabilir ve
ayrık {Ai}i∈I ⊂ Ps(Rn) ailesi için

⋃
i∈I Ai sınırlı ise

µ

(⊔
i∈I

Ai

)
=
∑
i∈I

µ(Ai).

Lebesgue Ölçü Problemi’nin hiçbir n ∈ N∗ için bir çözümü yoktur (bkz [21],
[13] Teorem 3.6.4). Lebesgue Ölçü Problemi’nden esinlenerek Hausdorff, Ha-
cim Problemi’ni formüle etmiştir. Bu problemde A ⊂ Rn altkümesinin sı-
nırlı olması koşulu terk edilmiş, ayrıca µ(A)’nın +∞ olmasına izin vermiştir.
Benzer değişiklerle Lebesgue Ölçü Problemi, Ölçü Problemine dönüştürül-
müştür. Bunlar aşağıdaki gibidir:

Hacim Problemi: Sonlu toplamsal, hareketlere göre değişmez ve norm-
landırılmış bir µ : P(Rn)→ [0,+∞] fonksiyonu bulunuz.

Ölçü Problemi: Sayılabilir toplamsal, hareketlere göre değişmez ve norm-
landırılmış bir µ : P(Rn)→ [0,+∞] fonksiyonu bulunuz.

Bindokuzyüzlü yılların başında ortaya konan bu problemler, antik çağda,
düzlemde (veya uzayda) hangi kümelerin alanı (veya hacmi) olduğu sorusu-
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nun niye tartışılmadığını anlamımızı sağlar. Çünkü sağduyumuz bize her iki
problemin de bir çözümü olduğunu söyler. Ancak sağduyumuz bizi yanılt-
mıştır.

Teorem: (Hausdorff, 1914) n ≥ 3 için Hacim Problemi’nin çözümü yok-
tur([21]).

Teorem: (Banach, 1923) n = 1, 2 için Hacim Problemi’nin çözümleri
vardır; ancak bu çözümler tek olarak belli değildirler.

Neumann, Hacim Problemi’nin boyuta bağlılığının nedeninin, Rn’nin ha-
reketler grubunun cebirsel yapısıyla ilişkili olduğunu kanıtlamıştır ([30]). Ha-
cim Problemi’nin çözümsüzlüğünü aşağıdaki şaşırtan teoremden çok net gö-
rürüz.

Teorem: (Hacim Probleminin Çözülemezliği) n ≥ 3 olsun. A,B ⊂ Rn

sınırlı ve Å ̸= ∅, B̊ ̸= ∅ ise C1, . . . , Ck ⊂ Rn kümeleri ve Ti : Rn → Rn, 1 ≤
i ≤ k hareketleri

A =
k⊔

i=1

Ci ve B =
k⊔

i=1

Ti(Ci)

olacak biçimde bulunabilir (Banach-Tarski, 1924).
Bu inanılmaz bir sonuçtur. Örneğin p, q ∈ N∗ olmak üzere, A orijin

merkezli birim top, B ise p tane 10q yarıçaplı ayrık topun birleşimi olsun.
Banach-Tarski Teoremi, birim topu, C1, . . . , Ck uygun ayrık kümelerine par-
çalayıp, bunların her birini bir Ti hareketi ile taşıyarak p tane 10q yarıçaplı
ayrık top elde edebileceğimizi söyler. Bu, bugün bile çoğu insanın kabul ede-
meyeceği bir sonuçtur. Bu şaşırtan sonucun nedeni, C1, . . . , Ck kümelerinin,
Kümeler Kuramı’nın Seçme Aksiyomu ile oluşturulmuş, gözümüzde canlan-
dıramayacağımız kadar karmaşık olmalarıdır.

Vitali 1905’te Ölçü Problemi’nin n = 1 için çözülemez olduğunu kanıt-
lamıştır. Banach ve Tarski bunu genelleştirdiler.

Teorem (Ölçü Problemi’nin Çözülemezliği): n ∈ N∗ olsun. A,B ⊂ Rn

ve Å ̸= ∅, B̊ ̸= ∅ ise sayılabilir çokluktaki Ci ⊂ Rn, i ∈ I kümeleri ve
Ti : Rn → Rn, i ∈ I hareketleri

A =
⊔
i∈I

Ci ve B =
⊔
i∈I

Ti(Ci)

olacak biçimde bulunabilir (Banach-Tarski, 1924).
Hacim ve Ölçü Problemleri’nin bir çözümü olabilmesi için µ ölçülerinin

tanım kümelerini daraltmak zorundayız. Rndeki kutuların kümesi Qn olsun.
Qn ⊊ J n ⊊ Ps(Rn) koşulunu sağlayan bir J n halkası ve orada tanımlı,
sonlu toplamsal, hareketlere göre değişmez ve normlandırılmış bir jn : J n→
[0,+∞) fonksiyonu vereceğiz. Hacim Problemi’nin bu çözümü bizi Riemann
integraline götürecektir. Ölçü Problemi’nin ise, J n ⊊ Ln ⊊ P(Rn) koşulunu



2.1. Rn’DE ÖZEL YARIHALKALAR, HALKALAR VE HACİMLER 13

sağlayan bir Ln σ-cebiri ve bir λn : Ln → [0,+∞] ölçüsünden oluşan bir
çözümünü vereceğiz. Bu bizi Lebesgue integraline götürecektir.

Newton ve Leibniz şöyle bir problemle karşılaştılar: Bir I = [a, b] ara-
lığında sürekli bir f fonksiyonu için bu aralıkta tanımlı ve türevi f olan
bir F fonksiyonu bulunuz. Örneğin I bir zaman aralığı ve f bir parçacığın
ivme fonksiyonu ise aradığımız F bu parçacığın hız fonksiyonudur; burada
F (a)’nın ne olacağı önceden verilir. Bu problemin görünüşte alan ve integ-
ralle hiç bir ilişkisi yoktur. Karşıtürev Teoremi 2.7.5 ile türev ve integralin
güzel bir biçimde buluştuğunu, bir anlamda birbirinin zıttı işlemler olduğunu
öğreneceğiz.

2.1 Rn’de Özel Yarıhalkalar, Halkalar ve Hacimler

a, b ∈ R için a ≤ b olmak üzere ⟨a, b⟩ aralığı (a, b), (a, b], [a, b) ve [a, b] aralık-
larından herhangi birini gösterecektir. a = b ise (a, a) = (a, a] = [a, a) = ∅
ve [a, a] = {a} bozuk aralıklarını elde ederiz.

n ∈ N∗ ve a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn olmak üzere

a < b :⇐⇒ ak < bk, k = 1, . . . , n

a ≤ b :⇐⇒ ak ≤ bk, k = 1, . . . , n

olarak açıklansın. a ≤ b için Ik = ⟨ak, bk⟩ olmak üzere

Q = I1 × · · · × In = ⟨a1, b1⟩ × · · · × ⟨an, bn⟩

kümesine bir n-kutusu (veya kısaca kutu) diyelim. Ik aralıklarından her-
hangi biri bozuksa Q kutusuna da bozuk denir. Kutular ve sonlu sayıda
kutunun birleşimi olan kümeler en basit geometrik kümelerdir.

Qn := {Q ⟨a, b⟩ | a, b ∈ Rn ve a ≤ b} ve Fn :=
{⋃

A|A ⊂ Qn sonlu
}
(2.1)

olsun. Fn’nin ögelerine figür diyeceğiz.
a, b ∈ Rn ve a ≤ b olmak üzere

Q[a, b) := [a1, b1)× · · · × [an, bn), Q(a, b] := (a1, b1]× · · · × (an, bn]

Q(a, b) := (a1, b1)× · · · × (an, bn), Q[a, b] := [a1, b1]× · · · × [an, bn]

kümelerine sırasıyla, köşeleri a, b olan bir sağdan yarıaçık kutu, soldan
yarıaçık kutu, açık kutu ve kapalı kutu diyelim.
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Qn
r := {Q[a, b) | a, b ∈ Rn ve a ≤ b}, Fn

r := {
⋃

A|A ⊂ Qn
r sonlu}

Qn
l := {Q(a, b] | a, b ∈ Rn ve a ≤ b}, Fn

l := {
⋃

A|A ⊂ Qn
l sonlu}

Qn
a := {Q(a, b) | a, b ∈ Rn ve a ≤ b},Qn

k := {Q[a, b] | a, b ∈ Rn ve a ≤ b}

olsunlar. Fn
r (Fn

l ) sonlu sayıda sağdan (soldan) yarıaçık kutuların birleşim-
lerinin kümesidir.

Lemma 2.1.1 (Tanım) Qn,Qn
r ,Qn

l küme aileleri Rn’de birer yarıhalka-
dırlar, dd Y bu ailelerden herhangi birini göstermek üzere:

(i) ∅ ∈ Y ve A,B ∈ Y ise A ∩B ∈ Y ve
(ii) A,B ∈ Y =⇒ ∃I sonlu ∃ {Ci}i∈I ⊂ Y ayrık, öyle ki A\B =

⊔
i=1Ci.

Kanıt. Savı, bizi özde ilgilendiren, Qn için kanıtlayacağız; diğerleri benzer
biçimde kanıtlanır.

(1) n= 1 olsun.
(i) ∅ = (a, a) ∈ Q1. I = ⟨a, b⟩ , J = ⟨c, d⟩ ve I, J ∈ Q1, I ∩ J ̸= ∅ ise

(max(a, c),min(b, d)) ⊂ I ∩ J ⊂ [max(a, c),min(b, d)].

Dolayısıyla I ∩ J ∈ Q1.
(ii) I, J ∈ Q1 yukarıdaki gibi olsunlar. I ∩ J ∈ Q1 ve I\J = I\(I ∩ J)

olduğundan J ⊂ I alınabilir. I ′ = {x ∈ I\J |x ≤ c} ve I ′′ = {x ∈ I\J |x ≥ d}
olsun. I ′ ∩ I ′′ ̸= ∅ ise c = d, dolayısıyla J = ∅ ve I\J = I ∈ Q1. Diğer
durumda

(a, c) ⊂ I ′ ⊂ [a, c] ve (d, b) ⊂ I ′′ ⊂ [d, b].

Böylece I ′ = ⟨a, c⟩ , I ′′ = ⟨d, b⟩ ∈ Q1 ve I\J = I ′ ⊔ I ′′ ∈ Q1. Böylece Q1, (i)
ve (ii)’yi sağlar, dolayısıyla bir yarıhalkadır.

(2) Önce A,B yarı halkalarsa

A ∗ B := {A×B|A ∈ A, B ∈ B}

’nin bir yarıhalka olduğunu görelim. Her şeyden önce ∅ = ∅ × ∅ ∈ A ∗ B.
Şimdi A,C ∈ A ve B,D ∈ B olsun. Bu durumda (A × B) ∩ (C × D) =
(A ∩ C)× (B ∩D) ∈ A ∗ B olur. Diğer yandan

(A×B)\(C ×D) = [(A\C)×B] ⊔ [(A ∩ C)× (B\D)].

Sonlu I, J ve ayrık {Ai} ⊂ A ve {Bj} ⊂ B aileleriyle A\C =
⊔

i∈I Ai ve
B\D =

⊔
j∈J Bj . Sonuçta A ∗ B bir yarıhalkadır.
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Özellikle Q2 = Q1 ∗ Q1 bir yarı halkadır. Gerisi tümevarımdır. ■

Uyarı 2.1.2. Qn
a ve Qn

k birer yarıhalka değildirler. Gerçekten de Q,Q′ ∈ Qn
a

(veya ∈ Qn
k) ve Q ̸= Q ∩ Q′ ̸= ∅ ise Q\Q′ sonlu sayıda açık (veya kapalı)

kutunun birleşimi olarak yazılamaz.

Lemma 2.1.3 Q,Q1, . . . , Qk ∈ Qn ise Q\⋃1≤i≤kQi =
⊔

1≤j≤mQ
′
j olacak

biçimde Q′
1, . . . , Q

′
m ayrık kutuları bulunabilir.

Kanıt. k üzerinden tümevarımla kanıtlayacağız. Önsav 2.1.1’den dolayı k =
1 için sav doğrudur. Şimdi sav k için kanıtlanmış olsun. Bu durumda tü-
mevarım koşulundan, ayrık Q′

1, . . . , Q
′
m ∈ Qn ile Q\⋃k

i=1Qi =
⊔m

i=1Q
′
i,

dolayısıyla

Q\
k+1⋃
i=1

Qi =

(
Q\

k⋃
i=1

Qi

)
\Qk+1 =

(
m⊔
i=1

Q′
i

)
\Qk+1 =

m⊔
i=1

(
Q′

i\Qk+1

)
olur. Yarıhalka tanımından her bir Q′

i\Qk+1 kümesi, Qn’ye ait sonlu sayıda
ayrık kümenin birleşimi olduğundan sonuçta Q\⋃k+1

i=1 Qi kümesi Qn’ye ait
sonlu sayıda ayrık kümenin birleşimidir. ■

Sonuç 2.1.4 (Tanım) Fn bir halkadır, dd

∅ ∈ Fn ve herA,B ∈ Fn içinA ∪B,A\B ∈ Fn.

Kanıt. ∅ ∈ Fn olduğu apaçıktır. A,B ∈ Fn ise A ∪ B olduğu aşikardır.
Şimdi A =

⋃k
i=1Qi ve B =

⋃m
j=1Q

′
j olsun. Önsav 2.1.3’ten Qi\Q′

j sonlu
sayıda Qijl kutusunun birleşimidir. Sonuçta

A\B =
⋃
i

Qi\
⋃
j

Q′
j

 =
⋃
i

⋃
j,l

Qijl ∈ Fn.

■

Fn bir halka olduğundan A,B ∈ Fn ise A ∩ B = A\(A\B), A△B =
(A\B)∪ (B\A) özdeşliklerinden A∩B,A△B ∈ Fn olur. Yine tümevarımla
F1, . . . , Fk ∈ Fn ise

F1 ∩ · · · ∩ Fk ∈ Fn ve F1 ∪ · · · ∪ Fk ∈ Fn.

Sonuç 2.1.5 (Parçalama) Her F ∈ Fn figürü sonlu sayıda ayrık kutunun
birleşimi olarak yazılabilir.
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Kanıt. Q1, . . . , Qk ∈ Qn ile F =
⋃

iQi olsun. A1 := Q1 ve 1 < i ≤ k için
Ai := Qi\

⋃
1≤j<iQj olsun. Bu durumda F =

⊔
1≤i≤k Ai ve Önsav 2.1.3’ten

dolayı ise her bir Ai sonlu sayıda ayrık kutunun birleşimidir; işimiz biter. ■
Bir vn : Qn → [0,+∞) hacmi tanımlayacağız. Q =

∏n
i=1 ⟨ai, bi⟩ ∈ Qn

olmak üzere

vn(Q) ≡ vn (⟨a1, b1⟩ × · · · × ⟨an, bn⟩) :=
n∏

k=1

(bk − ak) (2.2)

sayısına Q kutusunun kutusunun hacmi denir. Eğer en az bir k için ak = bk,
ancak Ik ̸= [ak, ak] ise Ik = ∅, dolayısıyla Q = ∅ ve vn(∅) = 0 olur. Yine her
bozuk Q kutusu için vn(Q) = 0. Diğer yandan Q(a, a) = Q[a, a) = Q(a, a] =
∅ ve Q[a, a] = {a} olduğunu ayrıca belirtelim. Dolayısıyla tek noktadan
oluşan kümelerimiz de, hacmi 0 olan, bir kutudur. Ayrıca tanım gereği 2

vn(Q̊) = vn(Q) = vn(Q). (2.3)

Q = ⟨a1, b1⟩ × · · · × ⟨an, bn⟩ ve ck ∈ {ak, bk} ise

S := ⟨a1, b1⟩ × · · · × ⟨ak−1, bk−1⟩ × {ck} × ⟨ak+1, bk+1⟩ × · · · × ⟨an, bn⟩
tipindeki kümelere Q kutusunun yüzeyleri denir. Yüzeyler bozuk n-kutu-
larıdır.

Q = I1×· · ·×In = ⟨a1, b1⟩×· · ·×⟨an, bn⟩ ve ak ≤ ck ≤ bk ise Ik = ⟨ak, bk⟩
aralığı, uç noktaları ak, ck, bk olmak üzere, en fazla iki farklı biçimde, iki
ayrık I ′k, I

′′
k 1-kutusuna parçalanır. Örneğin ak < ck < bk ise bu seçenekler

⟨ak, ck) , [ck, bk⟩ ve ⟨ak, ck] , (ck, bk⟩ parçalanışlarıdır. Her durumda

Q = I1 × · · · × I ′k × · · · × In ⊔ I1 × · · · × I ′′k × · · · × In =: Q′ ⊔Q′′ ve
vn(Q) = vn(Q

′) + vn(Q
′′).

Eğer Q ∈ Fn
r sağdan yarı açık bir kutu ise I ′rk = [ak, ck) ve I ′′rk = [ck, bk)

alarak Q kutusunu sağdan yarıaçık Q′
r, Q

′′
r kutularına yine vn(Q) = vn(Q

′)+
vn(Q

′′) olacak biçimde parçalarız. Benzeri soldan yarıaçık kutular için ge-
çerlidir.

Q,Q1, . . . , Qm ∈ Qn ve i ̸= j olmak üzere Q̊i ∩ Q̊j = ∅ ve Q =
⋃m

i=1Qi

ise {Q1, . . . , Qn}’e Q’nun bir girişimsiz parçalanışı denir. Eğer Ik aralığını
girişimsiz J ′

k := ⟨ak, ck] ve J ′′
k = [ck, bk⟩ aralıklarına parçalarsak girişimsiz

P ′ = I1 × · · · × J ′
k × · · · × In ve P ′′ = I1 × · · · × J ′′

k × · · · × In kutularıyla
vn(Q) = vn(P

′) + vn(P
′′)

Q = P ′ ∪ P ′′ ve vn(Q) = vn(P
′) + vn(P

′′)

2Aslında Q̊ ⊂ K ⊂ Q koşulunu sağlayan bir K kümesine kutu deyip vn(K) := vn(Q)
olarak açıklamak işleri çok daha yalınlaştırır.
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elde ederiz. Tümevarımla aşağıdaki savı elde ederiz.

Lemma 2.1.6 Bir Q kutusu, sonlu sayıda hiperdüzlemlerle ayrık (veya giri-
şimsiz) Q1, . . . , Qm kutularına nasıl parçalanırsa parçalansın daima vn(Q) =∑m

i=1 vn(Qi).

Önerme 2.1.7 (Tanım) vn : Qn → [0,+∞) bir hacimdir, dd vn(∅) = 0
ve

Q1, . . . , Qm ∈ Qn ayrık ve
m⊔
k=1

Qk ∈ Qn ise vn

(
m⊔
k=1

Qk

)
=

m∑
k=1

vn(Qk).

(2.4)
(2.4) şöyle de söylenebilir: Bir Q ∈ Qn kutusunu, Q1, . . . , Qm ∈ Qn ayrık
kutularına nasıl parçalarsak parçalayalım hep vn(Q) =

∑m
k=1 vn(Qk). Bu sav

Q1, . . . , Qm girişimsiz olduğunda da doğrudur.

Sonuç 2.1.8 Bu sav Qn yerine Qn
r veya Qn

l aldığımızda da doğrudur.

Kanıt. Savı parçalanışlar için vereceğiz; girişimsiz parçalanışlar için kanıt
aynıdır.

∅ ∈ Qn ve tanım gereği vn(∅) = 0. Eğer Q bir bozuk kutu ise her bir Qk

kutusu da zorunlu olarak bozuktur. Bozuk kutularınsa hacimleri 0 olduğun-
dan sav doğrudur.

Şimdi Q kutumuz bozuk olmasın ve bozuk olmayan Q1, . . . , Qm kutula-
rına parçalanmış ve Qi = ⟨ai1, bi1⟩ × · · · × ⟨ain, bin⟩ olsun.

xj = aij ve xj = bij , i = 1, . . . ,m ve j = 1, . . . , n (2.5)

hiperdüzlemlerini ele alalım. Her bir Qi kutumuz, bu hiperdüzlemlerin belli
bir kısmıyla, ayrık Qi1, . . . , Qipi kutularına vn(Qi) =

∑pi
j=1 vn(Qij) olacak

biçimde parçalanır (bkz. Önsav 2.1.6). (2.5)’teki tüm hiperdüzlemler ise Q
kutumuzu ayrıkQij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , pi kutularına parçalar ve Önsav
2.1.6’dan

vn(Q) =
∑
i,j

vn(Qij) =

m∑
i=1

 pi∑
j=1

vn(Qij)

 =
m∑
i=1

vn(Qi).

■

Teorem 2.1.9 vn : Qn → [0,+∞) hacmi tek bir biçimde bir v̂n : Fn →
[0,+∞) hacmine genişletilir.
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Kanıt. F ∈ Fn keyfi verilsin. Sonuç 2.1.5’ten dolayı sonlu sayıda ayrık
Q1, . . . , Qk kutularıyla F =

⊔k
i=1Qi. Eğer v̂n hacmi varsa, bu durumda

v̂n(F ) =
∑n

i=1 v̂n(Qi) =
∑n

i=1 vn(Qi) olmalıdır. Biz v̂n(F ) :=
∑n

i=1 vn(Qi)
olarak tanımlıyoruz. Bu tanımın kusursuz olduğunu görelim. Aynı zamanda
Q′

1, . . . , Q
′
m ∈ Fn olmak üzere F =

⊔m
j=1Q

′
j olsun. vn : Qn → [0,+∞] bir

hacim olduğundan

n∑
i=1

vn(Qi) =
n∑

i=1

vn

Qi ∩
m⊔
j=1

Q′
j

 =

n∑
i=1

vn

 m⊔
j=1

Qi ∩Q′
j


=

n∑
i=1

m∑
j=1

vn(Qi ∩Q′
j) =

m∑
j=1

n∑
i=1

vn(Q
′
j ∩Qi)

=

m∑
j=1

vn

(
Q′

j ∩
n⊔

i=1

Qi

)
=

m∑
j=1

vn(Q
′
j).

Dolayısıyla tanımımız kusursuzdur. Tanım gereği v̂n|Fn = vn ve teklik ta-
nımdan aşikardır. Ayrıca v̂n(∅) = 0 ve ayrık F1, F2 ∈ Fn için v̂n(F1 ⊔ F2) =
v̂n(F1) + v̂n(F2) olduğu doğrudan v̂n’nin tanımından çıkar. Buradan tüme
varımla F1, . . . , Fk ∈ Fn figürleri ayrık ve F =

⊔
Fi ise v̂n(F ) =

∑
i v̂n(Fi)

olur. ■

Not. Benzer biçimde vnr := vn|Qn
r , vnl := vn|Qn

l olarak açıklanan dönü-
şümler sırasıyla Qn

r ve Qn
l ’de birer hacimdirler ve bunlar benzer biçimde Fn

r

ve Fn
l halkalarında bir v̂nr ve v̂nl hacimlerine genişletilirler. Kimi yazarlar

bunlardan herhangi biri ile çalışır. ▲

Uzlaşma: Bundan sonra yalınlık açısından v̂n hacmini de yalın olarak vn
ile göstereceğiz. vn’e Rn’nin temel hacmi diyelim.

vn : Fn → [0,+∞) hacmi monotondur, dd

A,B ∈ Fn ve A ⊂ B ise vn(A) ≤ vn(B).

Bu doğrudan B = A ⊔ (B\A) ve vn(B) = vn(A) + vn(B\A) eşitliklerinden
çıkar.

Şimdi A,B ∈ Fn ise A ∪B = (A\(A ∩B)) ⊔B olduğundan

vn(A ∪B) = vn ((A\(A ∩B))) + vn(B) ≤ vn(A) + vn(B)

elde edilir. Buradansa tümevarımla

A1, . . . , An ∈ Fn =⇒ vn

(
n⋃

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

vn(Ai) (alttoplamsallık) (2.6)
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A,B ∈ Fn ise A∪B = (A\B)⊔ (A∩B)⊔ (B\A), A = (A\B)⊔ (A∩B)
ve B = (A ∩ B) ⊔ (B\A) olduğundan vn(A) = vn(A\B) + vn(A ∩ B) ve
vn(B) = vn(A ∩B) + vn(B\A).

vn(A ∪B) = vn(A\B) + vn(A ∩B) + vn(B\A) =⇒
vn(A ∪B) + vn(A ∩B) = vn(A\B) + vn(A ∩B) + vn(A ∩B) + vn(B\A)
vn(A ∪B) + vn(A ∩B) = vn(A) + vn(B) (2.7)

Buradan

vn(A∩B) < +∞ olduğundan vn(A∪B) = vn(A)+vn(B)−vn(A∩B). (2.8)

Not 2.1.10 Bize herhangi bir F ∈ Fn figürü verilsin. F figürü ayrık Q1, . . . , Qk kutula-
rının birleşimi olarak yazılabilir. Fo :=

⋃k
i=1 Q̊i ve Fc =

⋃k
i=1 Qi olsun. Bu durumda Fo

bir açık figür, Fc ise bir kapalı figürdür ve

Fo ⊂ F ⊂ Fc ve vn(Fo) = vn(F ) = vn(Fc). (2.9)

▲

2.2 Jordan Hacmi

Rn’deki vn : Fn → [0,+∞) hacmini, Fn ⊂ J n ⊂ Ps(Rn) koşulunu sağlayan
bir J n halkasında, bir jn : J n → [0,+∞) hacmine genişleteceğiz. A ⊂ Rn

bir sınırlı küme olsun. Eğer A’nın bir jn(A) hacmi olacaksa ve jn hacmi
vn hacmini genişletecekse, F1, F2 ∈ Fn ve F1 ⊂ A ⊂ F2 ise vn(F1) =
jn(F1) ≤ jn(A) ≤ jn(F2) = vn(F2) olmak zorundadır. jn(A)’nın tanımı için
tek seçenek kalıyor.

Tanım 2.2.1 Bir sınırlı A ⊂ Rn altkümesi verilsin. A’nın j̄n(A) dış Jor-
dan hacmi ve j

n
(A) iç Jordan hacmi şöyle tanımlanırlar: j

n
(∅) := 0

ve

j̄n(A) := inf{vn(F ) |A ⊂ F ∈ Fn} (2.10)
j
n
(A) := sup{vn(F ) |F ∈ Fn veF ⊂ A}, A ̸= ∅. (2.11)

j̄n(A) = j
n
(A) durumunda A kümesine Jordan ölçülebilir3, ve jn(A) :=

j̄n(A) = j
n
(A) ortak değerine ise A kümesinin Jordan hacmi denir. Rn’deki

Jordan ölçülebilir kümelerin kümesini J n ile göstereceğiz.
Her şeyden önce her F ∈ Fn Jordan ölçülebilir ve jn(F ) = vn(F ). Tanım

gereği j
n
, jn : Ps(Rn)→ [0,+∞) dönüşümleri monotondur.

3Jordan ölçülebilir yerine kutulanabilir de denmektedir.
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Önerme 2.2.2 A,B ⊂ Rn sınırlı olmak üzere
(i)

j
n
(Å) = j

n
(A) ve jn(A) = jn(A). (2.12)

(ii)
j̄n(A ∪B) + j̄n(A ∩B) ≤ j̄n(A) + j̄n(B) (2.13)

(iii)
j
n
(A ∪B) + j

n
(A ∩B) ≥ j

n
(A) + j

n
(B) (2.14)

Kanıt. (i) (2.9)’dan dolayı (2.10)’da F ’leri kapalı ve (2.11)’de F ’leri açık
veya F ⊂ Å seçebiliriz ve bu savı verir. Veya şöyle de görebiliriz. j

n
’nin

monotonluğundan j
n
(Å) ≤ j

n
(A) aşikardır. Diğer yandan F ⊂ A koşulunu

sağlayan her F figürü için F̊ ⊂ Å, dolayısıyla vn(F ) = j
n
(F̊ ) = j

n
(Å).

Buradan, F ⊂ A keyfi olduğundan, j
n
(A) ≤ j

n
(Å) elde edilir. Bu eşitsizliğin

ters yönü az önce gösterildi; sonuçta j
n
(Å) = j

n
(A). Savın diğer yarısı benzer

biçimde kanıtlanır.
(ii) F, F ′ ∈ Fn ve A ⊂ F,B ⊂ F ′ ise A∪B ⊂ F ∪F ′ ve A∩B ⊂ F ∩F ′

olur. Dolayısıyla (2.7) ile

j̄n(A∪B)+ j̄n(A∩B) ≤ vn(F ∪F ′)+ vn(F ∩F ′) = vn(A)+ vn(B). (2.15)

vn(F ) ve vn(F ′) sayıları j̄n(A) ve j̄n(B)’ye istenildiği kadar yakın seçilebi-
lirler; sav buradan çıkar. (iii) ise (ii)’ye benzer kanıtlanır. ■

(2.15)’ten
j̄n(B) = 0 =⇒ j̄n(A ∪B) = j̄n(A)

elde edilir. Tümevarımla (2.13) ve (2.14) bağıntıları sonlu sayıda A1, . . . , Ak

sınırlı kümelerine aktarılırlar. Q herhangi bir bozuk olmayan kapalı kutu
ve α := vn(Q) olsun. A := Q ∩ Qn ve B := Q\A olsun. Ā = B̄ = Q ve
Å = B̊ = ∅ olduğundan Önerme 2.2.2 ile 1 = j̄n(Q) = j̄n(A) = j̄n(B)
ve 0 = j

n
(∅) = j

n
(A) = j

n
(B) olur. Sonuçta Q = A ⊔ B olmasına karşın

j̄n(Q) = 1 ̸= 2 = j̄n(A) + j̄n(B) ve j
n
(Q) = 1 ̸= 0 + 0 = j

n
(A) + j

n
(B).

Özetle ne j̄n ne de j
n

toplamsal değillerdir! Herhangi sınırlı A,B kümelerine,
bir F0 figürü, A ⊂ F0 ve B ile F0 girişimsiz olacak biçimde bulunabiliyorsa,
F0 figürü ile birbirinden ayrılmışlardır diyelim.

Önerme 2.2.3 A1, A2 ⊂ Rn sınırlı kümeleri bir figürle birbirlerinden ay-
rılmışlarsa

j̄n(A1 ∪A2) = j̄n(A1) + j̄n(A2) ve j
n
(A1 ∪A2) = j

n
(A1) + j

n
(A2).
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Kanıt. F0 ⊃ A1 figürü A1 ve A2’yi birbirinden ayırsın. F ⊃ A1 ∪A2 figürü
keyfi verilsin. F1 := F ∩ F0 ⊃ A1 ve F2 := F\F1 ⊃ A2. Dolayısıyla vn(F ) =
vn(F1) + vn(F2). Buradan, F ⊃ A1 ∪A2 keyfi olduğundan

j̄n(A1 ∪A2) ≥ j̄n(A1) + j̄n(A2)

elde edilir. Bu eşitsizliğin ≤ yönü (2.13)’ten çıkar. Savın ilk yarısı kanıtlan-
mıştır, diğer yarısı benzer biçimde kanıtlanır. ■

Not. Ne j̄n ne de j
n

toplamsal değildir; gerçekten de Q herhangi bir bo-
zulmamış kutu ve A1 := Q ∩ Qn ve A2 := Q\A1 olsun. A1 veya A2’yi
içeren her figür Q kutusunu da içereceğinden j̄n(A1) = j̄n(A2) = vn(Q)
olur. Q = A1 ⊔A2 ancak j̄n(A1)+ j̄n(A2) = 2vn(Q) ̸= vn(Q) = j̄n(A1 ⊔A2)!
Diğer yandan her Fi ⊂ Ai figürü sonlu noktadan oluşacağından vn(Fi) = 0,
dolayısıyla j

n
(A1) = j

n
(A2) = 0 ve sonuçta j

n
(A1)+ jn(A2) = 0 ̸= vn(Q) =

vn(A1 ⊔A2). Burada A1, A2 kümeleri hiç bir figürle ayrılamazlar! ▲

Teorem 2.2.4 Q ∈ Qn herhangi bir kutu ve A ⊂ Q ise

j
n
(A) = vn(Q)− j̄n(Q\A). (2.16)

Kanıt. F ⊂ A figürü keyfi verilsin. Bu durumda Q\F de bir figürdür ve F
ve Q\F girişimsizdir; dolayısıyla bunları F ayırır. Bu nedenle Önerme 2.2.3
ile

vn(Q)− vn(F ) = vn(Q\F ) = j̄n(Q\F ) ≥ j̄n(Q\A)
=⇒ vn(F ) ≤ vn(Q)− j̄n(Q\A).

Dolayısıyla

j
n
(A) = sup

F⊂A,F∈Fn
vn(F ) ≤ vn(Q)− j̄n(Q\A). (2.17)

Bu kez F ′ figürü A ⊂ F ′ ⊂ Q olacak biçimde keyfi verilsin. Yine Önerme
2.2.3 ile

j
n
(A) ≥ vn(Q)− j̄n(Q\A) (2.18)

elde edilir. (2.17) ve (2.18) birlikte savı verir. ■

Lemma 2.2.5 A ⊂ Rn sınırlı olsun. A’nın Jordan ölçülebilir olması için
gerek ve yeter koşulun her ε > 0 için Aε, A

ε ∈ Fn figürlerinin

Aε ⊂ A ⊂ Aε ve vn(A
ε\Aε) < ε

olacak biçimde bulunmasıdır.
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Kanıt. vn monoton olduğundan her F1, F2 ∈ Fn için F1 ⊂ A ⊂ F2 ise
vn(F1) ≤ vn(F2) olur. Bu eşitsizlikte önce F1 üzerinden supremum, ardından
F2 üzerinden infimum alırsak

F1 ⊂ A ⊂ F2 =⇒ vn(F1) ≤ j
n
(A) ≤ j̄n(A) ≤ vn(F2) (2.19)

olur.
(1) Şimdi j

n
(A) = j̄n(A) = jn(A) olsun ve ε > 0 keyfi verilsin. Aε, A

ε

figürlerini Aε ⊂ A ⊂ Aε, jn(A) − ε
2 < vn(Aε) ve vn(Aε) < jn(A) +

ε
2 ola-

cak biçimde seçebiliriz. Hacimlerimiz sonlu ve hacim toplamsal olduğundan
vn(A

ε) = vn(Aε) + vn(A
ε\Aε) eşitliğinden

vn(A
ε\Aε) = vn(A

ε)− vn(Aε) < jn(A) +
ε

2
−
(
jn(A)−

ε

2

)
= ε.

(2) Koşul sağlansın. Her ε > 0 için, (2.19) ile

j̄n(A)− j
n
(A) ≤ vn(A

ε)− vn(Aε) = vn(A
ε\Aε) < ε

olduğundan j̄n(A) = j
n
(A) olur. ■

Teorem 2.2.6 (Jordan hacmi) J n, Rn’de Fn’i içeren bir halkadır. jn :
J n → [0,+∞) bir hacimdir ve jn|Fn = vn.

Kanıt. (1) Önce J n’nin bir halka olduğunu görelim. ∅ ∈ J n ve jn(∅) = 0
olduğu aşikar. Geriye A,B ∈ J n ise A\B,A ∪ B ∈ J n olduğunu görmek
kalıyor. Önsav 2.2.5 ile Aε, A

ε, Bε, B
ε figürlerini Aε ⊂ A ⊂ Aε, Bε ⊂ B ⊂ Bε

ve
vn(A

ε\Aε) <
ε

2
ve vn(B

ε\Bε) <
ε

2
(2.20)

olacak biçimde seçelim. Aşağıdaki bağıntılar geçerlidir:

Aε\Bε ⊂ A\B ⊂ Aε\Bε ve Aε ∪Bε ⊂ A ∪B ⊂ Aε ∪Bε. (2.21)

Farklı durum irdelemeleriyle aşağıdaki bağıntılar görülür:

(Aε\Bε) \ (Aε\Bε) ⊂ (Aε\Aε) ∪ (Bε\Bε) (2.22)
(Aε ∪Bε) \ (Aε ∪Bε) ⊂ (Aε\Aε) ∪ (Bε\Bε) . (2.23)

(2.22) ve (2.6) alttoplamsallığı ve (2.20) ile

vn [(A
ε\Bε) \ (Aε\Bε)] ≤ vn (A

ε\Aε) + vn (B
ε\Bε) < ε

olur. Bu, (2.21) ve Önsav 2.1.7 ile birlikte A\B ∈ J n olduğunu söyler.
Benzer biçimde (2.23)’ten yola çıkarak A ∪B ∈ J n olduğu görülür.
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Şimdi A,B ∈ J n ve A ∩ B = ∅ olsun. Aε ⊂ A ⊂ Aε, Bε ⊂ B ⊂ Bε

koşulunu sağlayan figürlerimiz için Aε, Bε ayrık ve Aε∪Bε ∈ J n olduğundan

vn(Aε) + vn(Bε) = vn(Aε ⊔Bε) ≤ j
n
(Aε ⊔Bε) = j̄n(Aε ⊔Bε)

≤ vn(A
ε ∪Bε) ≤ vn(A

ε) + vn(B
ε).

Burada Aε ve Bε üzerinden supremum, Aε, Bε üzerinden infimum alırsak

jn(A ⊔B) = jn(A) + jn(B)

ve bu jn’nin toplamsallığını verir. Son olarak (2.19)’da Aε = Aε =: F = E
alırsak her F ∈ Fn için vn(F ) = j

n
(F ) = jn(F ), dolayısıyla F ∈ J n ve

jn(F ) = vn(F ) olur. ■

Böylece Öklid geometrisinde figürler için açıklanan vn hacmini J n’de
açıklanan Jordan hacmine genişlettik.

ε > 0 ve a ∈ Rn olmak üzere Rn’deki

K ⟨a; ε⟩ := ⟨a1, a1 + ε⟩ × · · · × ⟨an, an + ε⟩
kutusuna a köşeli ε-küpü diyelim. Bu küpün çapı d(K ⟨a; ε⟩) = ε

√
n’dir.

Tanım 2.2.7 k ∈ N ve A ⊂ Rn olmak üzere

⟨Kk⟩ := {K
〈
2−ka; 2−k

〉
|a ∈ Zn}

A[k] :=
⋃

{Q|Q ∈ [Kk] ve Q ⊂ A} ve

A[k] :=
⋃

{Q |Q ∈ [Kk] ve Q ∩A ̸= ∅}.

A[k] ve A[k]’ye A’nın kapalı küpselyaklaşımları diyelim.

Sayılabilir çoklukta kompakt ve girişimsiz kutuların birleşimi olarak A[k]

ve A[k] kapalı kümelerdir. Eğer A sınırlı ise A[k], A
[k] ∈ Fn olduğu apaçıktır;

bu durumda A[k], A
[k] kümeleri kompakt figürlerdir.

Her k ∈ N için [Kk) sağdan yarıaçık ve (Kk] soldan yarıaçık küp aileleri
Rn’nin sayılabilir parçalanışları iken [Kk] ise Rn’nin bir sayılabilir girişimsiz
parçalanışıdır. Bu tanımları şöyle de dillendirebiliriz. Her k ∈ Z için xi =
k, 1 ≤ i ≤ n hiperdüzlemleri ile köşeleri Zn’de olup kenar uzunlukları 2−0 =
1 olan [K0), (K0] ve [K0] ailelerine ulaşırız. Bu küplerin kenarlarının orta
noktalarından geçen hiperdüzlemleri çizersek, bu kez köşeleri 2−1Zn’de ve
kenar uzunlukları 2−1 olan [K1), (K1] ve [K1] ailelerine ulaşırız. Böyle devam
ederek her bir [Kk), (Kk] ve [Kk] ailelerine ulaşırız.

Tanım gereği her k ∈ N için

A[k] ⊂ A[k+1] ⊂ A ⊂ A[k+1] ⊂ A[k] (2.24)

ve A Jordan ölçülebilirse vn(A[k]) ≤ jn(A) ≤ vn(A
[k]) olduğu apaçıktır.
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Lemma 2.2.8 Her A ⊂ Rn ve her k ∈ N için:
(i)

{
x ∈ Rn|d(x,Ac) > 2−k√n

}
⊂ A[k] ⊂ A[k] ⊂

{
x ∈ Rn|d(x,A) ≤ 2−k√n

}
.

(ii) Å ⊂ ⋃k≥1A[k] ⊂ A ve Ā ⊃ ⋂k≥1A
[k] ⊃ A.

Kanıt. (i) (a): x ∈ Rn ve k ∈ N keyfi verilsinler. Bu durumda bir Q ∈
[
K[k]

]
ile x ∈ Q olur. d(Q) = 2−k√n olduğundan aşağıdaki çıkarımlar geçerlidir:

d(x,Ac) > 2−k√n =⇒ Q ⊂ A =⇒ x ∈ A[k].

(i) (b): Şimdi x ∈ A[k] olsun. Bu durumda bir Q ∈
[
K[k]

]
ile x ∈ Q ve

Q ∩A ̸= ∅ olur. Dolayısıyla

x ∈ A[k] =⇒ d(x,A) ≤ 2−k√n.

Böylece (i) kanıtlanmıştır ve (ii) doğrudan (i)’den çıkar. ■

Lemma 2.2.9 M,K ⊂ Rn, K ⊂ Rn dışbükey ve K ∩M ̸= ∅ olsun. Bu
durumda ya K ⊂ M̊ ya da K ∩ ∂M ̸= ∅.

Kanıt. Koşullarımız sağlansın ve K ̸⊂ M̊ olsun. Bu durumda a, b ∈ K nok-
taları a ∈ M̊ ve b /∈ M̊ olacak biçimde bulunabilir. K dışbükey olduğundan
[a, b] ⊂ K. Diğer yandan [a, b] ∩ ∂M ̸= ∅4. Bu, savı verir. ■

Bir A ⊂ Rn ve ε > 0 için

Uε (A) := {x ∈ Rn | d (x,A) < ε} olsun.

Önerme 2.2.10 A ⊂ Rn sınırlı olmak üzere aşağıdakiler geçerlidir:

(i) j
n
(A) = limk→+∞ vn(A[k]) ve jn(A) = limk→+∞ vn(A

[k]).

(ii) limε→0 jn (Uε(A)) = jn(A).
(iii) j

n
(A) + jn(∂A) = jn(A).

(iv) A,B ⊂ Rn sınırlı olmak üzere j̄n(A ∪B)≤j̄n(A) + j̄n(B).

Kanıt. (i) Savı iç hacim için kanıtlayacağız. (2.24)’ten
(
vn(A[k])

)
’nin mo-

noton artan ve lim vn(A[k]) ≤ j
n
(A) olduğu açıktır. ε > 0 keyfi verilsin.

Girişimsiz kapalı kutuların birleşimi olan bir F ∈ Fn figürünü j
n
(A) −

vn(F ) < ε/2 olacak biçimde seçelim. K :=
⋃+∞

m=0 2
−mZn köşeler kümesi

Rn’de yoğundur. Bu nedenle F ’de geçen kutuları, köşelerini kendilerine ye-
terince yakın K’deki köşelerle değiştirip az biraz küçülterek, bir F ′ figürünü
j
n
(A) − vn(F

′) < ε olacak biçimde elde edebiliriz. F ′’nin 2−mp (p ∈ Zn)
köşelerinde geçen en büyük m sayısı m0 ise F ′ ⊂ A[m0] olur. Dolayısıyla

4U ⊂ Rn açık, a ∈ U ve b /∈ U ise [a, b]∩∂U ̸= ∅.
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j
n
(A) − vn(A[m0]) < ε. Bu ve ilk eşitsizlikten j

n
(A) = limm→+∞ vn(A[k])

olur. Sav, dış hacim için benzer biçimde kanıtlanır.
(ii) Uε (Q ⟨a, b⟩) ⊂ [a1−ε, b1+ε]×· · ·×[an−ε, bn+ε] olduğundan savımız

kutularımız, dolayısıyla figürlerimiz için doğrudur. jn(A) < α ise bir F figürü
A ⊂ F ve vn(F ) < α olacak biçimde vardır. Yeterince küçük ε > 0’lar için
jn(Uε(F )) < α, dolayısıyla Uε(A) ⊂ Uε(F ) olduğundan jn(Uε(A)) < α olur.
Bu savı verir.

(iii) Önsav 2.2.9’dan dolayı A[k]⊔(∂A)[k] = A[k]. Sav (i) ile bundan çıkar.
(iv) (A ∪ B)[k]= A[k] ∪ B[k] olduğundan vn

(
(A ∪B)[k]

)
≤ vn

(
A[k]

)
+

vn
(
B[k]

)
; buradan k → +∞ ile sav çıkar. ■

Tanım 2.2.11 Bir S ⊂ Rn sınırlı kümesine S ∈ J n ve jn(S) = 0 ise sıfır
hacimlidir diyelim.

Not 2.2.12 Daima 0 ≤ j
n
(S) ≤ j̄n(S) olduğundan S’nin sıfır hacimli olması j̄n(S) = 0

olmasına denktir. Bu ise her ε > 0 için bir Fε figürünün S ⊂ Fε ve vn(Fε) < ε olacak
biçimde bulunabilmesine denktir. Diğer yandan sıfır hacimli kümelerin altkümeleri de
sıfır hacimlidir. Eğer A sınırlı kümesi bir hiperdüzleme düşmüşse bir bozuk n-kutusunun
altkümesi olarak sıfır hacimlidir. Sonlu sayıda sıfır hacimli kümenin birleşiminin de sıfır
hacimli olduğu apaçıktır. Gerçekten de, S1, . . . , Sm ⊂ Rn sıfır hacimli kümeler ve S :=⋃m

i=1 Si olsun. ε > 0 keyfi verilsin. Fi ∈ Fn figürlerini Si ⊂ Fi ve vn(Fi) < ε/m olacak
biçimde seçelim. Bu durumda F :=

⋃
Fi ∈ Fn, S ⊂ F ve vn(F ) ≤

∑m
i=1 vn(Fi) <

m ε
m

= ε. Dolayısıyla S sıfır hacimlidir. Her a ∈ Rn için {a} bozuk kutusu sıfır hacimlidir.
Dolayısıyla her sonlu A ⊂ Rn kümesi sıfır hacimlidir. (ak) ⊂ Rn dizisi yakınsak ve lim ak =
a ise {ak|k ∈ N}∪{a} kümesinin sıfır hacimli olduğunu görmeyi okura bırakıyoruz. Ancak
burada Örnek 2.2.15(1)’e bakmanızı öneririz. ▲

Sonuç 2.2.13 (Jordan ölçülebilirlik ölçütü) Sınırlı bir A ⊂ Rn küme-
sinin Jordan ölçülebilir olması için gerek ve yeter koşul ∂A’nın sıfır hacimli
olmasıdır.

Kanıt. Doğrudan 2.2.10 (iii)’ten çıkar. ■

Sonuç 2.2.14 A ∈ J n olsun.

(i) Å ⊂ B ⊂ A ise Å, B,A ∈ J n ve jn(Å) = jn(B) = jn(A).
(ii) A,B ∈ J n =⇒ A ∪B,A ∩B,A\B ∈ Jn.
(iii) A ∈ J n, f : A → R sınırlı ve düzgün sürekli bir fonksiyon ise Gf :={

(x, f(x) ∈ Rn+1|x ∈ A
}

grafı Rn+1’de bir sıfır kümesidir. Özellikle A
kompakt ve f sürekli ise Gf sıfır kümesidir.5

5Riemann integrallerine geçtiğimizde bu, tam da, Jordan ölçülebilir kompakt küme-
lerde sürekli fonksiyonların integrallenebilir olması anlamına gelir.
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Kanıt. (i) ∂A = ∂B = ∂A sıfır kümesi olduğundan Å, B,A ∈ J n.
(ii) A∪B,A∩B,A\B kümelerinin herhangi birini C ile gösterirsek ∂C ⊂

∂A∪∂B. Sonuç 2.2.13 ile sav buradan çıkar. Bu, J n’nin halka olduğunu bir
kez daha kanıtlar.

(iii) BirQ ∈ Qn kutusunu A ⊂ Q olacak biçimde seçelim.Q’nun herhangi
bir Q1, . . . , Qm kutularına parçalanışı için mi := inf f(A ∩ Qi) ve Mi :=
sup f(A ∩ Qi) olsun. Bu durumda Gf ⊂ ⊔m

i=1Qi × [mi,Mi]. Şimdi ε > 0
keyfi verilsin. f düzgün sürekli olduğundan bu parçalanışı Mi − mi < ε
olacak biçimde seçebiliriz. Bu durumda

jn+1(Gf ) ≤
m∑
i=1

jn+1(Qi × [mi,Mi]) <
m∑
i=1

jn(Q)ε = jn(Q)ε

olur. ε↘ 0 için limite geçersek jn+1(Gf ) = 0 olur. ■

Örnek 2.2.15. (1) Jordan ölçülemez kümeler var mı? Q kutusu bozuk olmasın ve
A := Q ∩Qn olsun. Å = ∅ ve ∂A = A = Q olduğundan j

n
(A) = 0 < vn(Q) = jn(A). Do-

layısıyla A Jordan ölçülemez. Diğer yandan her a ∈ Rn için Q[a, a] = {a} olduğundan {a}
Jordan ölçülebilir. A kümesi sayılabilir çoklukta Jordan ölçülebilir kümenin birleşimidir.
Bu örnekten şunu öğrendik: Sayılabilir çoklukta Jordan ölçülebilir kümenin birleşiminin
Jordan ölçülebilir olması gerekmez.

(2) B
1
r = [−r, r] ve Br = (−r, r) Jordan ölçülebilir. n ≥ 2 için 0-merkezli r yarı-

çaplı Bn
r açık topunun Jordan ölçülebilir olduğu kanıtlanmış olsun. x ∈ Bn

r için f(x) :=√
r2 − x2

1 + · · ·+ x2
n ve g = −f olsun. f ve g düzgün sürekli olduklarından Gf ve Gg sıfır

hacimlidirler. Rn+1’de Bn+1
r topu için ∂Br ⊂ Gf ∪Gg sıfır hacimlidir. Dolayısıyla Bn+1

r

ve Bn+1
r Jordan ölçülebilir.
(3) Açık kümeler analizde çok önemlidir. Ne var ki Jordan ölçülemeyen açık kümeler

vardır ve bu, Jordan ölçüsünün zayıf yanlarından biridir. Sayılabilir Q ∩ (0, 1) kümesini
q1, q2, . . . olarak sıralayalım.

0 < ε <
1

2
, Ik := (qk − 2−kε, qk + 2−kε) ∩ (0, 1) ve U :=

+∞⋃
k=1

Ik

olsun. U açık ve U ⊂ (0, 1). Biz U /∈ J 1 olduğunu savunuyoruz. U[m] ∈ F1 figürü kompakt
olduğundan sonlu sayıda I1, . . . , Im ile örtülür ve

vn(U[m]) ≤
m∑
i=1

vn(Ii) ≤
+∞∑
i=1

21−iε = 2ε < 1. (2.25)

Önerme 2.2.10(1)’den j
n
(U) = lim vn(U[m]) ≤ 2ε < 1 elde edilir. Diğer yandan, her F ⊃ U

figürü için F ⊃ U = [0, 1] olduğundan, vn(F ) = vn(F ) ≥ vn([0, 1]) = 1, böylece j̄1(U) ≥ 1
olur. Sonuçta U /∈ J 1. Diğer yandan R’nin her U açık kümesi sayılabilir çoklukta Iλ,λ ∈ Λ
açık aralığının ayrık birleşimidir. Dolayısıyla U ’nun v1(U) uzunluğunu

∑
λ∈Λ v1(Iλ) olarak

açıklamaktan daha doğal bir şey olamaz! Sanırım buna ilk dikkat çeken Fréchet olmuştur.
Ancak bu kez ölçülerin sayılabilir toplamsallığına ve +∞ olmasına izin vermek zorundayız.
Bunu Kısım 3.2’de ele alacağız.
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I = (0, 1)’de yoğun olan A = {qk|k ∈ N∗} kümesinin her bir qk noktası için bir Ik ⊂ I
açık aralığı seçtik. Ik’ların ayrık olması gerekmez. Bu durumda sağduyu ve geometrik
sezgiler bize Ik aralıklarının uzunluklarının toplamının kesinlikle ≥ 1 olması gerektiğini
söyler. (2.25) ise bize bu toplamın istenildiği kadar küçük seçilebileceğini kanıtlar. Ders:
Sezgi, sağduyu ve geometrik şekiller yol gösterici olabilirler, ancak asla kanıt olarak kul-
lanılamazlar!

Sonuç 2.2.16 (Yaklaşım) A ⊂ Rnsınırlı olsun.
(i) Eğer Jordan ölçülebilir kümelerden oluşan bir (Bk) dizisi, Bk ⊂ A ve

limk→+∞ jn(A\Bk) = 0 olacak biçimde bulunabiliyorsa A da Jordan
ölçülebilir ve jn(A) = lim jn(Bk).

(ii) Eğer Jordan ölçülebilir kümelerden oluşan (Bk), (Ck) dizileri Bk ⊂
A ⊂ Ck ve lim jn(Ck\Bk) = 0 olacak biçimde bulunabiliyorsa A Jordan
ölçülebilir ve jn(A) = lim jn(Bk).

Kanıt. (i) Herşeyden önce M,N sınırlı kümeleri için jn(M ∪N) ≤ jn(M)+
jn(N) olduğu apaçıktır. Dolayısıyla

jn(Bk) ≤ j
n
(A) ≤ jn(A) ≤ jn(A\Bk) + jn(Bk) = jn(A\Bk) + jn(Bk).

Koşulumuzdan j
n
(A) = jn(A) olur ve işimiz biter.

(ii) jn(A\Bk) ≤ jn(Ck\Bk) = jn(Ck\Bk) olduğundan, sav (i)’den çıkar.
■

Teorem 2.2.17 (Çarpım Kuralı) p, q, n ∈ N∗, n = p + q olmak üzere
A ∈ J p, B ∈ J q ise A×B ∈ J n ve jn(A×B) = jp(A) · jq(B).

Kanıt. Her şeyden önce P ∈ Qp ve Q ∈ Qp kutularsa P × Q ∈ Qn de bir
kutudur ve vn(P × Q) = vp(P )vq(Q). Şimdi F ∈ Fp ve G ∈ Fq figürleri
verilsin. F figürü ayrık P1, . . . , Pm ∈ Qp ve G figürü ayrık Q1, . . . , Qk ∈ Qq

kutularının birleşimi olarak yazılabilir. F ×G de ayrık Pi×Qj kutularından
oluşan bir figürdür ve

vn(F ×G) =
∑
i,j

vn(Pi ×Qj) =
∑
i,j

vp(Pi)vq(Qj) = vp(F )vq(G).

Buradan A[k] ×B[k] ⊂ A×B ⊂ A[k] ×B[k] olduğundan

vp(A[k])vq(B[k]) = vn(A[k] ×B[k])

≤ j
n
(A×B) ≤ jn(A×B)

≤ vn(A
[k] ×B[k]) = vp(A

[k])vq(B
[k])
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olur. Önerme 2.2.10 (i)’den, k → +∞ için ilk ve son terim jp(A)jq(B)’ye
yakınsar ve bu, savı verir. ■

A ⊂ Rn ve [m,M ] bir kapalı aralık olmak üzere S := A× [m,M ] kümesine
Rn+1’de A tabanlı bir silindir diyelim. Eğer A Jordan ölçülebilirse S de
Jordan ölçülebilir ve jn+1(S) = jn(A)(M−m). Dolayısıyla Jordan ölçülebilir
S silindirinin Jordan hacmi, tabanın hacmi çarpı yüksekliktir.

Not 2.2.18 I ⊂ Rn Jordan ölçülebilir olsun. Hangi f : I → Rn fonksiyonları Jordan
ölçülebilir kümeleri Jordan ölçülebilir kümelere resmeder? n = 2 , I = [0, 1] ve Q = I × I
olmak üzere p : I → Q Peano dönüşümü olsun. Bizi p’nin şu özellikleri ilgilendirir: p
sürekli ve p(I) = Q. Şimdi I × {0} ⊂ Q, R2’de sıfır hacimlidir. f(x, 0) := p(x) dersek
f : I → Q süreklidir. Her B ⊂ Q için A = f−1(B) ise A bir sıfır hacimli kümenin alt
kümesi olarak sıfır hacimlidir. Öyleyse her B ⊂ Q kümesi sürekli f dönüşümü altında
bir sıfır hacimli kümenin resmidir. Sonuçta bir dönüşümün, ölçülebilir kümeleri ölçülebilir
kümelere resmedebilmesi için süreklilikten daha güçlü özelliklerinin olması gerekir. ▲

Lemma 2.2.19 A ⊂ Rn sınırlı ve f : A → Rn ise L sabitli bir Lipschitz
fonksiyonu ise

jn(f(A)) ≤ αjn(A), α :=
(
L
√
n
)n
.

Özellikle, A sıfır hacimli ise f(A) de sıfır hacimlidir.

Kanıt. Orta noktası a ∈ A ve kenar uzunluğu 2λ olan bir K kübü için

∀x ∈ A ∩K
(
|f(x)− f(a)| ≤ Lλ

√
n
)

olur. Dolayısıyla f(A ∩ K) kümesi, orta noktası f(a), kenarları eksenlere
paralel, kenar uzunluğu L2λ

√
n ve hacmi (L

√
n)

n
vn(K) = αvn(K) olan bir

K∗ kübüne düşer. A ⊂ A[k] =
⋃m

i=1Ki ise f(A) ⊂ ⋃m
i=1K

∗
i ve α = (L

√
n)

n

olmak üzere

jn(f(A)) ≤ vn

(
m⋃
i=1

K∗
i

)
≤

m∑
i=1

vn(K
∗
i ) = α

m∑
i=1

vn(Ki) = αvn(A
[k])

olur. Sav buradan k → +∞ ile elde edilir (bkz. Önerme 2.2.10 (i)). ■

Teorem 2.2.20 A ⊂ Rn Jordan ölçülebilir bir açık küme olsun. f : A→ Rn

Lipschitz sürekli, f |A ∈ C1 ve her x ∈ A için det f ′(x) ̸= 0 olsun. Bu
koşullarda f(A) kümesi açık, Jordan ölçülebilir ve

f(A) = f(A) ve ∂f(A) ⊂ f(∂A).

f birebirse ∂f(A) = f(∂A). Ayrıca her Jordan ölçülebilir C ⊂ A için f(C)
de Jordan ölçülebilir.
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Kanıt. (i) B := f(A) olsun. Açık Dönüşüm Teoremi’nden6 dolayı B açıktır.
A kompakt olduğundan f(A) kompakt, dolayısıyla kapalıdır. Böylece B ⊂
f(A), dolayısıyla

∂B = B\B ⊂ f(A)\f(A) ⊂ f(∂A). (2.26)

A Jordan ölçülebilir olduğundan ∂A sıfır hacimlidir; bu ve Önsav 2.2.19’dan
∂B sıfır hacimlidir. Sonuçta B Jordan ölçülebilir.

(ii) Her a ∈ ∂A için lim ak = a olacak biçimde (ak) ⊂ A dizileri vardır.
bk = f(ak) ve b = f(a) dersek b = lim f(bk) ∈ B olur. Dolayısıyla f(A)⊂ B
olur. Yukarıda B ⊂ f(A) gösterilmişti. Sonuçta B = f(A) olur.

(iii) Şimdi f birebir olsun ve ak, bk ve b yukarıdaki gibi olsunlar. b ∈ ∂B
olduğunu savunuyoruz. b ∈ B varsayalım. O zaman bir a′ ∈ A ile f(a′) = b
olur. Bu durumda a′’nün bir açık U komşuluğu ile b’nin bir açık V komşuluğu
f(U) = V olacak biçimde vardır. lim ak = a ∈ ∂A olduğundan, gerekirse
U ’yu daraltarak, bir k0 ile her k ≥ k0 için ak /∈ U sağlanır. Dolayısıyla her
k ≥ k0 için bk /∈ V olur ve bu lim bk = b ile çelişir. Böylece (i) ile birlikte
f(∂A) = ∂f(A) olur.

(iv) C ⊂ A Jordan ölçülebilir olsun. C = C̊ ⊔ (C\C̊) ve C\C̊ ⊂ ∂C
olduğundan C\C̊ sıfır hacimlidir. Önsav 2.2.19’dan f(C\C̊) sıfır hacimli-
dir, öyleyse Jordan ölçülebilir. (i)’den f(C̊) da Jordan ölçülebilir. Sonuçta
f(C) = f(C̊) ∪ f(C\C̊) Jordan ölçülebilir. ■

Aşağıdaki önsavdan dolayı Teorem 2.2.20’nin koşulları gevşetilebilir.

Lemma 2.2.21 A ⊂ Rn sınırlı açık küme olsun. Her Lipschitz sürekli
f : A→ Rn fonksiyonu tek biçimde bir Lipschitz sürekli f : A→ Rn fonksi-
yonuna genişletilebilir.

Kanıt. a ∈ A olsun. a noktasına yakınsayan her (xm) ⊂ A dizisi için

∥f(xk)− f(xm)∥ ≤ L ∥xk − xm∥

olduğundan (f(xm)) bir Cauchy dizisidir ve bir b noktasına yakınsar. Öte
yandan (x′m) ⊂ A dizisi a noktasına yakınsayan bir başka dizi ise ∥f(xm)− f(x′m)∥ ≤
L ∥xm − x′m∥ olduğundan f(x′m) dizisi de b’ye yakınsar. Dolayısıyla f(a) := b
tanımı kusursuzdur ve a ∈ A için f(a) = f(a) olduğu apaçıktır.

Şimdi (xm), (x′m) ⊂ A dizileri sırasıyla a, a′ ∈ A noktalarına yakınsaksa∥∥f(a)− f(a′)
∥∥ = lim

m→+∞

∥∥f(xm)− f(x′m)
∥∥

≤ L lim
m→+∞

∥∥xm − x′m
∥∥ = L

∥∥xm − x′m
∥∥ .

6Açık Dönüşüm Teoremi: A ⊂ Rn açık, f : A → Rn, f ∈ C1(A,Rn) ve her x ∈ A için
det ∂f

∂x
̸= 0 ise f fonksiyonu açık kümeleri açık kümelere resmeder.
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Dolayısıyla f Lipschitz süreklidir. ■

Not 2.2.22 Antik çağda geometriciler, bir tablete bir üçgen çizdiğinde, tableti nereye
taşırlarsa taşısınlar ve tableti nasıl yerleştirirlerse yerleştirsinler, yeni konumdaki üçgenle
ilk konumdaki üçgenin alanının aynı olduğunu tartışmasız, apaçık doğrular olarak ka-
bullendiler. Onlar daha baştan kavramlarını izometrik oluşturdular. Onların döneminde
koordinat sistemleri yoktu; dolayısıyla kenar uzunlukları a, b olan bir dikdörtgenin alanı,
nerede ve nasıl bulunuyorsa bulunsun, daima ab’dir. Biz ise, örneğin düzlemde bir kartez-
yen koordinat sistemi seçip, kenarları eksenlere koşut olan dikdörtgenlerden yola çıktık.
Dolayısıyla, kenar uzunlukları a, b olup kenarları eksenlere koşut olmayan bir dikdörtgenin
alanının da ab olduğunu kanıtlamak durumundayız. ▲

Lemma 2.2.23 Her terslenebilir A ∈ GL(n,R) matrisi için ortogonal
O1, O2 matrisleri ve bir D = diag(λ1, . . . , λn) matrisi, λi > 0 ve A = O2DO1

olacak biçimde bulunabilir.7 O zaman |detA| = λ1 · · ·λn olur.

Kanıt. ATA matrisi simetriktir; ayrıca, her x ̸= 0 için xTATAx = ∥Ax∥2 >
0 olduğundan, pozitif tanımlıdır. Doğrusal cebirden Ana Eksen Dönüşümü
teoremi

OTATAO =: D1 = diag(µ1, . . . , µn), µ1 > 0, . . . , µn > 0

olacak biçimde bir ortogonal O matrisinin var olduğunu söyler. λi :=
√
µi

ve D := diag(λ1, . . . , λn) alırsak, D2 = D1 ve D−1 = diag(1/λ1, . . . , 1/λn)
olur. Böylece

I = D−1D1D
−1 = D−1OTATAOD−1.

O2 := AOD−1 için OT
2 = D−1OTAT , böylece OT

2 O2 = I, yani O2 ortogonal
ve A = O2DO

T olur ve işimiz biter. ■

Teorem 2.2.20 f(A)’nın Jordan ölçülebilir olduğunu söyler, ancak bu kü-
menin ölçüsü hakkında bir şey söylemez. Özellikle L : Rn → Rn izomorf
doğrusal dönüşümleri bu teoremin koşullarını sağlar ve onlar için fazlasını
söyleyebiliriz.

Teorem 2.2.24 L ∈ Mn×n(R), b ∈ Rn ve f(x) := Lx + b, ise her Jordan
ölçülebilir A ⊂ Rn için f(A) de Jordan ölçülebilir ve

jn(f(A)) = |detL| jn(A). (2.27)

Sonuç 2.2.25 İzometriler Jordan ölçülebilir kümeleri aynı hacimli Jordan
ölçülebilir kümelere resmeder.8

7GL (n,R)terimleri R’de olup detA ̸= 0 olan n× n matrislerinin kümesi gösterilir.
8Mn×n (R) terimleri R’de olan n× n matrislerinin kümesidir.
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Kanıt. f : Rn → Rn ve X ⊂ Rn için X∗ := f(X) olsun.
(1) f bir öteleme veya bir yansıma olsun. Her iki duruda da Q ∈ Qn

için vn(Q
∗) = vn(Q) olduğu apaçıktır. Dolayısıyla her F ∈ Fn figürü için

F ∗ ∈ Fn ve vn(F ∗) = vn(F ). Diğer yandan A ⊂ B ⊂ C ⇐⇒ A∗ ⊂ B∗ ⊂ C∗.
Dolayısıyla A Jordan ölçülebilirse

j
n
(A∗) = lim

k→+∞
vn(A

∗
[k]) = lim

k→+∞
vn(A[k])

= lim
k→+∞

vn(A
[k]) = lim

k→+∞
vn(A

∗[k]) = jn(A
∗).

Böylece A∗ da Jordan ölçülebilir ve vn(A∗) = vn(A).
(2) L = diag(λ1, . . . , λn) olsun. Her Q ∈ Qn için vn(Q∗) = |λ1 · · ·λn| =:

µ olduğu apaçıktır. Buradan her A ∈ J n için A∗ ve vn(A∗) = µvn(A) olduğu
(1)’deki gibi gösterilir.

(3) Şimdi L terslenebilir olsun. f dönüşümü Teorem 2.2.20’nin koşulla-
rını sağlar; dolayısıyla her Q kutusu için Q∗ Jordan ölçülebilir. K1 = Q[0; 1]
birim küp olmak üzere α := jn(K

∗
1 ) olsun. r > 0 olmak üzere kenar uzunluk-

ları r olan Kr := Q[0; r] = rK1 küpü için, (2)’den dolayı, jn(K∗
r ) = αjn(Kr).

(1)’den dolayı ise bu eşitlik her ötelenmiş a+rK1 küplerimiz için, dolayısıyla
küp birleşimleri olan figürlerimiz için de geçerlidir.

A ⊂ Rn sınırlı olmak üzere

αvn(A[k]) = vn(A
∗
[k]) ≤ vn(A

[k]∗) ≤ αvn(A
[k])

olur. Buradan k → +∞ ile

αj
n
(A) ≤ j

n
(A∗) ≤ jn(A

∗) ≤ αjn(A) (2.28)

elde edilir. Buradan, A Jordan ölçülebilirse A∗ da Jordan ölçülebilir ve
jn(A

∗) = αjn(A) olur. Geriye α = |detL| olduğunu görmek kalıyor. (2.28)’de-
ki α, L’ye bağlıdır ve titiz davranılırsa αL ile gösterilmelidir.

Ortogonal O1, O2 matrislerini ve D diyagonal matrisini L = O2DO1

olacak biçimde seçelim (bkz. Önsav 2.2.23). Şimdi B := B1(0) birim to-
pumuz olsun; B Jordan ölçülebilir (bkz. Örnek 2.2.15 (2)). αi := detOi

olsun. Oi(B) = B olduğundan (2.28)’den αi = 1 olur. Az yukarıda (2)’de
D’ye ilişkin α’nın |detD| olduğunu gördük. Son iki tümcedeki bilgilerden
L’ye ilişkin α da |detD| olur. Diğer yandan |detL| = |det(O2DO1)| =
|detO2 · detD · detO1| = |detD|.

(4) Şimdiye kadar kanıtlananlar sonucu da kanıtlar.
(5) L /∈ GL(n,R) ise A∗ bir H hiperdüzleminde sınırlı bir kümedir. Bir

g izometrisiyle H hiperdüzlemini Hn−1 := {x ∈ Rn|xn = 0} düzlemine
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resmedelim. g(A∗) sıfır hacimlidir, dolayısıyla A∗ sıfır hacimlidir ve işimiz
biter. ■

Teorem 2.2.24’ün sonuçlarından biri şudur: Jordan ölçülebilir kümeler ve
ölçüleri seçilen (0; e1, . . . en) koordinat sisteminden bağımsızdır. Rn’nin her-
hangi bir v1, . . . , vn ortonormal bazından ve herhangi bir 0′ orijininden yola
çıkıp, kenarları vi’lere koşut kutularla çalışsaydık, değişen bir şey olmazdı!

2.3 Riemann İntegrali

Uzlaşma: Bu kısımda Ω ⊂ Rn daima Jordan ölçülebilir bir küme ve aksi
söylenmedikçe f : Ω → R bir sınırlı fonksiyon olacaktır. Dolayısıyla hem Ω,
hem de f sınırlıdır. m,M ∈ R sayıları her x ∈ Ω için m ≤ f(x) ≤M olarak
seçilsinler. Bu veriler bu kısımda sabit tutulacaklardır.

Not. Genelde izlenen yol şudur: İlk yarıyılda Ω = [a, b] ∈ Q1 alınır ve sı-
nırlı f : Ω → R için Riemann integrali kavramı verilir. İkinci veya üçüncü
yarıyılda ise Ω = Q ∈ Qn

k bir kapalı kutu ve f : Ω → R sınırlı olarak alınır.
Her iki durumda da altintegral ve üstintegral tanımlanırken Ω’nın kapalı
kutulara sonlu girişimsiz parçalanışları kullanılır. A bir sınırlı küme ise bir
Q ∈ Qn kapalı kutusu A ⊂ Q olacak biçimde seçilir ve Q\A’da ≡ 0 ola-
rak açıklayarak f fonksiyonu Q’da bir fQ fonksiyonuna genişletilir. fQ’nun
Riemann integrallenebilir olması durumunda

´
Q fQ değeri Q kapalı kutusu-

nun seçiminden bağımsızdır. Bu durumda
´
A f :=

´
Q fQ olarak açıklanır.

Biz bu yolu izlemeyeceğiz. İster bir [a, b] kapalı aralığında, ister 2 ≤ n ∈ N
olmak üzere bir Q ∈ Qn

k kapalı kutusunda çalışalım, temel kavramlar, te-
mel teoremler ve kanıtları aynıdır. Dolayısıyla biz doğrudan Rn’de çalışmaya
başlayacağız. Fubini Teoremi üzerinden

´
Q f integralinin

´ b
a g tipinde integ-

rallerle hesaplanabileceğini öğrendikten sonra, bu tipe özgü teoremlere ve on-
ların hesaplama yöntemlerine odaklanacağız. Diğer yandan Rn’de çalışırken
Q kapalı kutularında çalışmak yerine doğrudan Jordan ölçülebilir Ω kümele-
rinde çalışacağız. Riemann ve Lebesgue integralleri arasındaki benzerlikleri
ve nerede birbirinden ayrıldıklarını olabildiğince vurgulamak istiyoruz. Le-
besgue integralinde parçalanışlarla çalışıldığından Riemann integralinde de
parçalanışlarla çalışacağız.

a, b ∈ R ve a < b olmak üzere I = [a, b] zaman aralığında bir cismin
uzayımızda hareketini inceleyelim. t ∈ I için cismimizin v(t) = d

dtx(t) hızını
bildiğimizi varsayalım. Cismimizin x(a) konumunu biliyorsak x(b) nedir ve
cismimiz x(b)’ye gelene kadar ne kadar yol katetmiştir? En yalın ve bilinen
temel durumdan yola çıkılır: Cismimiz t0 anında x0 := x(t0)’da bulunuyor
ve [t0, t1] aralığında hız vektörümüz sabitse, dd bir v ∈ R3 ile x′(t) ≡ v ise,
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s katedilen yolu göstermek üzere

x(t1) = x(t0)+(t1−t0)v ve ∥x(t1)− x(t0)∥ = s = (t1−t0) ∥v∥ = (t1−t0)v.

Şimdi problemimize dönelim. Yapacağımız iş, [a, b] zaman aralığını, uygun
seçilen a = t0 < t1 < · · · < tn = b noktalarıyla küçük Ik := [tk−1, tk), k =
0, . . . , n− 1 ve In := [tn−1, tn] zaman dilimlerine bölmek, öyle ki ξk ∈ Ik ol-
mak üzere Ik zaman diliminde hızımız sanki sabit ve = v(ξk) olsun. Örneğin
v(t) sürekli ise bu amaca oldukça yaklaşabileceğimizi biliyoruz. Bu durumda
j1(Ik) := tk − tk−1 olmak üzere ∆kx := x(tk) − x(tk−1) ≈ j1(Ik)v(ξk) ve
∆ks = s(tk)− s(tk−1)≈ j1(Ik) ∥v(ξk)∥ ve sonuçta

x(b) ≈ x(a) +
n∑

k=1

j1(Ik)v(ξk) ve s(b) ≈
n∑

k=1

j1(Ik) ∥v(ξk)∥ (2.29)

olur. Beklentimiz zaman aralığımızı gittikçe daha küçük aralıklara parçala-
dığımızda yukarıdaki toplamların bir limite yaklaştığı ve o denklemlerde ≈
yerine = yazabileceğimizdir, dd bu limitleri sırasıyla

´ b
a v(t)dt ve

´ b
a ∥v(t)∥ dt

ile gösterirsek

x(b) = x(a) +

ˆ b

a
v(t)dt ve s(b) =

ˆ b

a
∥v(t)∥ dt

olduğudur.
´ b
a v(t)dt bir vektördür ve herhangi bir hacimle uzaktan yakından

bir ilişkisi yoktur! Burada v : [a, b] → R3 bir vektör değerli fonksiyondur.
Elimizde homojen olmayan bir cismimiz olsun ve bu cismin uzayda kap-

ladığı Ω bölgesi Jordan ölçlebilir olsun. Cismimizin ρ(x) yoğunluk dağılı-
mını bildiğimizi varsayalım. Ω bölgemizi yeterince küçük Jordan ölçülebilir
A1, . . . , Ak kümelerine parçalar ve ai ∈ Ai noktalarını seçersek, cismimizin
Ai’deki kısmının ağırlığı, belli koşullarda, yaklaşık olarak ρ(ai)j3(Ai)’dir.
Dolayısıyla cismimizin W ağırlığı için

W ≈
k∑

i=1

ρ(ai)j3(Ai) (2.30)

olur. Beklentimiz, sayıları sonlu olmak üzere parçaları küçültüp sayılarını
artırırsak, bu toplamın bir

´
Ω ρ limitine sahip olacağıdır; bu durumda W =´

Ω ρ olacaktır. Bu örneklerin ortak özelliği şudur: Jordan ölçülebilir bir Ω ⊂
Rn kümesinde tanımlı bir sınırlı f : Ω → Rm fonksiyonu verilmiştir. Ω’nın
ayrık Jordan ölçülebilir A1, . . . , Ak kümeleriyle her sonlu parçalanışı ve bun-
lardan seçilen ai ∈ Ai noktalarıyla

∑k
i=1 f(ai)jn(Ai) toplamları oluşturulur.

Riemann integrali bu türden sonlu toplamların uygun limit kavramlarına göre



34 Rn’DE İNTEGRAL

limitleridir. Herhangi bir Ai’nin tek parçadan oluşan bir kutu olması gerek-
mez; Ai kümesi birbirinden uzakta sonlu sayıda ayrık ve Jordan ölçülebilir
Bi1, . . . , Bik parçalarından oluşabilir. Toplamımızın bir limiti olması için ge-
rekli olan, fonksiyonumuzun Ai’de aldığı değerlerin birbirine yeterince yakın
olmasıdır, dd sl(f,Ai) salınımlarının istenildiği kadar küçük seçilebilmesidir.
Ancak jn(Ai) = 0 ise salınım istenildiği kadar büyük olabilir; çünkü bu du-
rumda her ai, bi ∈ Ai için f(ai)jn(Ai) = 0 = f(bi)jn(A) olur. Özetle hacmi
sıfır olan Ai parçalarını toplamımızda gözardı edebiliriz.

Genel durumu özetleyelim. K cismi R veya C olmak üzere V bir K-
Banach uzayı, Ω ⊂ Rn Jordan ölçülebilir ve f : Ω → V sınırlı olsun. Ω’nın her
sonlu sayıda ayrık, Jordan ölçülebilir A1, . . . , Ak parçalanışları ve bunlardan
seçilen ai ∈ Ai noktalarıyla

∑
i jn(Ai)f(ai) toplamları oluşturulur. Uygun

açıklanan bir limit kavramıyla tüm bu sonlu toplamlar bir limite sahipse bu
limit

´
Ω f ile gösterilir ve f ’nin Ω’daki Riemann integrali adını alır. Bu V

Banach uzayları içerisinde biri diğerlerinden bir özelliği ile ayrılır: V = R
ise R, analizde sürekli kullandığımız bir ≤ doğal sıralamasına sahiptir. Bu
bize

´
Ω f integraline bir farklı yaklaşım sunar; bu integrali doğrudan ölçü

üzerinden tanımlama fırsatı verir.
Riemann integralin ölçü üzerinden tanımına kısaca değineceğiz. Biz Jor-

dan ölçülebilir kümeler hakkında yeterince bilgilendiğimiz için işimiz oldukça
kolay olacaktır. A ⊂ Rn ve g : A→ R herhangi bir fonksiyon ise

[0, g] := {(x, y) |x ∈ A, 0 ≤ y ≤ g(x)}, (2.31)
[g, 0] := {(x, y) |x ∈ A, g(x) ≤ y ≤ 0}, (2.32)
[0, g) := {(x, y) |x ∈ A, 0 ≤ y < g(x)} , (2.33)
(0, g] := {(x, y)|x ∈ A, 0 < y ≤ g(x)} (2.34)

olsun. Bunlardan [0.g) kümesine g’nin grafaltı diyeceğiz. Eğer g, f : A→ R
ve g ≤ f ise

[g, f ] := {(x, y)|x ∈ A, g(x) ≤ y ≤ f(x)}

olsun. (g, f ] ve [g, f) benzer biçimde tanımlanırlar. Gg kümesine ise g’nin
graf ı denir. Ω ⊂ Rn Jordan ölçülebilir ve f : Ω → [m,M ] bir sınırlı fonksiyon
olsun. [0, f ] ve [f, 0] kümelerinin her ikisi de Rn+1’de Jordan ölçülebilirse f
fonksiyonu Ω’da Riemann integrallenebilir denir ve

ˆ
Ω
f := jn+1([0, f ])− jn+1([f, 0]) (2.35)

sayısına f ’nin Ω’daki Riemann integrali denir. Bu tanımdan şunu öğren-
miş oluyoruz:

´
Ω integrali Rn × {0} hiper düzleminin üstündeki hacimleri



2.3. RİEMANN İNTEGRALİ 35

pozitif, altındakileri ise negatif ölçer. [0, f ], [f, 0] kümeleri sonlu Ω× [m,M ]
silindirine düştüğünden ∣∣∣∣ˆ

Ω
f

∣∣∣∣ ≤ jn(Ω)(M −m). (2.36)

f : Ω → R için için f+, f− : Ω → [0,+∞) fonksiyonları her x ∈ Ω için

f+ (x) := max {f(x), 0} ve f−(x) := max {−f (x) , 0}

olarak açıklanır. Bu tanımlarla

f = f+ − f− ve |f | = f+ + f−

olur. f− ≥ 0 ve [0, f−] kümesi [f, 0]’ın Rn × {0} hiperdüzlemine göre yansı-
ması olduğundan [f, 0]’ın Jordan ölçülebilir olması [0, f−] kümesinin Jordan
ölçülebilir olmasına denktir ve ölçülebilir olma durumunda bu kümelerin
ölçüleri eşittir, dolayısıyla ˆ

Ω
f =

ˆ
Ω
f+ −

ˆ
Ω
f−.

f : Ω → [0,+∞) sınırlı fonksiyonu Riemann integrallenebilirse ∂[0, f ] ve
∂[f, 0] kümeleri ( Rn+1’de) sıfır hacimlidirler. Diğer yandan Gf ⊂ ∂[0, f ] ∪
∂[f, 0]. Böylece şu sonuca ulaşırız: Sınırlı f : Ω → R fonksiyonu Riemann in-
tegrallenebilirse Gf grafı Rn+1’de sıfır hacimlidir. Bu önermenin tersi doğru
değildir. Ω = [0, 1] ve f : Ω → Ω fonksiyonu x ∈ Ω rasyonelse f(x) = 1, x
irrasyonelse f(x) = 0 olarak açıklansın; bu fonksiyona Dirichlet fonksiyonu
denir. Gf grafı, R2’de sıfır hacimli olan (Ω× {0})⋃ (Ω× {1}) kümesinin alt-
kümesi olarak sıfır hacimlidir. Ancak f Riemann integrallenemez!Q := Ω×Ω
olmak üzere [0, f ] ⊂ Q kümesi, r ∈ [0, 1]∩Q olmak üzere, sayılabilir çoklukta
ayrık {r} × [0, 1] çubuklarının birleşimidir. j

2
([0, f ]) = 0 < 1 = j̄2([0, f ]) ol-

duğundan [0, f ] Jordan ölçülemez; dolayısıyla f Riemann integrallenemez!
Aynı sonuca şöyle de ulaşabiliriz: j2(∂[0, f ]) = j2(Q) = 1 > 0 olduğun-
dan ∂[0, f ] sıfır hacimli değildir, dolayısıyla [0, f ] Jordan ölçülemez ve f
Riemann integrallenemez. Riemann integrallenebilir fonksiyonlar var mı?
Herşeyden önce f fonksiyonumuz sabitse, f ≡ a ise f integrallenebilir ve´
Ω f = ajn+1(Ω). Her A ⊂ Ω için 1A : Ω → R fonksiyonu, her x ∈ A için 1

ve x ∈ Ω\A için 0 değerini alsın. A Jordan ölçülebilir seçilirse a ∈ R olmak
üzere a1A fonksiyonu Riemann integrallenebilir ve

´
Ω a1A = ajn+1(A). Eğer

A1, . . . , Ak ⊂ Ω Jordan ölçülebilir ayrık altkümeler ve a1, . . . , ak ∈ R olmak
üzere f =

∑
ai1Ai ise f fonksiyonu Ω’da Riemann integrallenebilir veˆ

Ω
f =

ˆ
Ω

(∑
ai1Ai

)
=
∑
i

aijn+1(Ai).
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Özellikle
´
Ω 1 = jn(Ω). Bu eşitlik çokça izlenen bir başka yolun çıkış noktası-

dır. Ω = Q bir kapalı kutu alınır; kutuların hacmini biliyoruz. Q’nun yalnızca
(girişimsiz) kutulara parçalanışına izin verilir. Az ileride açıklayacağımız al-
tintegral, üstintegral ve Darboux integralinde yalnızca bu tür parçalanışlar
kullanılır. Herhangi bir A sınırlı kümesi verildiğinde bu bir Q kapalı ku-
tusuna alınır ve 1A fonksiyonu Q’da Darboux integrallenebilirse A Jordan
ölçülebilir denir ve jn(A) =

´
Q 1A olarak açıklanır. Bu yönde daha fazla

ilerlemeyeceğiz. ▲

Jordan ölçülebilir ve ayrık A1, . . . , Ak kümeleri ile Ω =
⊔k

i=1Ai ise
Z = {Ai|i = 1, . . . , k} ailesi Ω’nın bir parçalanışıdır denir. Bazen bu parça-
lanışı yalın olarak Z = {Ai} olarak da göstereceğiz. Ω’nın parçalanışlarının
kümesini Z(Ω) ile gösterelim. Z ′ = {A′

1, . . . , A
′
l}, Ω’nın bir diğer parçala-

nışı olsun. Eğer her bir Ai bir takım A′
j ’lerin birleşimi olarak yazılabiliyorsa,

eş anlamlı olmak üzere her bir A′
j bir Ai’nin altkümesi ise Z ′ parçalanışı

Z parçalanışının bir inceltilmişidir denir ve bu Z ≺ Z ′ olarak gösterilir.
Z1 = {Ai}1≤i≤k ve Z2 = {Bj}1≤j≤l’nin ikisi de Z(Ω)’da ise

Z1Z2 := {Ai ∩Bj |1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l}

de Ω’nın bir parçalanışıdır; i = 1, 2 için Zi ≺ Z1Z2. Açıkca (Z(Ω),≺) yukarı
doğru yönlenmiş bir kümedir; ≺’ya Z(Ω)’nın doğal sıralaması diyecek ve
(xZ) bir (Z(Ω),≺) ağı ise limitini sırasıyla

lim
Z∈Z(Ω)

xZ , veya lim
Z
xZ veya kısaca limxZ

ile göstereceğiz.
Z = {Ai}1≤i≤k ∈ Z(Ω) olmak üzere ∥Z∥ := max1≤i≤k d(Ai) sayısına

Z parçalanışının normu denir. Z ≺ Z ′ ise ∥Z ′∥ ≤ ∥Z∥ olduğu apaçıktır.
i = 1, 2 için Zi ∈ Z(Ω) ise ∥Z1Z2∥ ≤ ∥Zi∥ geçerlidir.

Z ≤ Z ′ :⇐⇒
∥∥Z ′∥∥ ≤ ∥Z∥

olarak açıklansın. (Z(Ω),≤) yukarı doğru yönlenmiş bir kümedir; buna met-
riksel sıralama diyelim. Ω ⊂ Rn yerine herhangi bir X kümesi aldığımızda
parçalanışlar ve ≺ sıralaması anlamlıdır. Ancak ∥Z∥ normu ancak X bir
metrik uzaysa anlamlıdır. Dolayısıyla herhangi bir kümeye aktarılabilen ≺
sıralaması, yalnız metrik uzaylarda geçerli olan ≤ sıralamasından daha kul-
lanışlıdır. Bir (xZ) ağının metriksel sıralamaya göre limitini

lim
∥Z∥→0

xZ
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ile göstereceğiz. Bir (Zk) ⊂ Z(Ω) dizisinin metriksel sıralamada sondaş ol-
ması tam da lim ∥Zk∥ = 0 olması demektir. Bu yüzden metrik sıralamadaki
sondaş dizilere sıfır dizileri de denir. (Z(Ω),≤)’de sıfır dizilerinin varlığı
apaçıktır. Dizi Ölçütü 1.1.11 ile

lim
∥Z∥→0

xZ = a⇐⇒ Her sondaş (Zk) için∃ lim
k→+∞

xZk
= a.

Not 2.3.1 (Z(Ω),≺) ve (Z(Ω),≤) sıralamaları arasında temel bir fark vardır. Okurun
da kolayca göreceği gibi (Z(Ω),≤)’de sondaş diziler vardır; ancak (Z(Ω),≺)’de öyle değil.
Örneğin Ω = [a, b] olsun. Bir Z ∈ Z([a, b]) parçalanışını a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b olmak
üzere Z = {x0, x1, . . . , xn} olarak yazabiliriz. Şimdi (Z(Ω),≺)’de herhangi bir (Zk) dizisi
verilsin.

⋃
Zk sayılabilir olduğunda bir c ∈ [a, b]’yi c /∈

⋃
Zk olacak biçimde seçebiliriz.

Z ′ := {a, c, b} seçelim. Hiçbir Zk ile Z ′ ≺ Zk sağlanmaz! Dolayısıyla (Zk) dizisi sondaş
olamaz. ▲

Z = {Ai} ∈ Z(Ω) parçalanışı verilsin. Her bir Ai’den bir ai seçilmiş
olsun; bu durumda a := (ai) ∈ Z diyelim ve tüm bu veriyi kısaca Z(a) ile
belirtelim.

Z∗(Ω) := {Z(a)|a ∈ Z}
olsun. Z∗(Ω)’da ≺ yukarı doğru yönlendirmesi her Z(a),Z ′(a′) için

Z(a) ≺ Z ′(a′) :⇐⇒ Z ≺ Z ′

olarak açıklansın. Bu yönlendirme ai ve a′i’lerin seçiminde bağımsızdırlar.
Her Z(a) ∈ Z∗(Ω) için

R(f,Z(a)) :=

k∑
i=1

f(ai)jn(Ai) (2.37)

sayısına f ’nin Z(a)’ya göre Riemann toplamı denir. Riemann toplamı
vektör değerli fonksiyonlar için de anlamlıdır.

Z(a) ∈ Z∗(Ω) için ∥Z(a)∥ := ∥Z∥ve her Z(a),Z ′(a′) için

Z(a) ≤ Z ′(a′) :⇐⇒ Z ≤ Z ′

olarak açıklansın. Bu yönlendirme ai ve a′i’lerin seçiminde bağımsızdırlar ve
(Z∗(Ω),≤) yukarı doğru yönlenmiş bir kümedir. Z,Z ′ ∈ Z(Ω) ve Z(a),Z ′(a′) ∈
Z∗(Ω) ise

Z ≺ Z ′ =⇒ Z ≤ Z ′ ve Z(a) ≺ Z ′(a′) =⇒ Z(a) ≤ Z ′(a′). (2.38)

Bu çıkarımların tersleri doğru değildir. Buradan aşağıdaki önerme çıkar.
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Lemma 2.3.2 Bir (xZ) ağı için

lim
∥Z∥→0

xZ = a =⇒ lim
Z
xZ = a, (2.39)

özellikle
lim

∥Z∥→0
R(f,Z(a)) = α =⇒ lim

Z
R(f,Z) = α.

Kanıt. lim∥Z∥→0 xZ = a olsun. ε > 0 keyfi verilsin. Tanımdan bir Zε par-
çalanışı, her Z parçalanışı için ∥Z∥ ≤ ∥Zε∥ ise |xZ − α| < ε olacak biçimde
vardır. Bu durumda her Z ≻ Zε için ∥Z∥ ≤ ∥Zε∥ olduğundan |xZ − α| < ε
elde edilir. Dolayısıyla limZ xZ = α olur. Diğer sav benzer biçimde kanıtla-
nır. ■

Önsavımızdaki çıkarımların ters yönleri genelde doğru değildirler. Ancak
Teorem 2.3.13’de göstereceğimiz gibi, bizi ilgilendiren ağlar için bu çıkarım-
ların ters yönleri doğrudur.

f : Ω → R sınırlı olduğundan m,M ∈ R sayıları her x ∈ Ω için m ≤
f(x) ≤M olacak biçimde vardır. Ω’nın her Z = {Ai}1≤i≤k parçalanışı için,

mi := mf,Ai
:= inf

x∈Ai

f(x) ve Mi :=Mf,Ai
:= sup

x∈Ai

f(x)

olmak üzere

A(f,Z) :=
k∑

i=1

mijn(Ai) ve U(f,Z) :=
k∑

i=1

Mijn(Ai) (2.40)

toplamlarına sırasıyla f ’nin Z parçalanışına göre alttoplamı ve üsttop-
lamı denir. Ancak burada bir sorun var: Ai = ∅ ise mi = +∞, Mi = −∞ ve
jn(∅) = 0 olur. Bu durumda (±∞) · 0’dan ne anlayacağız? İki seçeneğimiz
var; birincisi her defasında (2.40)’taki toplamları Ai ̸= ∅ koşulunu sağlayan
i’ler üzerinden yapacağımızı belirtmek, ikincisi ise aynı sonucu verecek olan
(±∞)·0 = 0·(±∞) := 0 uzlaşmasını yapmak. Biz burada ve ölçü kuramında
ikinci seçeneği yeğleyeceğiz. Bizi (A(f,Z))Z∈Z(Ω) ve (U(f,Z))Z∈Z(Ω) ağları,
yalın gösterimle (A(f,Z))Z ve (U(f,Z))Z ağları ilgilendirecektir.

Uzlaşma: (±∞) · 0 = 0 · (±∞) := 0.

∅ ̸≠ B ⊂ A =⇒ mf,A ≤ mf,B ≤Mf,B ≤Mf,A (2.41)

eşitsizlikleri geçerlidir. Dolayısıyla Z,Z ′ ∈ Z(Ω) ve Z ≺ Z ′ ise

mjn(Ω) ≤ A(f,Z) ≤ A(f,Z ′) ≤ U(f,Z ′) ≤ U(f,Z) ≤Mjn(Ω) (2.42)
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a1 a2 a3 a4
ξ2 ξ3 ξ4ξ1

a0 = a a2a1 a3 a4 a0 = a

Şekil 2.1: Riemann ve salınım toplamlarını gösteren iki figür.

elde edilir. Bu eşitsizlik çok yararlıdır. Her Z1,Z2 ∈ Z(Ω) için

A(f,Z1) ≤ A(f,Z1 · Z2) ≤ U(f,Z1 · Z2) ≤ U(f,Z2) (2.43)

olur, dd hiç bir alttoplam hiç bir üsttoplamdan büyük olamaz! AyrıcaMf,A =
−m−f,A olduğundan

U(f,Z) = −A(−f,Z).

Özetle

mjn(Ω) ≤ A(f,Z) ≤ R(f,Z(a)) ≤ U(f,Z) ≤Mjn(Ω) (2.44)

geçerlidir. sl(f,Ai) := sup {|f(x)− f(y)| |x, y ∈ Ai} olmak üzere

Sl(f,Z) :=
k∑

i=1

sl(f,Ai)jn(Ai) = U(f,Z)−A(f,Z) =
k∑

i=1

(Mi −mi)jn(Ai)

(2.45)
sayısına f ’nin Z parçalanışına göre salınımtoplamı denir9 . A(f,Z) ve
U(f,Z) toplamları yalnızca R-değerli fonksiyonlar için anlamlı iken sl(f,Ai)
ve Sl(f,Z) kavramları V -değerli fonksiyonlar için de anlamlıdırlar.

ˆ
Ω

f ≡
ˆ

Ω

fdjn := sup
Z∈Z(Ω)

A(f,Z) ve (2.46)

ˆ
Ω
f ≡

ˆ
Ω
fdjn := inf

Z∈Z(Ω)
U(f,Z) (2.47)

9A ⊂ Rn ve f : A → R için sl(f,A) := supx,y∈A |f(x) − f(y)| sayısına f fonk-
siyonunun A’daki salınımı denir. Eğer A ̸= ∅ ve sağ yan ∞ − ∞ tipinde değilse
sl(f,A)=sup f(A) − inf f(A). x ∈ A için M(f, x) := lim supz→x f(z) ve m(f, x) :=
lim infz→x f(z) olmak üzere sl(f, x) := M(f, x) −m(f, x) sayısına f ’nin x’teki salınımı
denir. sl(f, x) = limε→0 sl(f,Bε(x)).



40 Rn’DE İNTEGRAL

sayılarına ise, sırasıyla, f ’nin Ω’daki altintegrali ve üstintegrali denir.
(2.44)’ten dolayı

´
Ω
f,
´
Ωf ∈ R ve

ˆ
Ω

f ≤
ˆ

Ω
f ve

ˆ
Ω
f = −

ˆ
Ω

(−f).

(2.42)’den dolayı (A(f,Z))Z monoton artan ve üstten sınırlı, (U(f,Z))Z ise
monoton azalan ve alttan sınırlı olduklarından Önerme 1.1.8 ile

ˆ
Ω

f = lim
Z
A(f,Z) ve

ˆ
Ω
f = lim

Z
U(f,Z). (2.48)

Şimdi f ≥ 0 için bu toplamları görselleştirelim.

sfZ :=
⊔
Ai × [0,mi], SfZ :=

⊔
i

Ai × [0,Mi] ve GfZ :=
⊔
i

Ai × [mi,Mi]

olsunlar. Rn+1’de sonlu sayıda ölçülebilir ayrık silindirlerin birleşimi olarak
sfZ , SfZ ve GfZ Jordan ölçülebilir ve

A(f,Z) = jn+1(sfZ), U(f,Z) = jn+1(SfZ), jn+1(GfZ) = Sl(f,Z) (2.49)

oluğundan, sfZ ⊂ [0, f ] ⊂ SfZ olduğunu da gözetirsek,
ˆ

Ω

f ≤ j
n+1

([0, f ]) ≤ j̄n+1([0, f ]) ≤
ˆ

Ω
f ve j̄n+1(Gf ) ≤ inf

Z
Sl(f,Z)

(2.50)
olur. Bu durumda

ˆ
Ω

f =

ˆ
Ω
f =: α =⇒ [0, f ] ∈ J n+1 ve jn+1([0, f ]) = α. (2.51)

[0, f ]’nin Jordan ölçülebilir olması ∂[0, f ]’nin sıfır hacimli olmasına denk
olduğundan:

ˆ
Ω

f =

ˆ
Ω
f =⇒ ∂[0, f ] sıfır hacimli, özellikle jn+1(Gf ) = 0. (2.52)

Not 2.3.3 Devam etmeden önce belirtmemiz gereken bir şey var. Jordan ölçülebilir
A1, . . . , Ak kümeleri ile Ω =

⋃k
i=1 Ai ve i ̸= j için Åi ∩ Åj = ∅ ise Z = {Ai|i = 1, . . . , k}

ailesi Ω’nın bir girişimsiz parçalanışıdır denir. Ω’nın girişimsiz parçalanışlarının
kümesini Zg(Ω) ile gösterelim. Çoğu yazar (2.46) ve (2.47)’de Z(Ω) yerine Zg(Ω) alarak
çalışır. Her iki yaklaşımda aynı sonucu verir. Bir yandan Z(Ω) ⊂ Zg(Ω) olduğundan

sup
Z∈Z(Ω)

A(f,Z) ≤ sup
Z∈Zg(Ω)

A(f,Z) ≤ inf
Z∈Zg(Ω)

U(f,Z) ≤ inf
Z∈Z(Ω)

U(f,Z). (2.53)
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Diğer yandan Z∗ ∈ Zg(Ω) keyfi verilsin ve Z∗ = {Z∗
1 , Z

∗
2 , . . . , Z

∗
k} olsun. Bu durumda

Z∗ ≺ Z koşulunu sağlayan bir Z parçalanışının A(f,Z∗) ≤ A(f,Z) ve U(f,Z) ≤ U(f,Z∗)
koşulunu sağlayacak biçimde bulunabileceğini göstereceğiz. Bu durumda

sup
Z∈Zg(Ω)

A(f,Z) ≤ sup
Z∈Z(Ω)

A(f,Z) ≤ inf
Z∈Z(Ω)

U(f,Z) ≤ inf
Z∈Zg(Ω)

U(f,Z) (2.54)

olur. Sonuçta supZ∈Zg(Ω) A(f,Z) = supZ∈Z(Ω) A(f,Z) ve infZ∈Z(Ω) U(f,Z) = infZ∈Zg(Ω) U(f,Z)
elde edilir ve her iki yaklaşım çakışır. Şimdi Z∗’dan Z’ye geçişi verelim. k üzerinden tüme
varımla kanıtlanır. k = 1 için kanıtlanacak bir şey yoktur. k = 2 için kanıtı verelim.
Z∗ = {Z∗

1 , Z
∗
2} olsun. Z12 := Z∗

1 ∩ Z∗
2 , Zi := Z∗

i \Z12 ve Z := {Z1, Z2, Z3} olsun. Açıkça
Z∗ ≺ Z. Z∗ girişimsiz olduğundan Z12 sıfır hacimlidir ve jn(Zi) = jn(Z

∗
i ). Ayrıca Zi ⊂ Z∗

i

olduğundan inf f(Z∗
i ) ≤ inf f(Zi) ve sup f(Zi) ≤ sup f(Z∗

i ) olur. jn(Z12) = 0 olduğunu
gözetirsek A(f,Z∗) ≤ A(f,Z) ve U(f,Z) ≤ U(f,Z∗) olur. Dolayısıyla (2.54) sağlanır.
Her k için sav tümevarımla benzer biçimde kanıtlanır.

Girişimsizlik bir topolojik kavramdır; herhangi bir kümeye aktarılamaz. Herhangi bir
kümede de integrasyon kuramı yapılabilir; bu nedenle parçalanışlarla çalışmayı yeğledik.
▲

Tanım 2.3.4 (1)
´
Ω
f =

´
Ωf ise f fonksiyonu Ω’da Darboux integral-

lenebilir ve ˆ
Ω
f ≡

ˆ
Ω
fdjn :=

ˆ
Ω

f =

ˆ
Ω
f

sayısına ise f ’nin Ω’daki Darboux integrali denir. n = 1 ve Ω = ⟨a, b⟩
durumunda

´
⟨a,b⟩ f yerine

´ b
a f yazmak bir gelenektir.

(2) (R(f,Z(a)))Z(a) ağı yakınsak ve limZ R(f,Z(a)) = α ise f fonksi-
yonu Ω’da Riemann integrallenebilir ve Riemann integrali α’dır denir.

(3) Bir α ∈ R sayısı ile lim∥Z∥→0R(f,Z(a)) = α ise f fonksiyonu Ω’da
*Riemann integrallenebilir ve *Riemann integrali α’dır diyelim (Bu,
Riemann’ın tanımıdır).10

α ∈ R sayısı ile lim∥Z∥→0R(f,Z(a)) = α olması aşağıdaki önermeye
denktir:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀Z(a) ∈ Z∗(Ω) (∥Z(a)∥ < δ =⇒ |R(f,Z(a))− α| < ε) .
(2.55)

Biz bu üç kavramın birbirine denk olduğunu kanıtlayacağız.

Lemma 2.3.5 jn(Ω) = 0 ise her sınırlı f : Ω → R Darboux integrallenebir
ve

´
Ω f = 0.

10Biz Önerme 2.3.11’de Darboux ve Riemann integrallenebilirlik kavramlarının örtüş-
tüğünü kanıtlayacağız. Bu nedenle okura, içinde Darboux geçen her tümceyi, bir kez de
Darboux yerine Riemann alarak okumasını öneririz.
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Kanıt. Koşullarımızdan her Z ∈ Z(Ω) için A(f,Z) = U(f,Z) = 0. Bu, savı
verir. ■

Bu önsavdan dolayı incelemelerimizde jn(Ω) > 0 durumlarına odaklana-
biliriz.

Önerme 2.3.6 (ε-ölçütü) Sınırlı f : Ω → R fonksiyonunun Darboux in-
tegrallenebilir olması için gvyk her ε > 0 sayısına karşılık bir Z ∈ Z(Ω)
parçalanışının Sl(f,Z) < ε olacak biçimde bulunabilmesidir.

Kanıt. =⇒: α :=
´
Ω f olsun ve ε > 0 keyfi verilsin. Z1,Z2 ∈ Z(Ω) parça-

lanışlarını α − ε
2 < A(f,Z1) ve U(f,Z2) < α + ε

2 olarak seçersek (2.43)’ten
Sl(f,Z1 · Z2) < ε elde edilir.

⇐=: Sav aşağıdaki eşitsizlikten çıkar: Her Z ∈ Z(Ω) için

0 ≤
ˆ
Ω
f −

ˆ
Ω
f ≤ U(f,Z)−A(f,Z) = Sl(f,Z).

■

A ⊂ Ω Jordan ölçülebilirse her Z ∈ Z(Ω) için Z∩A ∈ Z(A) ve Sl(f |A,Z∩
A) ≤ Sl(f,Z) olduğundan ε-ölçütü şu sonucu verir: f fonksiyonu Ω’da Dar-
boux integrallenebilirse her Jordan ölçülebilir A ⊂ Ω kümesinde de f |A Dar-
boux integrallenebilir.

Önerme 2.3.7 f ’nin Darboux integrallenebilir ve
´
Ω f = α olması için

gvyk koşul bir (Zn) ⊂ Z(Ω) için

limA(f,Zn) = limU(f,Zn) = α

olmasıdır. Burada (Zn)’nin bir sondaş dizi olması veya ∥Zn∥ → 0 istenme-
miştir!

Kanıt. (1) Bir (Zn) dizisi için limA(f,Zn) = limU(f,Zn) = α olsun. Hi-
potezden lim Sl(f,Zn) = 0. Dolayısıyla her ε > 0 için bir nε ∈ N sayısı her
n ≥ nε için Sl(f,Zn) < ε olacak biçimde vardır. ε-ölçütünden f Darboux
integrallenebilir.

α = limA(f,Zn) ≤
ˆ

Ω

f ≤
ˆ

Ω
f ≤ limU(f,Zn) = α,

eşitsizliğinden
´
Ω
f =

´
Ωf = α =

´
Ω f .

(2) ∃
´
Ω f = α olsun. Her n ∈ N∗ için Z ′

n,Z ′′
n ∈ Z(Ω) parçalanışları

U(f,Z ′
n) < α+

1

n
ve A(f,Z ′′

n) > α− 1

n
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olacak biçimde bulunabilir. Zn := Z ′
nZ ′′

n ise her n ∈ N∗ için

α− 1

n
< A(f,Zn) ≤ U(f,Zn) < α+

1

n
.

Dolayısıyla limA(f,Zn) = limU(f,Zn) = α. ■

Sonuç 2.3.8 f düzgün sürekli ise Darboux integrallenebilir. Özellikle Ω
kompakt ve f sürekli ise f Darboux integrallenebilir.

Kanıt. Önsav 2.3.5’ten dolayı jn(Ω) > 0 varsayabiliriz. ε > 0 keyfi verilsin.
Bir δε > 0 sayısını ∥x− y∥ < δε olan her x, y ∈ Ω için |f(x)− f(y)| <
ε/jn(Ω) olacak biçimde seçelim. Z := {A1, . . . , Ak} ∈ Z(Ω) ve ∥Z∥ < ε ise

Sl(f,Z) =

k∑
i=1

sl(f,Ai)jn(Ai) ≤
k∑

i=1

ε

jn(Ω)
jn(Ai) =

ε

jn(Ω)

k∑
i=1

jn(Ai) = ε

olur. Bu, ε-ölçütü ile savı verir. Kompakt kümelerdeki sürekli fonksiyonlar
düzgün süreklidir; bu savın kalanını verir. ■

Sonuç 2.3.9 −∞ < a < b < +∞ ve Ω = ⟨a, b⟩ olmak üzere her monoton
ve sınırlı f : ⟨a, b⟩ → R Darboux integrallenebilir.

Kanıt. Gbk f monoton artan olsun. ε > 0 keyfi verilsin. M > 0 ve f(Ω) ⊂
[−M,M ] olsun. a = x0 < x1 < · · · < xm = b olsun. I1 = ⟨x0, x1) , 2 ≤ k ≤
m − 1 için Ik = [xk−1, xk) ve Im = [xm−1, xm⟩ olsun. Z = {I1, . . . , In} ∈
Z(Ω) için, f monoton olduğundan, sl(f, Ii) = f(xi) − f(xi−1) olduğunu da
gözetirsek

Sl(f,Z) ≤
n∑

i=1

(xi − xi−1)(f(xi)− f(xi−1))

≤
(

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

)
∥Z∥ = 2M ∥Z∥ .

Z’yi ∥Z∥ < ε
2M olacak biçimde seçersek Sl(f,Z) < ε olur. Sav ε-ölçütünden

çıkar. ■

Biz bir monoton fonksiyonun sayılabilir çoklukta süreksizlik noktaları
olabileceğini biliyoruz. Şimdilik Darboux integrallenebilir bir fonksiyonun sa-
yılabilir çoklukta süreksizlik noktaları olabileceğini öğrendik.

Lemma 2.3.10 Z = {Ai}1≤i≤k ∈ Z(Ω) ve ε > 0 keyfi verilsinler. ai, bi ∈
Ai noktaları

A(f,Z) ≤ R(f,Z(a)) < A(f,Z) + ε ve U(f,Z)− ε < R(f,Z(b)) ≤ U(f,Z)
(2.56)

olacak biçimde bulunabilir.
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Kanıt. jn(Ω) = 0 ise her Z için A(f,Z) = R(f,Z(a)) = U(f,Z) = 0
olacağından sav aşikardır. Şimdi jn(Ω) > 0 olsun. ai ∈ Ai noktalarını

mi ≤ f(ai) < mi +
ε

jn(Ω)
, 1 ≤ i ≤ k

olacak biçimde seçebiliriz. Bu durumda

A(f,Z) ≤ R(f,Z(a)) < A(f,Z) +

k∑
i=1

jn(Ai)
ε

jn(Ω)
= A(f,Z) + ε

elde edilir. Savın diğer yarısı benzer biçimde kanıtlanır. ■

Önerme 2.3.11 (Denklik Önermesi ) f : Ω → R’nin Darboux in-
tegrallenebilir ve

´
Ω f = α olması için gvyk Riemann integrallenebilir ve

limZ R(f,Z(a)) = α olmasıdır.

Kanıt. (1) f Darboux integrallenebilir ve α =
´
Ω f olsun. (2.44) ve Önerme

1.1.7 (iii) ile limZ R(f,Z(a)) var ve α’ya eşittir.
(2) limZ R(f,Z(a)) = α olsun. Her ε > 0 için bir Zε(aε) parçalanışı her

Zε(aε) ≺ Z(a) için |R(f,Z(a))− α| < ε olacak biçimde vardır. Bu ve (2.56)
eşitsizliklerinden her Zε ≺ Z için |A(f,Z)− α| ≤ ε ve |U(f,Z)− α| ≤ ε
elde edilir. Dolayısıyla (A(f,Z)) ve (U(f,Z)) ağları yakınsaktır ve limitleri
α’dır. Sonuçta f Darboux integrallenebilir ve

´
Ω f = α. ■

Lemma 2.3.12 Ω Jordan ölçlebilir ve Z∗ = {A∗
1, . . . , A

∗
k} ∈ Z(Ω) olsun.

Her ε > 0 sayısına karşılık bir δ > 0 sayısı izleyen önerme sağlanacak
biçimde bulunabilir: ∥Z∥ < δ koşulunu sağlayan her Z = {Aj}1≤j≤m ∈ Z(Ω)
için, Aj’lerin herhangi bir A∗

i ’ye düşmeyenlerinin hacimleri toplamı ε’dan
küçüktür.

Kanıt. ε > 0 keyfi verilsin. Her ∂A∗
i sıfır hacimli olduğundan bir Fi açık

figürü, ∂A∗
i ⊂ Fi ve vn(Fi) < ε/k olacak biçimde seçilebilir. ∂A∗

i ve A∗
i \Fi ay-

rık kompakt kümelerinin birbirine uzaklığı δi (δi > 0!) ve δ := min{δ1, . . . , δk}
olsun. ∥Z∥ < δ koşulunu sağlayan her Z = {Aj}1≤j≤m ∈ Z(Ω) için, Aj ’lerin
herhangi bir A∗

i ’ye düşmeyenlerinin birleşimi
⋃k

i=1 Fi’ye düşer; dolayısıyla
bu Aj ’lerin hacimleri toplamı ≤∑k

i=1 vn(Fi) < k ε
k = ε olur. ■

Teorem 2.3.13 (Denklik Teoremi ) “Riemann integrallenebilir” ve “*Ri-
emann integrallenebilir” kavramları denktirler, dd

∃ lim
Z
R(f,Z(a)) = α⇐⇒ ∃ lim

∥Z∥→0
R(f,Z(a)) = α.
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Kanıt. Önsav 2.3.2’den dolayı

∃ lim
Z
R(f,Z(a)) = α =⇒ ∃ lim

∥Z∥→0
R(f,Z(a)) = α

olduğunu göstermek yeterlidir.
∃ limZ R(f,Z(a)) = α olsun. Her Z(a) ∈ Z(Ω) için α ve R(f,Z(a))’nin

her ikisi de [A(f,Z), U(f,Z)] aralığına düştüğünden şunu göstermek yeter-
lidir: Her ε > 0 için bir δ > 0 sayısı, ∥Z∥ < δ koşulunu sağlayan her Z için
Sl(f,Z) < ε olacak biçimde bulunabilir.

f sınırlı olduğu için bir K > 0 ile her x ∈ Ω için |f(x)| ≤ K olur. Şimdi
ε > 0 keyfi verilsin. Önerme 2.3.6 ile bir Z∗ ∈ Z(Ω) parçalanışı Sl(f,Z∗) < ε

2
olarak seçilebilir. Z∗ = {A∗

1, . . . , A
∗
k} olsun. Z∗ ve ε/2K için Önsav 2.3.12’ye

göre δ > 0 sayısını seçelim. Şimdi ∥Z∥ < δ olan bir Z ∈ Z(Ω) verilsin.
Z = {A1, . . . , Aq} olsun; bunlardan herhangi bir A∗

i ’ye düşmeyenler tam da
Ap+1, . . . , Aq olsun. ai ∈ Ai nasıl seçilirse seçilsin

R(f,Z(a)) =

p∑
ν=1

f(aν)vn(Aν) +

q∑
ν=p+1

f(aν)vn(Aν)

≤ U(f,Z∗) +K
ε

2K
= U(f,Z∗) +

ε

2
. (2.57)

Benzer biçimde
R(f,Z(a)) ≥ A(f,Z∗)− ε

2
(2.58)

elde edilir. Dolayısıyla Sl(f,Z) < ε ve |R(f,Z(a))− α| olur; işimiz biter. ■

Sonuç 2.3.14 f Riemann integrallenebilir, (Zk(a)) ⊂ Z(Ω) ve ∥Zk∥ → 0
ise

´
Ω f = limR(f,Zk(a)).

Kanıt. ∥Zk(a)∥ → 0 ise (Zk(a)) bir sondaş dizidir; Teorem 1.1.11 savı
verir. ■

Bu sonuçtan dolayı, eğer f ’nin Riemann integrallenebilir olduğunu biliyor
ve integralini hesaplamak istiyorsak, işimizin kolaydır: ∥Zk∥ → 0 koşulunu
sağlayan herhangi bir parçalanış dizisi ile

´
Ω f = limk R(f,Zk(a)).

Uzlaşma: Bundan sonra yalnızca Riemann integrallenebilir adlandırmasını
kullanacağız.

R(Ω) ≡ R(Ω,R) := {f : Ω → R | f sınırlı ve Riemann integrallenebilir}

olsun.
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Tanım 2.3.15 f = (f1, . . . , fm) : Ω → Rm sınırlı bir dönüşüm olsun.
Eğer limZ∈Z(Ω)R(f,Z(a)) var ve bu limit b ise f fonksiyonu Ω’da Riemann
integrallenebilir ve integrali b’dir denir.

R(f,Z(a)) = (R(f1,Z(a)), . . . , R(fm,Z(a))) olduğundan f ’nin Riemann
integrallenebilir olması, her bir fi’nin Riemann integrallenebilir olmasına
denktir ve bu durumda ˆ

Ω
f =

(ˆ
Ω
f1, . . . ,

ˆ
Ω
fm

)
.

Bu nedenle m = 1 durumunu incelemekle yetineceğiz. Ayrıca C’yi R2 gibi
düşünürsek, bir f : Ω → C fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olması
Re f ve Im f ’nin Riemann integrallenebilir olmasına denktir.

Örnek 2.3.16. (1) Z = {A1, . . . , Ak}∈ Z(Ω) olmak üzere

t =

k∑
i=1

ci1Ai , c1, . . . , ck ∈ R (2.59)

tipindeki fonksiyonlara bir Z-merdiven fonksiyonu diyelim ve bunların kümesini Mr(Z)
ile gösterelim11. Mr(Ω) :=

⋃
Z∈Z(Ω) Mr(Z) ile Ω’daki tüm merdiven fonksiyonlarının kü-

mesini gösterelim. t ∈ Mr(Z) ve Z ≺ Z ′ ise t ∈ Mr(Z ′). Bunun bir sonucu olarak
k = 1, 2 için tk ∈ Mr(Zk) ise t1, t2 ∈ Mr(Z1Z2). buradan aşağıdaki sav kolayca çıkar.

Mr(Ω) bir R-vektör uzayıdır ve ayrıca t1, t2 ∈ Mr(Ω) ise max(t1, t2), min(t1, t2) ve
ayrıca t2 sıfır değerini almıyorsa t1/t2 fonksiyonu da Mr(Ω)’dadır.

t ∈ Mr(Ω) ise bir Z ∈ Z(Ω) ile t ∈ Mr(Z). Bu durumda Sl(t,Z) = 0 olduğundan,
ε-ölçütü ile t Riemann integrallenebilir. t =

∑k
i=1 ci1Ai ise

ˆ
Ω

t =

k∑
i=1

civn(Ai).

olduğu kolayca görülür. Şimdi Hn+1
+ := {(x1, . . . , xn+1)|xn+1 ≥ 0} ve benzer şekilde

Hn+1
− := {(x1, . . . , xn+1)|xn+1 ≤ 0} olsun. |ci| vn(Ai) = vn+1(Ai × [0, |ci|]. t’nin Gt grafı

ile Ω arasındaki bölge, sonlu sayıda ayrık Ai tabanlı ve |ci| yükseklikli silindirden oluşur.´
Ω
t integrali, bu silindirlerden Hn+1

+ ’e düşenlerin hacimleri pozitif ve Hn+1
− ’e düşenlerin

hacimleri negatif alınarak, bu silindirlerin hacimleri toplamıdır. Tabanın hacmi sıfır olan,
bozuk silindirlere izin verdiğimizi ayrıca belirtelim. Özel olarak n = 2, Ω = [0, 1]× [0, 1],
A1 = [0, 1/2)× [0, 1], A2 = [1/2, 1]× [0, 1] ve c1 ̸= c2 olmak üzere t = c11A1 + c21A2 olsun.
t Riemann integrallenebilir. Ancak şimdi t fonksiyonu S := {1/2} × [0, 1] kümesinde
süreksizdir. S sayılamaz, ancak j2(S) = 0! Böylece Riemann integrallenebilir fonksiyonun
sıfır hacimli bir kümede süreksiz olabileceğini öğrendik.

f : Ω → R sınırlı fonksiyonu verilsin. Her Z = {Ai}1≤i≤k ∈ Z(Ω) için

tf,Z :=
k∑

i=1

mi1Ai , Tf,Z :=
k∑

i=1

Mi1Ai , mi = inf f(Ai), Mi = sup f(Ai) (2.60)

11Mr yazılımdaki “r” Riemann’a göndermede bulunur. Bunlar bir anlamda Riemann
merdivenleridir; ileride Lebesgue merdivenlerini ele alacağız.
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ise tf,Z ≤ f ≤ Tf,Z ve
´
Ω
tf,Z = A(f,Z),

´
Ω
Tf,Z = U(f,Z) olduğundan

ˆ
Ω

f = sup
Z∈Z(Ω)

ˆ
Ω

tf,Z ve
ˆ

Ω

f = inf
Z∈Z(Ω)

ˆ
Ω

Tf,Z (2.61)

olur. Bu nedenle kimi yazar Riemann integrallerine şöyle yaklaşır: Her t =
∑k

i=1 ci1Ai ∈
Mr(Ω) merdiven fonksiyonu için

ˆ
Ω

t :=

k∑
i=1

cijn(Ai) (2.62)

olarak tanımladıktan sonra alt ve üstintegraller
ˆ

Ω

f := sup
t∈Mr(Ω),t≤f

ˆ
Ω

t ve
ˆ

Ω

f := inf
t∈Mr(Ω),f≤t

ˆ
Ω

t (2.63)

eşitlikleriyle tanımlanır. Gerisi benzer ilerler.
(2) n = 1 ve Ω = [0, 1] olsun. f : Ω → R ve her x ∈ Q ∩ Ω için f(x) = 1, diğer

noktalarda f(x) = 0 olsun; kısaca A := Ω ∩ Q olmak üzere f = 1A. Her Z ∈ Z(Ω) için
Sl(f,Z) = 1 olduğu kolayca görülür. ε-Ölçütü’nden dolayı f Riemann integrallenemez.
g : Ω → R fonksiyonu her x ∈ A için g(x) = 1 ve her x ∈ Ω\A içinse g(x) = −1 olsun. g Ri-
emann integrallenemez, ancak |g| Riemann integrallenebilir! Bir sonraki bölümde öğrene-
ceğimiz Lebesgue integralinde durum farklıdır; orada - ileride öğreneceğimiz kavramlarla-
ölçülebilir bir g fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir olması için gvyk |g|’nin Lebesgue
integrallenebilir olmasıdır.

x2

x1

1

1

Şekil 2.2: Zeno merdiveni.

(3) Zeno merdiveni. Ω = [0, 1] ve sn :=
∑n

i=1
1
2i

olsun. (sn) dizisi kesin monoton
artandır ve sn ↗ 1. Şimdi A1 = [0, 1

2
) ve n ≥ 2 içinse An = [sn−1, sn) olsun. Her m ̸= n

için Am ∩ An = ∅ ve Ω = {1} ⊔
⊔+∞

n=1 An. Şimdi f : Ω → R fonksiyonu her An’de sabit
sn değerini alsın ve f(1) := 1 olarak açıklansın. f ’nin grafı, Şekil 2.2’de görüldüğü gibi,
sonsuz basamaklı bir merdivendir. f fonksiyonu her sn noktasında süreksizdir; ancak yine
de Sonuç 2.3.9’dan Riemann integrallenebilir. Bunu doğrudan da görebiliriz. Gerçekten
de ε > 0 keyfi verilsin. n doğal sayısını 1 − sn < ε olacak biçimde seçelim. Her Ak

için sl(f,Ak) = 0 olduğundan Z = {A1, . . . , Ak} ∪ [sk, 1] parçalanışı için Sl(f,Z) =
sl(f, [sk, 1]).v1([sk, 1]) ≤ 1 · (1− sk) < ε. Bu ve ε-Ölçütü savı verir.
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(4) f : (0, 1) → R fonksiyonu p, q ∈ N ve x = p/q ∈ (0, 1) için f(x) = 1/q ve her
irrasyonel noktada ise 0 olarak açıklansın. f fonksiyonunun irrasyonel noktalarda sürekli ve
rasyonel noktalarda süreksiz olduğunu görmeyi okura bırakıyoruz. f fonksiyonu Riemann
integrallenebilir. Gerçekten de, ε > 0 keyfi verilsin. q ∈ N sayısını 1/q < ε olacak biçimde
seçelim. Sonlu sayıda noktada f(x) ≥ 1/q sağlanır; bunlar x0 < x1 < · · · < xm olarak
sıralansınlar. I0 = (0, x0), Im+1 = (xm, 1), 1 ≤ k ≤ m için Ik = (xk−1, xk) ve son olarak
Jk = {xk}, 0 ≤ k ≤ m olsun. (0, 1)’in Z = {Ii} ⊔ {Jj} parçalanışı için Sl(f,Z) < 1/q < ε.
(2.3.6)’dan f Riemann integrallenebilir.

Lemma 2.3.17 f : Ω → [m,M ] Riemann integrallenebilir ve ϕ : [m,M ] →
R Liptschitz sürekli ise ϕ ◦ f de Riemann integrallenebilir.

Kanıt. Bir C > 0 sabiti ile her x, y ∈ [m,M ] için |ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ C |x− y|
olsun. Her x, y ∈ Ω için |(ϕ ◦ f)(x)− (ϕ ◦ f)(y)| ≤ C |f(x)− f(y)| olur.
ε > 0 keyfi verilsin. Bir Z ∈ Z(Ω) parçalanışını Sl(f,Z) < ε/C olacak
biçimde seçersek Sl(ϕ ◦ f,Z) < ε olur. Sav ε-Ölçütü’nden çıkar. ■

Sonuç 2.3.18 (i) R(Ω) bir R vektör uzayı ve
´
Ω : R(Ω) → R bir doğru-

sal dönüşümdür.
(ii) f, g ∈ R(Ω) =⇒ |f |, f+, f−, f2, fg,max(f, g),min(f, g) ∈ R(Ω)12.

Eğer ayrıca bir δ > 0 ile daima f(x) ≥ δ ise 1/f ∈ R(Ω).

Kanıt. (i) Her f, g ∈ R(Ω), α, β ∈ R ve Z ∈ Z(Ω) için

R(αf + βg,Z(a)) = αR(f,Z(a)) + βR(g,Z(a)).

Sav buradan Limit Kuralları (1.1.7) ile çıkar.
(ii) ϕ(y) := |y|, y+, y− Lipschitz fonksiyonudurlar. ϕ(y) = y2 sınırlı ara-

lıklarda ve ϕ(y) = 1/y ise |y| ≥ δ da Lipschitz süreklidirler. Dolayısıyla
Önsav 2.3.17 ile ϕ ◦ f = |f |, f+, f−, f2 ∈ R(I) ve koşulumuzda 1/f ∈ R(I)
olur. Ayrıca

fg =
1

4
[(f+g)2−(f−g)2], max(f, g) = f+(g−f)+, min(f, g) = f−(f−g)+

olduğundan fg,max(f, g),min(f, g) ∈ R(I) olur. ■

Teorem 2.3.19 (Hacim ve İntegral İlişkisi) f : Ω → [0,M ] sınırlı
fonksiyonun Riemann integrallenebilir olması için gvyk [0, f ]’nun Jordan öl-
çülebilir olmasıdır ve bu durumda

´
Ω f = jn+1([0, f ]).

Kanıt. (1) f Riemann integrallenebilirse (2.50) ve (2.51)’den [0, f ] Jordan
ölçülebilir ve

´
Ω f = jn+1([0, f ]) .

12f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0) .
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(2) Şimdi M := [0, f ] kümesi Jordan ölçülebilir ve α := jn+1(M) olsun.
M[k] ve M [k] kümeleri M ’nin küpsel yaklaşımları olsunlar. M [k]’ye düşen bir
Qn+1 küpü Ω[k]’ye düşen bir Qn küpü ile Qn+1 = Qn × I tipindedir; burada
I, uzunluğu 2−k olan uygun bir aralıktır. Bu Qn küpleri Ω[k]’yi oluşturur-
ken bunların Ω’ya düşenleri Ω[k]’yi oluşturur. Ω[k]’deki herhangi iki küp ya
ayrıktır, ya da bir ortak yüzeye sahiptirler. Ortak yüzeyleri varsa bunu bir
küpte bırakıp diğerinden alarak Ω

[k]
a ,Ωa

[k] ayrık küpler ailelerini oluşturalım.

Zk := Ω ∩ Ω
[k]
a ailesi Ω’nın bir parçalanışıdır. Ωa

[k] ⊂ Zk ⊂ Ω
[k]
a olduğundan

jn+1(Ω
a
[k]) ≤ jn+1(sfZk

) ≤ jn+1(SfZk
) ≤ jn+1(Ω

[k]
a ) (2.64)

olur. Savımız Önerme 2.2.10, (2.64), (2.49), Sandviç Teoremi ve Önerme
2.3.7’den çıkar. ■

Teoremimizden ve [0, f ] = [0, f) ⊔ Gf bağıntısından aşağıdaki önerme
çıkar:

∃
ˆ
Ω
f = α⇐⇒ [0, f ], [0, f) ∈ J n+1 ve jn+1 ([f, 0)) = jn+1 ([0, f ]) = α.

(2.65)

Sonuç 2.3.20 (i) f ∈ R(Ω) ise Gf sıfır hacimlidir ve

ˆ
Ω
f =

ˆ
Ω
f+ −

ˆ
Ω
f− = jn+1([0, f ])− jn+1([0, f

−]) (2.66)

= jn+1([0, f ])− jn+1([f, 0]). (2.67)

(ii) f, g ∈ R(I) ve f ≤ g ise [f, g] Jordan ölçülebilir ve

jn+1([f, g]) =

ˆ
Ω
(g − f) =

ˆ
Ω
g −

ˆ
Ω
f. (2.68)

Kanıt. (i) f ∈ R(Ω) ise f+, f− ∈ R(Ω) . Teorem 2.3.19’dan dolayı Gf±

sıfır hacimli, Gf ⊂ Gf+ ∪G−
f olduğu için Gf sıfır hacimlidir.

[f, 0] tam da, [0, f−] kümesinin Hn := Rn × {0} hiperdüzleminde yansı-
tılmasıyla elde edilen kümedir. Bunlardan biri Jordan ölçülebilirse, diğeri de
Jordan ölçülebilir ve ölçüleri birbirine eşittir. Dolayısıyla Sonuç 2.3.18 (1),
(2) ve Teorem 2.3.19 ile
ˆ
Ω
f =

ˆ
Ω
f+−

ˆ
Ω
f− = jn+1([0, f ])−jn+1([0, f

−]) = jn+1([0, f ])−jn+1([f, 0]).
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(ii) Her c ∈ R için jn+1([f, g]) = jn+1([f + c, g + c]) olduğundan gbk
0 < f ≤ g varsayabiliriz. [f, g] = ([0, g] \[0, f ]) ⊔ Gf olduğundan Teorem
2.3.19 ile

jn+1([f, g]) = jn+1([0, g])− jn+1([0, f ]) + jn+1(Gf )

= jn+1([0, g])− jn+1([0, f ]) =

ˆ
Ω
g −

ˆ
Ω
f.

■

(2.66)’dan şunu da öğrenmiş oluyoruz:
´
Ω integrali Rn × {0} hiper düz-

leminin üstündeki hacimleri pozitif, altındakileri ise negatif ölçer.
İntegral alma yöntemlerini öğrendiğimizde, Teorem 2.3.19 ve Sonuç 2.3.20

bize bazı bölgelerin hacimlerini hesaplama fırsatı verecektir.
Her x ∈ Ω için −x ∈ Ω, ayrıca f ∈ R(Ω) ve her x ∈ Ω için f(−x) =

−f(x) ise, daha fazla bilgiye gerek duymadan,
´
Ω f = 0 olduğunu söyleyebi-

liriz. Örneğin sin fonksiyonu I := [−a, a] aralığında düzgün sürekli olduğun-
dan Riemann integrallenebilir ve her x ∈ I için −x ∈ I ve sin(−x) = − sinx
olduğundan

´
I sin = 0.

Lemma 2.3.21 f : Ω → R sınırlı fonksiyonu Jordan ölçülebilir Ω̊,Ω,Ω
kümelerinden biri üzerinden Riemann integrallenebilirse her üçünde de Ri-
emann integrallenebilir ve bu durumda

ˆ
Ω̊
f =

ˆ
Ω
f =

ˆ
Ω
f.

Kanıt. Ω̊,Ω,Ω kümelerinden biri Jordan ölçülebilirse, diğerleri de Jordan
ölçlebilir. S := Ω\Ω̊ ⊂ ∂Ω olsun; S = ∂Ω, dd Ω = Ω olabilir. Z = {Ai} ∈
Z(Ω) için Z̊ := {Ai ∩ Ω̊} ∈ Z(Ω̊) ve ZS := {Ai ∩ S} ∈ Z(S) ise Z∗ = Z̊ ∪
ZS olmak üzere Sl(f |Ω̊, Z̊) = Sl(f,Z∗) olur. ε-Ölçütü’nden dolayı f |Ω̊’nın
Riemann integrallenebilir olması f ’nin integrallenebilir olmasına denktir.

f ∈ R(Ω̊) ve α :=
´
Ω̊ f olsun; Ω = Ω olabilir. Önsav 2.3.7’den dolayı

bir
(
Z̊k

)
⊂ Z(Ω) dizisi α = limk A(f, Z̊k) = limk U(f, Z̊k) olacak biçimde

vardır. ZS ∈ Z(S) sabit seçilsin ve Zk := Z̊k ∪ ZS olsun. Şimdi Zk ∈ Z(Ω)
ve A(f, Z̊k) = A(f,Zk) ve U(f, Z̊k) = U(f,Zk) olduğundan limk A(f,Zk) =
limk U(f,Zk) = α olur. Önsav 2.3.7’den f ∈ R(Ω) ve

´
Ω f = α. ■

Önerme 2.3.22 (i) f ∈ R(Ω), A ⊂ Ω ve A ∈ J n ise f |A ∈ R(A).

(ii) f, g ∈ R(Ω) ve f ≤ g ise
´
Ω f ≤

´
Ω g (monotonluk).
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(iii) Z = {A1, . . . , Am} ∈ Zg(Ω) ve f : Ω → R sınırlı olsun.

f ∈ R(Ω) ⇐⇒ f |Ai ∈ R(Ai) i = 1, . . . ,m ve f ∈ R(Ω) iseˆ
Ω
f =

ˆ
A1

f |A1 + · · ·+
ˆ
Am

f |Am. (toplamsallık)

Kanıt. (i) ε > 0 keyfi verilsin. ε-Ölçütü’nden bir Z = {Ai} ∈ Z(Ω) parça-
lanışını Sl(f,Z) < ε olacak biçimde seçebiliriz. Z∗ = {Ai ∩ A} ∈ Z(A) ve
Sl(f |A,Z∗) ≤ Sl(f,Z) < ε olur. ε-Ölçütü ile f |A ∈ R(A).

(ii) ∀Z ∈ Z(Ω) A(f,Z) ≤ A(g,Z) =⇒
´
Ω f =

´
Ω
f ≤

´
Ω
g =

´
Ω g .

(iii) Savımızı m = 2 için kanıtlamak yeterlidir; gerisi tümevarımdır.
(iii)(1) f ∈ R(Ω) ve {A1, A2} ∈ Zg(Ω) ise önermemizin birinci kısmından

f |Ai ∈ R(Ai) olduğunu biliyoruz.
(iii)(2) Şimdi A1, A2 ⊂ Ω Jordan ölçlebilir Å1 ∩ Å2 = ∅ ve f |Ai ∈

R(Ai), i = 1, 2 olsun. A12 := A1∩A2 olmak üzere A12 ⊂ ∂A1∩∂A2 olduğun-
dan A12 sıfır hacimlidir. A′

1 := A1\A12 ∈ J n ve A′
2 := A2\A12 ∈ J n olmak

üzere A1∪A2 = A′
1⊔A′

2⊔A12 olur. Önermemizin (i) kısmından f |A′
i ∈ R(A′

i)
ve

´
A′

i
f |A′

i =
´
Ai
f |Ai. Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. Z ′

i ∈ Z(A′
i) parçalanışlarını

Sl(f |Ai,Z ′
i) < ε/2 olarak seçebiliriz. O zaman Z := Z ′

1 ∪Z ′
2 ∪{A12} ∈ Z(Ω)

için Sl(f,Z) < 2 ε
2 < ε olur. Dolayısıyla f ∈ R(Ω).

(1) ve (2)’den dolayı f ∈ R(Ω) ⇐⇒ f |Ai ∈ R(Ai), i = 1, 2. Şimdi
Z ′
ik ∈ Z(Ai) ve Z12k ∈ Z(A12) parçalanışlarını, ∥Z ′

ik∥ → 0 ve ∥Z12k∥ → 0
olacak biçimde seçelim. Zk := Z ′

1k ⊔ Z ′
2k ⊔ Z12k olmak üzere ∥Zk∥ → 0

olur. jn(A12) = 0 olduğundan R(f,Zk(ak)) =
∑2

i=1R(f |Ai,Zik(aik)) olur.
Sonuçta
ˆ
Ω
f = lim

k→+∞
R(f,Zk(ak)) =

2∑
i=1

lim
k→+∞

R(f |Ai,Z ′
ik(aik)) =

2∑
i=1

ˆ
Ai

f |Ai.

■

Teorem 2.3.23 (Yaklaşım) A ⊂ Rn sınırlı ve f : A → R sınırlı olsun.
Her k ∈ N için Bk ⊂ A Jordan ölçülebilir ve limk j̄n(A\Bk) = 0 ise A
Jordan ölçülebilir ve

ˆ
A

f = lim
k

ˆ
Bk

f ve
ˆ

A
f = lim

k

ˆ
Bk

f.

Özellikle her k için f ∈ R(Bk) ise f ∈ R(A) ve
´
A f = limk

´
Bk
f .

Kanıt. 2.2.16’dan dolayıA Jordan ölçülebilir. Açıkca
´
A
f =

´
Bk
f+

´
A\Bk

f .

Diğer yandan ∥f∥A ≤ M ise
∣∣∣´

A\Bk
f
∣∣∣ ≤ Mjn(A\Bk) →

k→+∞
0 olduğundan



52 Rn’DE İNTEGRAL

´
A
f = limk

´
Bk
f olur.

´
için sav benzer biçimde kanıtlanır ve işimiz biter.

■

Not 2.3.24 Bir kapalı Q kutusunu Ω sınırlı kümesini içerecek biçimde seçelim ve

fQ(x) :=

{
f(x) x ∈ Ω

0 x ∈ Q\Ω

olsun. Önerme 2.3.22 (2)’den dolayı fQ ∈ R(Q) ⇐⇒ fQ|Ω ∈ R(Ω) ve fQ|(Q\Ω) ∈
R(Q\Ω) olur. Q\Ω Jordan ölçülebilir ve orada fQ Riemann integrallenebilir ve

´
Q\Ω fQ =

0 olduğundan Önerme 2.3.22 (3) ile

f ∈ R(Ω) ⇐⇒ fQ ∈ R(Q) ve f ∈ R(Ω) ise
ˆ
Ω

f =

ˆ
Q

fQ. (2.69)

Bu bağıntı Q’nun seçiminden bağımsızdır. Bu nedenle çoğu yazar önce Q kapalı kutula-
rında integrali tanımlar, ardından

´
Ω
f integralini

´
Q
fQ olarak tanımlar. Her iki yaklaşım

örtüşür.

1Ω(x) :=

{
1 , x ∈ Ω

0 , x ∈ Rn\Ω
fonksiyonuna Ω’nın özgün (karakteristik) fonksiyonu denir. Ω ⊂ A ve A Jordan ölçle-
bilirse ˆ

A

1Ω = jn(Ω).

▲

[0,1Ω] = Ω× [0, 1] Jordan ölçülebilir, 1Ω ∈ R(Ω) ve
ˆ
Ω
1Ω = jn+1(Ω× [0, 1]) = jn(Ω) · j1([0, 1]) = jn(Ω)· (2.70)

Konuya Jordan ölçülebilir kümelerle değil de integralle başlanıldığında, 1Ω
Riemann integrallenebilir ise Ω Jordan ölçülebilir denir ve ölçüsü (2.70) ile
açıklanır.

Önerme 2.3.25 f, p ∈ R(Ω), p ≥ 0 ve f : Ω → [m,M ] ise
(i) mjn(Ω) ≤

´
Ω f ≤Mjn(Ω).

(ii) m
´
Ω p≤

´
Ω pf≤M

´
Ω p.

(iii)
∣∣´

Ω f
∣∣ ≤ ´

Ω |f | ≤ ∥f∥Ω jn(Ω).
Kanıt. (i) ve (ii) monotonluktan çıkar (bkz. 2.3.22 (ii)). ±f ≤ |f | olduğun-
dan, yine monotonluk (iii)’ü verir. ■

Teorem 2.3.26 (Aradeğer Teoremi) f ∈ R(Ω), m = infΩ f ve M =
supΩ f olmak üzere bir µ ∈ [m,M ] ile

ˆ
Ω
f = µjn(Ω). (2.71)
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Eğer ayrıca Ω kompakt, bağlantılı ve f sürekli ise bir ξ ∈ Ω ile
´
Ω f =

f(ξ)jn(Ω).

Kanıt. Önerme 2.3.25 (1)’den bir µ ∈ [m,M ] ile
´
Ω f = µjn(Ω) olur. Ω

kompakt ve f sürekli ise a, b ∈ Ω noktaları f(a) = m ve f(b) = M olacak
biçimde seçilebilirler. Ω bağlantılı ise bir γ : [0, 1]→Ω gezisi γ(0) = a ve
γ(1) = b olacak biçimde seçilebilir. Aradeğer Teoreminden f ◦ γ fonksiyonu
µ değerini bir t0 noktasında alır; bu durumda ξ := γ(t0) için µ = f(ξ) olur.

■

Önerme 2.3.27 (Schwarz Eşitsizliği) Her f, g ∈ R(Ω) için∣∣∣∣ˆ
Ω
fg

∣∣∣∣2 ≤ ˆ
Ω
f2 ·

ˆ
Ω
g2.

Kanıt. Her f, g ∈ R(Ω) için ⟨f, g⟩ :=
´
Ω fg ile R(Ω) vektör uzayında bir iç

çarpım açıklanır. Savımız bu iç çarpıma ilişkin Schwarz eşitsizliğidir. ■

Teorem 2.3.28 (fk) ⊂ R(Ω) ve fk
Ω

=⇒ f ise f ∈ R(Ω) ve
´
Ω f = lim

´
Ω fk.

Kanıt. ε > 0 keyfi verilsin. Bu durumda bir nε ∈ N ile her k ≥ nε için
∥fk − f∥ < ε, dd

∀x ∈ Ω ∀k ≥ nε (fk(x)− ε ≤ f(x) ≤ fk(x) + ε) .

Buradan her Z ∈ Z(Ω) ve her k ≥ nε için

A(fk,Z)− εjn(Ω) ≤ A(f,Z) ≤ A(fk,Z) + εjn(Ω)

elde edilir. Dolayısıyla her k ≥ nε için,
´
Ωfk =

´
Ωfk =

´
Ω fk olduğunu da

gözetirsek ˆ
Ω
fk − εjn(Ω) ≤

ˆ
Ω
f ≤

ˆ
Ω
fk + εjn(Ω),

dd her k ≥ nε için
∣∣∣´Ω fk − ´

Ωf
∣∣∣ < εjn(Ω) olur. Böylece lim

´
Ω fk =

´
Ωf .

Benzer biçimde lim
´
Ω fk =

´
Ω kanıtlanır ve bu savı verir. ■

Sonuç 2.3.29 (fk) ⊂ R(Ω) ve
∑

k≥0 fk
Ω

=⇒ f ise f ∈ R(Ω) ve
´
Ω f =∑

k≥0

´
Ω fk.
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2.4 Lebesgue Ölçütü

Uzlaşma: Yine bu kısımda da Ω ∈ J n ve f : Ω → R sınırlı olacaktır.

p > 0 olsun. “f, x’te sürekli ⇐⇒ sl(f, x) = 0” olduğunu biliyoruz.

S ≡ Sf := {x ∈ Ω|f, x’te süreksiz} ve
Ωp ≡ Ωf,p := {x ∈ Ω| sl(f, x) ≥ p}

olmak üzere Sf =
⋃

p>0Ωf,p =
⋃+∞

n=1Ωf,1/n.
Sonuç 2.3.8’de Ω’daki her sınırlı ve düzgün sürekli f ’nin Riemann integ-

rallenebilir olduğunu öğrendik. Örnek 2.3.16 (2)’de ise Riemann integrallene-
meyen bir fonksiyon tanıdık; bu fonksiyon için Sf ’nin hacmi pozitiftir. Örnek
2.3.16(3)’te sayılabilir sonsuz noktada süreksiz, yine de Riemann integral-
lenebilir bir fonksiyon tanıdık. Bu fonksiyon için Sf , yakınsak bir dizinin
noktaları olarak, sıfır hacimlidir. Örnek 2.3.16 (4)’te ise I = (0, 1) aralı-
ğında tanımlı, irrasyonel noktalarda sürekli, rasyonel noktalarda süreksiz,
Riemann integrallenebilir bir f fonksiyonu tanıdık. Bu kez Sf sıfır hacimli
değildir; ancak her n ∈ N∗ için (sonlu noktadan oluşan) S1/n sıfır hacimli-
dir ve Sf =

⋃
n≥1 S1/n. Yani Sf , sayılabilir çoklukta sıfır hacimli kümenin

birleşimidir. İyi de, tam olarak hangi f : Ω → R fonksiyonları Riemann
integrallenebilir? Örneklerimizden Sf ve Ωf,p’lerin bir biçimde işe karışaca-
ğını seziyoruz. Buradan ilerleyeceğiz. x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ve r > 0 için
Qr[x] :=

∏n
i=1[xi − r, xi + r] olsun.

Lemma 2.4.1 K ⊂ Rn kompakt, f : K → R ve bir ε > 0 ile her x ∈ K
için sl(f, x) < ε olsun. Bir δ > 0 sayısı, her x ∈ K için Sl(f,K ∩Qδ[x]) < ε
olacak biçimde bulunabilir.

Kanıt. Her x ∈ K için Q2δx [x] kutusunu Sl(f,K ∩ Q2δx [x]) < ε olacak
biçimde seçebiliriz. {Q̊δx [x]}x∈K ailesi K’nin bir açık örtüsüdür. K kompakt
olduğundan, bunlardan sonlu tanesi ile, diyelim ki Q̊δx1

[x1], . . . , Q̊δxm [xn] ile
K’yi örtebiliriz. δ = min1≤i≤m δxi işimizi görür. ■

Teorem 2.4.2 f : Ω → R sınırlı olsun. f ∈ R(Ω) olması için gvyk her
p > 0 için Ωp := {x ∈ Ω | sl(f, x) ≥ p}’nin sıfır hacimli olmasıdır.

Kanıt. Önsav 2.3.21’den dolayı Ω’yı kompakt alabiliriz.
(1) Her p > 0 için Ωp sıfır hacimli olsun. f ≡ 0 ise f ∈ R(Ω). Dolayısıyla

f ̸≡ 0 ve M := supx∈Ω |f(x)| > 0 olsun. ε > 0 keyfi verilsin. Bir p > 0
sayısını 0 < p < ε/(1 + jn(Ω)) olacak biçimde seçelim. Varsayımdan dolayı
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Ωp sıfır hacimlidir. Dolayısıyla Q1, . . . , Qk açık kutuları

Ωp ⊂
k⋃

i=1

Qi ve
k∑

i=1

vn(Qi) <
p

2M
(2.72)

olacak biçimde seçilebilir. ŞimdiK := Ω\⋃k
i=1Qi Jordan ölçülebilir bir kom-

pakt kümedir ve her x ∈ K için sl(f, x) < p. Önsav 2.4.1 ileK’yi sonlu sayıda
Q′

1, . . . , Q
′
m kutularıyla, daima Sl(f,K ∩ Q′

i) < p olacak biçimde, örtebili-
riz. F ′ :=

⋃m
i=1Q

′
i figürünü ayrık Q′′

1, . . . , Q
′′
l kutularının, Sl(f,K ∩Q′′

i ) < p
olacak biçimde, birleşimi olarak yazabiliriz. Dolayısıyla Ai := Q′′

i ∩K olmak
üzere Z = {A1, . . . , Al}, K’nin bir parçalanışıdır ve hep Sl(Ai) < p. Z’yi bir
biçimde bir Z ′ = Z ∪ {Al+1, . . . , Ar} ∈ Z(Ω) parçalanışına tamamlayalım.
Bu durumda A = {Al+1, . . . , Ar} olmak üzere, Sl(f,Qi) ≤ 2M ve (2.72) ile

Sl(f,Z ′) = Sl(f,Z) + Sl(f,A) ≤ pjn(K) +

r∑
j=l+1

Sl(f,Aj)jn(Aj)

≤ pjn(Ω) +

k∑
i=1

2Mjn(Qi) ≤ pjn(Ω) + 2M
p

2M
= p(1 + jn(Ω)) < ε.

ε-Ölçtü ile f ∈ R(Ω).
(2) Şimdi bir p > 0 için Ωp sıfır hacimli olmasın. Bu durumda bir δ > 0

sayısı, Ωp ⊂ F ∈ Fn koşulunu sağlayan her F figürü için vn(F ) > δ olacak
biçimde vardır. Özellikle her Z ∈ Z(Ω) parçalanışı için Ω =

⋃Z olduğundan
Sl(f,Z) ≥ pδ > 0 olur. ε sayısı 0 < ε < pδ olarak seçilirse her Z ∈ Z(Ω) için
Sl(f,Z) > ε olur. ε-Ölçtü ile f /∈ R(Ω). ■

Sonuç 2.4.3 f ’nin Riemann integrallenebilir olması için gvyk Sf ’nin sayı-
labilir çoklukta sıfır hacimli kümelerinin birleşimi olmasıdır.

Kanıt. Sav Sf =
⋃

p>0Ωf,p =
⋃+∞

n=1Ωf,1/n eşitliğinden çıkar. ■

Tanım 2.4.4 A ⊂Rn olsun. Her ε > 0 sayısına karşılık sayılabilir çok-
lukta Q1, Q2 . . . kutuları A ⊂ ⋃+∞

i=1 Qi ve
∑+∞

i=1 vn(Qi) < ε olacak biçimde
bulunabiliyorsa A’ya bir sıfır kümesidir denir.

Kimi yazar bu tanımlarda Qk kutularının açık olmalarını, kimi yazarlar
ise kapalı olmalarını ister. Ancak bu yaklaşımlar bizimkine denktir. Örneğin
tanımda kutuların açık olmasını istemişseniz, vn(Q̊k) = vn(Q) = vn(Qk)
olduğundan, herhangi türden bir kutu veya kapalı kutu da kullanabilirsiniz.
Geriye kapalı kutulardan açık kutulara geçilebilineceğini göstermek kalıyor.
ε > 0 verilsin ve biz sayılabilir çoklukta Q1, Q2 . . . kapalı kutularını A ⊂
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⋃+∞
i=1 Qi ve

∑+∞
i=1 vn(Qi) < ε/2 olacak biçimde seçelim. Her birQn kutusunu,

hacim artışı ε/2n+1’i geçmeyecek biçimde bir Pn açık kutusuna genişletelim.
Belli ki A ⊂ ⋃+∞

i=1 Pi ve
∑+∞

i=1 vn(Pi) < ε olur.
∅ de bir açık kutu olduğundan her sıfır hacimli küme bir sıfır kümesi-

dir. Sıfır kümelerinin altkümeleri de sıfır kümeleridir. X ⊂ R ve φ(x) ise
X’in noktalarına ilişkin bir önerme olsun. {x ∈ X | ¬φ(x)}, dd φ’nin doğru
olmadığı noktaların kümesi bir sıfır kümesi ise φ, X’te hemen her yerde
geçerlidir denir; bunu kısaca “X’te hhy φ” ile göstereceğiz.

Lemma 2.4.5 (i) Rn’de sıfır hacimli kümelerinin bir (Sn)n≥1 dizisi için
S =

⋃
n≥1 Sn kompaktsa, S de sıfır hacimlidir.

(ii) Sıfır kümesi olan kompakt K ⊂ Rn kümeleri sıfır hacimlidir.

Kanıt. (i) ε > 0 keyfi verilsin. Her Si kümesini
∑mi

j=1 vn(Qi,j) < ε/2i koşu-
lunu sağlayan Qi,j açık kutularıyla örtebiliriz. Tüm bu kutular S kompakt
kümesinin bir açık örtüsünü oluşturur. S kompakt olduğundan bu kutuların
sonlu tanesi S’yi örter ve bunların hacimleri toplamı belli ki ε’dan küçüktür.
Sonuçta S sıfır hacimlidir.

(ii) K ⊂ Rn bir kompakt sıfır kümesi olsun. ε > 0 keyfi verilsin. K’yi
sayılabilir Q1, Q2, . . . açık kutularıyla,

∑n
i=1 vn(Qi) < ε olacak biçimde örte-

biliriz. K kompakt olduğundan bunlardan sonlu tanesi, onlara Qi1 , . . . , Qim

diyelim, K’yi örter ve belli ki
∑m

j=1 vn(Qij ) < ε. Öyleyse K sıfır hacimlidir.
■

Önerme 2.4.6 Sayılabilir çoklukta sıfır kümelerinin birleşimi de sıfır kü-
mesidir.

Kanıt. S1, S2, . . . sıfır kümeleri ve S =
⋃

i≥1 Si olsun. ε > 0 keyfi verilsin.
Her bir Si’yi sayılabilir çokluktaQi,1, Qi,2, . . . açık kutularıyla

∑
j≥1 vn(Qi,j) <

ε/2i olacak biçimde örtebiliriz. Sonunda sayılabilir çokluktaki {Qi,j}i,j∈N∗

açık kutularımızla S’yi örtebiliriz ve

∑
i,j∈N∗

vn(Qi,j) =
+∞∑
i=1

+∞∑
j=1

vn(Qi,j

 <
+∞∑
i=1

ε

2i
< ε.

Böylece S bir sıfır kümesidir. ■

Not 2.4.7 Her a ∈ Rn için {a} bir sıfır kümesi olduğundan her sayılabilir A ⊂ Rn bir sıfır
kümesidir; özellikle sayılabilir Qn bir sıfır kümesidir. Ancak Qn aynı zamanda Rn’de yo-
ğundur. Dolayısıyla sayılabilir çoklukta bozulmamış Q1, Q2, . . . kutularıyla Qn’i örtersek,
geometrinin de, sezginin de, sağduyunun da söylediği

∑+∞
i=1 vn(Qi) = +∞ olacağıdır. Gel

gör ki aritmetik her ε > 0 sayısına karşılık bu kutuları
∑+∞

i=1 vn(Qi) < ε olacak biçimde
seçebileceğimizi söylüyor!
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R’de sayılamaz bir sıfır kümesi var mıdır? Evet, örneğin C Cantor kümesi. I = [0, 1]

birim aralığı olsun. I aralığını üç eşit uzunluklu [1, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1] kapalı aralıkla-
rına bölelim. I’dan ortadaki (1/3, 2/3) açık aralığını attıktan sonra geriye kalan kompakt
kümeyi C1 ile gösterelim. Geriye kalan [1, 1/3] ve [2/3, 1] kapalı aralıklarıyla aynı işlemi
yaparak C2 kompakt kümesi elde edilir ve C2 ⊂ C1. Bu işlem sürdürülerek her n ∈ N∗

için Cn kompakt kümeleri I ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ · · · olacak biçimde elde edilir. C :=
⋂

Cn’ye
Cantor kümesi denir. ε > 0 keyfi verilsin. n doğal sayısını 2n/3n < ε olacak biçimde se-
çelim. Cn her birinin uzunluğu 1/3n olan 2n ayrık I1, . . . , I2n kapalı aralığının birleşimidir.
C ⊂ Cn =

⊔2n

i=1 Ii ve
∑

v1(Ii) < ε. Öyleyse C, R’de bir sıfır kümesidir.
▲

Teorem 2.4.8 (Lebesgue Ölçütü) f : Ω → R sınırlı fonksiyonunun
Riemann integrallenebilir olması için gerek ve yeter koşul, f ’nin Ω’da hhy
sürekli olmasıdır.

Kanıt. (1) f ∈ R(Ω) olsun. Sonuç 2.4.3’ten dolayı Sf sayılabilir çoklukta
sıfır hacimli kümenin birleşimidir. Sıfır hacimli kümeler sıfır kümeleri oldu-
ğundan Önerme 2.4.6 ile Sf sıfır kümesidir.

(2) Önsav 2.3.21’den dolayı Ω’yı kompakt alabiliriz. Sf sıfır kümesi ise
her p > 0 için Ωf,p = {x ∈ I|sl(f, x) ≥ p} de bir sıfır kümesidir. Ωf,p bir
kompakt kümenin kapalı altkümesi olarak kompakttır. Önsav 2.4.5 (ii)’den
dolayı Ωf,p sıfır hacimlidir. Teorem 2.4.2’den f ∈ R(Ω). ■

Uyarı. “f fonksiyonu Ω’da hhy süreklidir” ve “f fonksiyonu, Ω’da sürekli
bir g fonksiyonuna hhy eşittir” farklı kavramlardır. Örneğin Ω = [0, 1] ve
A = Ω ∩ Q olmak üzere f = 1A ve g ≡ 0 olsun. g süreklidir ve hhy f = g.
Ancak f fonksiyonu her x ∈ Ω noktasında süreksizdir!

Lebesgue ölçütü çok güçlüdür. Şimdiye kadar kanıtladığımız savların
her biri neredeyse tek bir cümleyle bu ölçütten kazanılır. Örneğin her sü-
rekli sınırlı fonksiyon integrallenebilir. Monoton f : [a, b] → R fonksiyon-
ları Riemann integrallenebilir, çünkü Sf sayılabilir bir kümedir. Örneğin
f, g ∈ R(Ω) ise Sαf+βg, Sfg ⊂ Sf ∪ Sg olduğundan αf + βg, fg ∈ R(Ω)
vs.... Okura daha önce kanıtlanan teoremleri bir kez de Lebesgue Ölçütü ile
gözden geçirmelerini öneririz. Bunlara bir kaç sonuç daha ekleyelim.

Sonuç 2.4.9 f : Ω → [a, b] Riemann integrallenebilir ve g : [a, b] → R
sürekli ise g ◦ f Riemann integrallenebilir.

Kanıt. g ◦ f sınırlı ve Sg◦f ⊂ Sf . Bu ve Lebesgue Ölçütü savı verir. ■

Sonuç 2.4.10 f : Ω → [0,M ] Riemann integrallenebilir ve
´
Ω f = 0 ise f

fonksiyonu hhy sıfırdır.
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Kanıt. f hhy süreklidir. a ∈ Ω, f(a) = p > 0 ve f ’nin a’da sürekli oldu-
ğunu varsayalım. Bozulmamış bir Q kutusunu her x ∈ Q için f(x) ≥ p/2
olacak biçimde seçelim. g : Ω → R fonksiyonu g|Q ≡ p/2 ve g|(Ω\Q)≡ 0
olarak açıklansın. g ∈ R(Ω) ve 0 ≤ g ≤ f olduğundan, monotonluktan
0 < pvn(Q)/2 =

´
Ω g≤

´
Ω f . Bu hipotezimizle çelişir. Dolayısıyla f fonksi-

yonu sürekli olduğu her noktada 0 değerini alır. ■

Örnek 2.4.11. (1) I = [0, 1] ve n ∈ N∗ için

fn(x) :=


0, x = 0

n, 0 < x < 1/n

0, 1/n ≤ x ≤ 1

olsun. Her x ∈ I için ∃ lim fn(x) = 0 =: f(x). Her fn bir merdiven fonksiyonudur,
Riemann integrallenebilir,

´
I
fn = 1 ve

´
I
f = 0. Dolayısıyla lim

´
I
fn ̸=

´
I
lim fn. Eşitlik

için ek koşullar gereklidir (bkz. Teorem 2.4.12). Bu Riemann integralinin hoş olmayan bir
özelliğidir.

(2) I = [0, 1] aralığındaki rasyonel sayıları r0, r1, r2, . . . olarak damgalayalım. n ∈ N
ve x ∈ I için

fn(x) :=

{
1 x ∈ {r0, . . . , rn}
0 diğer durumlarda

olarak açıklansın. fn ∈ R(I) ve (fn) dizisi I’da, rasyonel noktalarda 1 ve irrasyonel
noktalarda 0 değerini alan, f Dirichlet fonksiyonuna yakınsar. fn ↗ f olduğunu özellikle
belirtelim. Ancak f /∈ R(I)! Böylece Riemann integralinin iki zayıf noktasıyla tanıştık.
Bunları bir sonraki bölümde Lebesgue integraliyle gidereceğiz.

Teorem 2.4.12 (fk) ⊂ R(Ω) ve fk
Ω

=⇒ f ise f ∈ R(Ω) ve
´
Ω f = lim

´
Ω fk.

Kanıt. fn’nin süreksiz olduğu noktaların kümesi Sn ve S :=
⋃

n≥0 Sn olsun.
Lebesgue Ölçütü’nden her Sn bir sıfır kümesidir; Önerme 2.4.6 ile S bir sıfır

kümesidir. Her fn fonksiyonu Ω\S’de süreklidir; fn
Ω\S
=⇒ f olduğu için f

fonksiyonu Ω\S’de süreklidir. Lebesgue Ölçütü ile f ∈ R(Ω). Diğer yandan∣∣∣∣ˆ
Ω
f −

ˆ
Ω
fn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ
Ω
(f − fn)

∣∣∣∣ ≤ ˆ
Ω
|f − fn| ≤ jn(Ω) ∥f − fn∥Ω →

n→+∞
0

savın kalanını verir. f ∈ R(Ω) olduğu ε-Ölçütü’nden de görülebilir. ■

Sonuç 2.4.13 (fk) ⊂ R(Ω) ve
∑

k≥0 fk
Ω

=⇒ f ise f ∈ R(Ω) ve
´
Ω f =∑

k≥0

´
Ω fk.

Örnek 2.4.14. I = [0, 1] ve her n ∈ N∗ için fn(x) := x
n(x+n)

, x ∈ I olsun. fn monoton
artan olduğundan her x ∈ I için 0 ≤ |fn(x)| ≤ 1/n(1 + n) olur.

∑
n≥1

1
n(n+1)

= 1
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olduğundan
∑

n≥1 fn serisi I’da, orada sürekli bir f fonksiyonuna düzgün yakınsar. Her
x ∈ I için 0 ≤ f(x) ≤ 1 ve Sonuç 2.3.18 ile∑

n≥1

ˆ 1

0

fn =

ˆ 1

0

f =: γ,

açıkca 0 < γ < 1. Bu sayıya Euler sabiti denir. Diğer yandan
ˆ 1

0

fn(x)dx =

ˆ 1

0

(
1

n
− 1

x+ n

)
dx =

1

n
− ln

n+ 1

n
, dolayısıyla

n∑
k=1

ˆ 1

0

fk(x)dx =

n∑
k=1

1

k
− ln(n+ 1) → γ.

lim(lnn− ln(n+ 1)) = 0 olduğundan ln(n+ 1) yerine lnn alabilir ve

γ = lim

(
n∑

k=1

1

k
− lnn

)

elde ederiz.

Not 2.4.15 Kurallı fonksiyonlar13: I = [a, b] bir kapalı aralık olsun. Mr(I) ile I ara-
lığındaki merdiven fonksiyonlarının kümesini göstermiştik. Biz Mr(I) ⊂ R(I) olduğunu
biliyoruz. Son zamanlarda şöyle bir yol da izlenmektedir. Merdiven fonksiyonları ile baş-
lanır ve bunların integrali (2.62) eşitliği ile tanımlanır. f : I → R sınırlı fonksiyonu için
bir (tn) ⊂ Mr(I) dizisi tn

I
=⇒ f olacak biçimde varsa f bir kurallı fonksiyondur denir.

Bir fonksiyonun kurallı olması her a < x < b için f(x− 0) ve f(x+0) limitlerinin, ayrıca
f(a+) ve f(b−) limitlerinin olması demektir (bkz. [11]). Sonra

(´
I
tn
)

dizisinin yakınsak
olduğu ve bu dizinin limitinin seçilen merdiven fonksiyonu dizisinden bağımsız olduğu
gösterilir, dd (t′n) ⊂ Mr(I) ve t′n

I
=⇒ f ise lim

´
I
tn = lim

´
I
t′n olduğu kanıtlanır. Ardın-

dan
´
I
f := lim

´
I
tn olarak açıklanır. Ancak biz f ∈ R(I) ve

´
I
f := lim

´
I
tn olduğunu

biliyoruz. I’da tanımlı kurallı fonksiyonların kümesini Ru(I) ile gösterelim.
Şimdi Ru(I) ⊊ R(I) olduğunu görelim. Örneğin I = [0, 1] ve

f(x) :=

{
0, x = 0

sin 1/x, 0 < x ≤ 1

olsun. f fonksiyonu yalnızca 0 noktasında süreksizdir, dolayısıyla f ∈ R(I). Ancak f /∈
Ru(I), çünkü f(0+) limiti yoktur. Bunu bu teoreme başvurmadan da görebiliriz. Gerçek-
ten de I’nın Z = {0 = x0, . . . , xn = 1} parçalanışı verilsin ve 0 < x1 olsun. Her t ∈ Mr(Z)
merdiven fonksiyonu (0, x1) aralığında sabitken f fonksiyonu bu aralıkta ±1 değerlerini
alır. Dolayısıyla ∥f − t∥I ≥ 1; öyleyse f /∈ Ru(I). Bu yolu izleyenler, başlangıç için, yine
de Ru(I)’nın yeterince zengin olduğunu savunurlar. ▲

Genelde izlenen yol: Kısaca özetleyelim. Jordan ölçüsüne girilmez.
Fn’deki vn : Fn → [0,+∞) hacmi ile yetinilir. Q ∈ Fn herhangi bir kutu
(genelde kapalı kutu yeğlenir) ve f : Q→ R bir sınırlı fonksiyon olsun. Q’nun

13Fransızca “fonction réglée”, ingilizce “regulated function” veya “admissible function”,
almanca “Regelfunktionen” veya bazen “sıçramalı sürekli fonksiyonlar”.
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yalnızca kutulara parçalanışlarıyla çalışılır (Genelde girişimsiz parçalanışla
çalışılır). Q’nun sonlu sayıda kutulara parçalanışlarının kümesini Zk(Q) ile
gösterelim. Her Z = {Q1, . . . , Ql} ∈ Zk(Q) için mi := inf f(Qi) ve Mi :=
sup f(Qi) olmak üzere

A(f,Z) =
∑
1≤i≤l

mivn(Qi) ve U(f,Z) =
∑
1≤i≤l

Mivn(Qi) ve

ˆ
Q

f := sup
Z∈Zk(Q)

A(f,Z) ve
ˆ

Q
f := inf

Z∈Zk(Q)
U(f,Z)

olarak açıklanır.
´
Q
f =

´
Qf durumunda f fonksiyonu Riemann integral-

lenebilir denir. Bu yaklaşımda f Riemann integrallenebilirse [0, f ] ⊂ Rn+1

kümesinin jn+1([0, f ]) Jordan hacmi
´
Q f olarak açıklanır. A ⊂ Rn herhangi

bir sınırlı küme ve Q ⊂ Rn ise, A ⊂ Q koşulunu sağlayan herhangi bir kutu
olmak üzere, 1A fonksiyonu Q’da Riemann integrallenebilirse A kümesi Jor-
dan ölçülebilir denir ve jn(A) :=

´
Q 1A olarak açıklanır. Her iki yaklaşım

örtüşür.

2.5 Parametreye Bağlı İntegraller ve Fubini teoremi

Not. Şimdiye kadar Riemann integrallenebilir fonksiyonlara ilişkin teorem-
ler kanıtladık; ancak integrali hesaplama yöntemleri öğrenmedik. İntegral
hesaplamanın iki önemli aracı var: Fubini Teoremi ve Değişken Değiştirme
Teoremi. Bunlardan ikincisini bir sonraki kısımda ele alacağız. Bu kısımda
kanıtlayacağımız Fubini Teoremi Rn’deki integrali R’deki integrallerle he-
saplamamızı sağlar. Kısım 4.7’de R’de integrali ayrıntılı olarak ele alacağız.
▲

A ⊂ Rn, B ⊂ Rm, (x, y) ∈ A×B ve f : A×B → R olmak üzere

f(x, ·) : B → R fonksiyonu f(x, ·)(y) := f(x, y) ve
f(·, y) : A→ R fonksiyonu f(·, y)(x) := f(x, y) olsun.

Teorem 2.5.1 (Parametreye Bağlı İntegraller) K ⊂ Rn Jordan ölçü-
lebilir bir kompakt küme, g ∈ R(K) ve B ⊂ Rm olsun.

(i) f : K ×B → R sürekli ise

F (y) :=

ˆ
K
f(·, y)g ≡:

ˆ
K
f(x, y)g(x)dx

fonksiyonu B’de süreklidir.
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(ii) B açık olsun. ∂f
∂yi

var ve f ve ∂f
∂yi

’nin ikisi de K ×B’de sürekli ise ∂F
∂yi

var ve

∂F

∂yi
(y) =

∂

∂yi

ˆ
K
f(x, y)g(x)dx =

ˆ
K

∂f

∂yi
(x, y)g(x)dx. (2.73)

Kanıt. (i) b ∈ B keyfi verilsin. F ’nin b’de sürekli olduğunu Dizi Ölçütü
ile kanıtlayacağız. (bk) ⊂ B ve bk → b olsun. Her k ve her x ∈ K için
fk(x) := f(x, bk) ve h(x) := f(x, b) olarak açıklansın. Koşullarımızdan h
ve fk fonksiyonları K’de süreklidirler. C := {b, b0, b1, b2, . . .} kümesi kom-
pakttır; dolayısıyla K × C kompakttır. f fonksiyonu K × C’de düzgün
süreklidir. Dolayısıyla her ε > 0 sayısına karşılık bir δε > 0 sayısını her
(x, y), (x′, y′) ∈ K × C için∥∥x− x′

∥∥ < δx,
∥∥y − y′

∥∥ < δx =⇒
∣∣f(x, y)− f(x′, y′)

∣∣ < ε (2.74)

olacak biçimde seçebiliriz. Bir kε ∈ N sayısını her k ≥ kε için ∥bk − b∥ < δε
olacak biçimde seçersek (2.74) ile

∀x ∈ K ∀k ≥ kε (|fk(x)− h(x)| = |f(x, bk)− f(x, b)| < ε)

elde ederiz. Dolayısıyla fk
K
=⇒ h; buradan da, g sınırlı olduğundan fkg

K
=⇒

hg olur. Teorem 2.4.12 ile

limF (bk) = lim

ˆ
K
f(·, bk)g =

ˆ
K
lim f(·, bk)g =

ˆ
K
lim fkg =

ˆ
K
hg = F (b)

olur. Dolayısıyla F fonksiyonu b’de süreklidir.
(ii) Şimdi B açık olsun ve b ∈ B keyfi verilsin. C ⊂ B ise b noktasının

bir kompakt komşuluğu olsun. ∂f
∂yi

fonksiyonu K × C kompakt kümesinde
düzgün süreklidir. ei standart birim vektörümüz ve (rk) ⊂ R∗ bir sıfır dizisi
olmak üzere, Ortalama Değer Teoremi’nden , |r′k|≤ rk koşulunu sağlayan
r′k’ler ile

f(x, b+ rkei)− f(x, b)

r′k
=
∂f

∂yi
(x, b+ r′kei)

olur. ∂f
∂yi

(x, b+ r′kei)
K
=⇒ ∂f

∂yi
(x, b) ve g sınırlı olduğundan

∂f

∂yi
(x, b+ r′kei)g(x)

K
=⇒ ∂f

∂yi
(x, b)g(x).

Bu ve Teorem 2.4.12 (2.73)’ü verir. ∂F
∂yi

’nin sürekliği (i)’den çıkar.
■
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Sonuç 2.5.2 0 ≤ k ≤ +∞ olmak üzere f ’nin y1, . . . , ym’lere göre k.ci
dereceye kadar tüm kısmi türevleri var ve bunlar K × B’de sürekli iseler
F ∈ Ck(B).

Not. Bir kez F (y) hesaplanmışsa, (2.73) eşitliği, sağındaki integrali, soldaki
türev aracılığı ile bulmamızı sağlar. Örneğin f : [0, 1]× (0,+∞) → R fonksi-
yonu f(x, y) = xy olarak verilmişse, ileride öğreneceğimiz bilgilerle kolayca
görebileceğimiz gibi

F (y) =

ˆ 1

0
xydx =

1

1 + y
,

dolayısıyla ˆ 1

0
xy (lnx)k dx = F (k)(y) =

(−1)kk!

(y + 1)k+1
.

▲

En yalın haliyle Fubini Teoremi, I, J sonlu kümeler ve aij ∈ R olmak
üzere ∑

iεI,j∈J
aij =

∑
i∈I

∑
j∈J

aij

 =
∑
j∈J

(∑
i∈I

aij

)

eşitliğidir.
A ⊂ Rn ve B ⊂ Rm Jordan ölçülebilir olmak üzere f ∈ R(A×B) verilsin.

Her x ∈ A için f(x, ·)’in R(B)’de ve her y için f(·, y)’nin R(A)’da olması
gerekmez. Örneğin A = B = [0, 1] ve f : A×B → R sürekli olsun. f Riemann
integrallenebilir. Şimdi S = {1/2}×B olmak üzere g : A×B → R fonksiyonu
şöyle açıklansın: (A×B) \S’de g ve f aynı değeri alsınlar; g’nin (1/2, y)’deki
değeri y rasyonelse 1, irrasyonelse 0 olsun. S sıfır hacimli olduğundan g
fonksiyonu A × B’de Riemann integrallenebilir. Ancak g(1/2, ·) fonksiyonu
B’de integrallenemez.

Tersine bir f : A × B → R sınırlı fonksiyonu verilsin. Her x ∈ A için
f(x, ·) fonksiyonu B’de Riemann integrallenebilir ve her y ∈ B için f(·, y)
fonksiyonu A’da Riemann integrallenebilir olsa bile f ’nin A×B’de Riemann
integrallenebilir olması gerekmez. Örneğin A = B = I = [0, 1] olmak üzere
Q := [0, 1] × [0, 1] kapalı kutusu olsun. Bir an için Q’da yoğun bir Y kü-
mesini şu şekilde bulduğumuzu varsayalım. Her x ∈ I için {x} × I çubuğu
Y ’ye ait en fazla bir nokta ve benzer biçimde her y ∈ I için I × {y} çu-
buğu Y ’ye ait en fazla bir nokta içersin. Şimdi f : Q → R fonksiyonu
f |Y :≡ 1 ve f |(Q\Y ) :≡ 0 olarak açıklansın, dd f = 1Y olsun. f /∈ R(Q)
olduğu kolayca görülür. Diğer yandan her x için f(x, ·) fonksiyonu B’de ve
her y ∈ A içinse f(·, y) fonksiyonu A’da Riemann integrallenebilir. Ayrıca
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φ(x) :=
´
B f(x, y)dy = 0 ve φ de A’da integrallenebilir.

´
A

(´
B f(x, y)dy

)
dx

ardışık integrali var, ancak f fonksiyonu A×B’de integrallenemez. Sıra böyle
bir Y kümesini bulmaya kaldı ve burada da, geometri ve sezgi yine bizi çare-
siz bırakıyor! Q’nun topolojisinin sayılabilir bazı vardır. Örneğin baz olarak
Q’daki, merkezleri Q∩Q2’de ve yarıçapları da rasyonel olup Q’ya düşen açık
topları alabiliriz. Bunlar sayılabilir çokluktadırlar: Onları A1, A2, A3, . . . ola-
rak numaralandıralım. a1 ∈ A1 öğesini rastgele seçelim. Şimdi ai ∈ Ai olmak
üzere a1, . . . , an−1 seçilmiş olsunlar. Bu noktaların koordinatları 2(n−1) ta-
nedir, yani sonludur. An bir açık küme olduğundan bir an ∈ An noktasını,
her bir koordinatı bu 2(n−1) koordinattan farklı olarak seçilebilir. Y kümesi
Q’da yoğundur ve istenen koşulu sağlar.

fB(x) :=

ˆ
B

f(x, ·) =
ˆ

B

f(x, y)dy ve fB(x) :=
ˆ

B
f(x, ·) =

ˆ
B
f(x, y)dy

fA(y) :=

ˆ
A

f(·, y) =
ˆ

A

f(x, y)dx ve fA(y) :=
ˆ

A
f(·, y) =

ˆ
A
f(x, y)dx

olsun. Bu gösterimlerle aşağıdaki teorem geçerlidir.

Teorem 2.5.3 (Fubini Teoremi) A ⊂ Rn ve B ⊂ Rm Jordan ölçülebilir
ve f ∈ R(A×B) olsun. fA, fA ∈ R(B), fB, fB ∈ R(A) ve

ˆ
A×B

f =

ˆ
A
fB =

ˆ
A
fB =

ˆ
B
fA =

ˆ
B
fA (2.75)

Sonuç 2.5.4 f : A×B → R sürekli ve sınırlı ise
ˆ
A×B

f =

ˆ
A

(ˆ
B
f(x, y)dy

)
dx =

ˆ
B

(ˆ
A
f(x, y)dx

)
dy.

Kanıt. Biz (2.75)’teki ilk eşitliği kanıtlayacağız; diğerleri benzer biçimde
kanıtlanır. I, J sonlu damga kümeleri olmak üzere A = {Ai}i∈I ve B =
{Bj}j∈J sırasıyla A ve B’nin birer parçalanışları olsunlar. Bu durumda A×
B = {Ai×Bj |i ∈ I, j ∈ J}, A×B’nin bir parçalanışıdır.mij := inf f(Ai×Bj)
olmak üzere

A(f,A× B) =
∑

i∈I,j∈J
mijjn+m(Ai ×Bj) =

∑
i∈I,j∈J

mijjn(Ai)jm(Bj)

=
∑
i∈I

∑
j∈J

mijjm(Bj)

 jn(Ai) (2.76)
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Her x ∈ Ai için mij ≤ infy∈Bj f(x, y) = inf f(x, ·)(Bj) =: mx,j . Buradan∑
j∈J

mijjm(Bj) ≤
∑
j∈J

mx,jjm(Bj) = A(f(x, ·),B) ≤
ˆ

B

f(x, ·) = fB(x).

Dolayısıyla
∑

j∈J mijjm(Bj) ≤ inf fB(Ai) ve (2.76) eşitliğinden

A(f,A× B) ≤
∑
i∈I

inf fB(Ai)jn(Ai) = A(fB,A).

Benzer biçimde U(fB,A) ≤ U(f,A× B) kanıtlanır. Sonuçta

A(f,A× B) ≤ A(fB,A) ≤ U(fB,A) ≤ U(f,A× B)
olur. Buradan, f ∈ R(A × B) olduğundan fB ∈ R(A) ve

´
A×B f =

´
A fB

elde edilir. Tüm diğer eşitsizlikler benzer biçimde kanıtlanır. ■

(2.75) eşitlikleri açık yazılımla aşağıdakilerdir:
ˆ
A×B

f =

ˆ
A

(ˆ
B
f(x, y)dy

)
dx =

ˆ
A

(ˆ
B
f(x, y)dy

)
dx (2.77)

=

ˆ
B

(ˆ
A
f(x, y)dx

)
dy =

ˆ
B

(ˆ
A
f(x, y)dx

)
dy. (2.78)

Eğer her x ∈ A için f(x, ·) ∈ R(B) iseˆ
A×B

f =

ˆ
A

(ˆ
B
f(x, ·)

)
dx =

ˆ
A

(ˆ
B
f(x, y)dy

)
dx, (2.79)

eğer her y ∈ B için f(·, y) ∈ R(A) iseˆ
A×B

f =

ˆ
B

(ˆ
A
f(·, y)

)
dy =

ˆ
B

(ˆ
A
f(x, y)dx

)
dy. (2.80)

Q = I1 × · · · × In, Ik = [ak, bk], f ∈ R(Q) ve π bir permütasyon ise´
Q f =

´
Q π ◦ f olduğundan

ˆ
Q
f =

 
Iπ(1)

( 
Iπ(2)

· · ·
( 

Iπ(n)

f(x1, x2, . . . , xn)

)
dxπ(n) · · · dxπ(2)

)
dxπ(1).

Burada her bir
ffl

yerine
r

altintegrali veya
´

üstintegrali de alınabilir. Eğer
f : Q→ R sürekli ise
ˆ
Q
f =

ˆ
Iπ(1)

(ˆ
Iπ(2)

· · ·
(ˆ

Iπ(n)

f(x1, x2, . . . , xn)dxπ(n)

)
· · · dxπ(2)

)
dxπ(1)

(2.81)



2.5. FUBİNİ TEOREMİ 65

Ω ⊂ Rn Jordan ölçülebilir ve f ∈ R(Ω) ise bir Q kapalı kutusunu Ω ⊂ Q
olarak seçersek, Q’nun seçiminden bağımsız olarak,

´
Ω f =

´
Q fQ olduğunu

biliyoruz. Böylece
´
Ω f integralini hesaplama, (2.81) eşitliği ile, tek değişkenli

integralleri hesaplamaya indirgenmiştir.

Sonuç 2.5.5 (Cavalieri İlkesi) Ω ⊂ Rn+1 Jordan ölçülebilir kümesi, α ≤
β olmak üzere xn+1 = α ve xn+1 = β hiperdüzlemleri arasına düşsün. Her
t ∈ [α, β] için Ωt := {x ∈ Rn|(x, t) ∈ Ω} Jordan ölçülebilirse

jn+1(Ω) =

ˆ β

α
jn(Ωt)dt.

Kanıt. Rn’de Q kutusunu Ω ⊂ Q× [α, β] olacak biçimde seçelim. Fubini ile

jn+1(Ω) =

ˆ
Q×[α,β]

1Ω =

ˆ β

α

(ˆ
Q
1Ω(x, t)dx

)
dt =

ˆ β

α
jn(Ωt)dt.

■

Cavalieri İlkesi’nin bir sonucu şudur: Ω,Ω′ ⊂ Rn kümeleri xn+1 = α
ve xn+1 = β hiperdüzlemleri arasına düşüyor, her t ∈ [α, β] için Ωt,Ω

′
t

Jordan ölçülebilir ve jn(Ωt) = jn(Ω
′
n) ise jn+1(Ω) = jn+1(Ω

′). Cavalieri
İlkesi genelde bu şekli ile bilinir. Ancak bu düşünce Arşimed’de vardır; biraz
aşağıda kürenin hacmini nasıl hesapladığını göreceğiz.

Cavalieri İlkesi’nden dolayı şekildeki dik silindir ve diğer nesneler aynı
hacme sahiptirler.

Şekil 2.3: Üstüste konmuş liralar (kaba Cavalieri).

Şekil 2.4: Cavalieri İlkesi.

Örnek 2.5.6. 1. Silindirin hacmi: B ⊂ Rn−1 Jordan ölçülebilir, h ≥ 0 ve Sh(B) = B×
[0, h] olsun. Çarpım teoreminden jn(Sh(B)) = jn−1(B) · j1 ([0, h]) = jn−1(B)h olduğunu
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biliyoruz. Aynı sonuç Cavalieri ile şöyle de kazanılır. Her t ∈ [0, 1] için (Sh(B))t = B
olduğundan,

jn(Sh(B)) =

ˆ
Sh(B)

djn =

ˆ h

0

(ˆ
B

djn−1

)
dt =

ˆ h

0

jn−1(B)dt = jn−1(B)h

olur. Se, B tabanlı h yükseklikli bir eğik silindirse her t ∈ [0, 1] için (Sh(B))t = (Se)t = B
olacağından, Cavalieri ilkesi ile jn(Se) = jn−1(B)h olur.

h

Rn−1

xn

Şekil 2.5: Koni.

2. Tabanı B ve yüksekliği h olan bir koninin hacmi: B ⊂ Rn−1 ölçülebilir ve
0 < h ∈ R ise

Ch(B) :=
{
((1− ξ)x, ξh) ∈ Rn−1 × R|x ∈ B, 0 ≤ ξ ≤ 1

}
kümesine Rn’de B tabanlı, h yükseklikli bir koni diyelim. Konimizin xn = t için Ch(B)t
kesiti t < 0 ve t > h için ∅ kümedir ve t ∈ [0, h] içinse Ch(B)t = (1− t/h)B olur.
Böylece14

jn−1 (Ch(B)t) =

(
1− t

h

)n−1

jn−1 (B) 0 ≤ t ≤ h,

jn(Ch(B)) =

ˆ h

0

jn−1 (Ch(B)t) dt = jn−1(B)

ˆ h

0

(
1− t

h

)n−1

dt =
h

n
jn−1(B).

(2.82)

Özel olarak R3’te j3 (Ch(B)) = h
3
j2(B) = 1

3
j3(Sh(B)); bunu integral yokken Arşimed de

biliyordu! Özel olarak B, yarıçapı r olan bir daire ise j3 (Ch(B)) = 1
3
πr2h olur.

3. Bir simpleksin hacmi: a0, a1, . . . , an ∈ Rn vektörlerinin gerdiği simpleksten

S (a0, a1, . . . , an) :=

 ∑
0≤i≤n

piai|pi ≥ 0,
∑

0≤i≤n

pi = 1


kümesi anlaşılır. Biz

jn (S (a0, a1, . . . , an)) =
1

n!
det (a1 − a0, . . . , an − a0)

olduğunu kanıtlayacağız.
Hacim ötelemeye göre değişmediğinden a0 = 0 alabiliriz. e1, . . . , en vektörleri Rn

uzayımızın doğal bazı olmak üzere, önce tümevarımla

jn (S (0, e1, . . . , en)) =
1

n!
det (e1, . . . , en) =

1

n!

14´ h

0

(
1− t

h

)n−1
dt =

´ 1

0
(1− u)n−1 hdu = h

n
.
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a1

a0 a2

a3

Şekil 2.6: Simpleks.

olduğunu kanıtlayacağız. n = 1 için S1(0, e1) = [0, 1] olduğundan savımız doğrudur. Sa-
vımız n − 1 için kanıtlanmış olsun(tümevarım koşulu). Şimdi, S (0, e1, . . . , en) simpleksi
S (0, e1, . . . , en−1) tabanlı ve yüksekliği 1 olan bir koni olduğundan (2.82) ile

jn (S (0, e1, . . . , en)) =
1

n
jn−1 (S (0, e1, . . . , en−1))

tvk
=

1

n

1

(n− 1)!
=

1

n!

olur. L : Rn → Rn doğrusal dönüşümü L(ei) := ai olarak açıklanırsa L (S (0, e1, . . . , en)) =
S (0, a1, . . . , an) olur. Teorem 2.2.24’ten dolayı

jn (S (0, a1, . . . , an)) = |detL| jn (S (0, e1, . . . , en)) =
1

n!
det (a1, . . . , an) .

Burada (a1, . . . , an)’den sütunları a1, . . . , an olan n× n matrisi anlaşılacaktır.
4. Kürenin hacmi: r > 0 olmak üzere L : Rn → Rn doğrusal dönüşümü L(x) = rx

olarak açıklansın. detL = rn olduğundan A ⊂ Rn Jordan ölçülebilirse rA da Jordan
ölçülebilir ve Teorem 2.2.24’ten jn(rA) = rnjn(A) olur. Özel olarak B̄n

r ile Rn’deki 0-
merkezli r-yarıçaplı kapalı topu gösterirsek, B̄n

r = rB̄n
1 olduğundan jn

(
B̄n

r

)
= rnjn

(
B̄n

1

)
olur. Dolayısıyla B̄n

1 ’nin hacmini hesaplamak yeterlidir. τn := jn
(
B̄n

1

)
dersek jn

(
B̄n

r

)
=

rnτn olur(*). Dolayısıyla τn’i hesaplamak yeterlidir. n = 1 için B̄1
1 kapalı bir topumuz

[−1, 1] kapalı aralığı olduğundan τ1 = 2 olur. Yalınlık açısından Ωn := B̄n
1 dersek, n ≥ 2

ve her t ∈ [−1, 1] için Ωn
t kümesi Rn−1 de yarıçapı

√
1− t2 olan kapalı toptur, |t| > 1

içinse Ωt = ∅. Dolayısıyla(*) ile jn−1 (Ω
n
t ) =

(√
1− t2

)n−1
τn−1. Cavalieri ilkesi ile

xn

t

√
1− t2

1

Rn−1

Ωn
t

Şekil 2.7: Küre.
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τn = jn(Ω
n) = τn−1

ˆ 1

−1

(
1− t2

)n−1
2 dt

= τn−1

ˆ π

0

sinn xdx = τn−12

ˆ π/2

0

sinn xdx =: τn−1cn.

Örnek 2.7.11(6)’da cn’leri nasıl hesaplayacağımızı öğrendik. O bilgi ışığında

τ2k =
1

k!
ve τ2k+1 =

2k+1

1 · 3 · · · · · (2k + 1)
πk

olduğunu görmeyi okura bırakıyoruz. Dolayısıyla

τ1 = 2, τ2 = π, τ3 =
4π

3
, τ4 =

π2

2
, τ5 =

8π2

15
, . . .

olur. Dolayısıyla n ≥ 1 için Rn’deki r yarıçaplı kapalı topun hacmi sırasıyla

2r, πr2, ,
4π

3
r3, ,

π2

2
r4, ,

8π2

15
r5, · · ·

olur.
5. Arşimed’in küre hacmi hesabı: Arşimed yarıçapı r olan bir kürenin hacmini,

Cavalieri’nin irdelemelerine benzer irdelemelerle şöyle hesaplamıştır: Yarıçapı r olan A
yarıküresi, tabanının yarı çapı ve yüksekliği r olan B konisi; taban yarıçapı ve yüksekliği
r olan S silindiri uzayımıza Şekil (2.8)’deki gibi yerleştirilmiş olsun.

At

t Bt

St

Şekil 2.8: Arşimed’in küre hacmi hesaplama yöntemi.

Ω = A ⊔ B ve Ω′ = S olmak üzere her t ∈ [0, r] için Ωt = At ⊔ Bt ve Ω′
t Jordan

ölçülebilir ve

jn(Ωt) = jn(At) + jn(Bt) = π(r2 − t2) + πt2 = πr2 = jn(Ω
′
t)

olduğundan
jn+1(Ω) = jn+1(A) + jn+1(B) = jn+1(S)

olur. jn+1(S) = πr3 ve jn+1(B) = π
3
r3 olduğunu biliyorsak, ki Arşimed bunları biliyordu,

A yarıküresinin hacmi πr3 − π
3
r3 = 2

3
πr3 olur. Dolayısıyla yarıçapı r olan bir kürenin

hacmi 4
3
πr3 olur.

2.6 Değişken Değişimi

L ∈ Mn×n(R), b ∈ Rn ve Φ : A → Rn dönüşümü Φ(x) = Lx + b olarak
verilmişse Teorem 2.2.24’te her Jordan ölçülebilir A ⊂ Rn için B := Φ(A)



2.6. DEĞİŞKEN DEĞİŞİMİ 69

kümesinin de Jordan ölçülebilir ve jn(B) = |detL| jn(A) olduğunu kanıtla-
dık. Bu sonuç, her x için JΦ(x) = L olduğunu gözetirsek,ˆ

Φ(A)
1Φ(A) ≡

ˆ
B
1B =

ˆ
A
|det JΦ|1A

olarak yazılabilir. 1A = 1B ◦ Φ = 1Φ(A) ◦ Φ olduğundan bu eşitlikˆ
Φ(A)

1Φ(A) =

ˆ
A

(
1Φ(A) ◦ Φ

)
|det JΦ|

şeklini alır. Bu kısımda amacımız, Φ belli koşulları sağladığında, her f ∈
R(Φ(A)) için ˆ

Φ(A)
f =

ˆ
A
(f ◦ Φ) |det JΦ|

olduğunu kanıtlamaktır. Böyle bir eşitlikten söz edebilmek için her şeyden
önce (f ◦ Φ) |JΦ| fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olmasını garanti-
lemek gerekir.

Şimdi U, V ⊂ Rn açık kümeler ve Φ : U → V bir C1 eşyapı dönüşümü
olsun. B ⊂ V Jordan ölçülebilir, f ∈ R(B) ve A := f−1(B) olsun. B’nin her
{Bi} parçalanışı bize A’nın bir

{
Ai = Φ−1(Bi)

}
parçalanışını, tersine A’nın

her {Ai} parçalanışı ise B’nin bir {Bi = Φ(Ai)} parçalanışını verir. bi ∈ Bi

ve ai = Φ−1(bi) olmak üzereˆ
B
f ≈

∑
i

f(bi)jn(Bi) =
∑
i

f(Φ(ai))jn(Bi)

Eğer Φ = L bir doğrusal dönüşümse, yukarıdaki irdelemelerden,ˆ
B
f ≈

∑
i

f(Φ(ai))jn(Bi) =
∑
i

f(Φ(ai)) |det JΦ(ai)| jn(Ai)

≈
ˆ
A
(f ◦ Φ) |det JΦ| .

Peki Φ bir doğrusal dönüşüm değilse ne yapacağız?
Analizde sıkça başvurduğumuz doğrusallaştırmadan yararlanacağız: ai’nin

yeterince küçük bir komşuluğundaki her x + ai ∈ Ai için Φ(ai + x) ≈
Φ(ai) + JΦ(ai)x olduğundan Bi = Φ(Ai) ≈ bi + JΦ(ai)(Ai), dolayısıyla
jn(Bi) ≈ |det JΦ(ai)| jn(Ai) olur (bkz. Şekil 2.9). Sonuçta yukarıdaki bağın-
tılar, yeterince küçük seçilmiş Ai’ler içinˆ

B
f ≈

∑
i

f(Φ(ai))jn(Bi) ≈
∑
i

f(Φ(ai)) |det JΦ(ai)| jn(Ai)

≈
ˆ
A
(f ◦ Φ) |det JΦ|
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ai

Ai

Φ(Ai)

bi
bi + JΦ(ai)(Ai)

jn(Φ(Ai)) ≈ |JΦ(ai)| · jn(Ai)

Şekil 2.9: Değişken değişimi

şeklini alır ve bu, değişken değişiminin özüdür.

Teorem 2.6.1 (Sard ) K ⊂ Rn bir kapalı küp ve f ∈ C1(K) ise15

j̄n(f(K)) ≤
ˆ
K
|det Jf | =

ˆ
K
|det Jf (x)| dx.

Kanıt. Küpümüz bozuksa savımız doğrudur. Şimdi küpümüz bozuk olma-
sın. Bu koşulda savımız yanlışsa bir ε > 0 ile

j̄n(f(K)) ≥
ˆ
K
|det Jf |+ εjn(K) (2.83)

olur. Küpümüzün kenar uzunluğu a ise kenarları yarılayarak 2n tane, kenar
uzunluğu a/2 olan K1, . . . ,K2n küplerini elde edelim. Her Ki için

j̄n(f(Ki)) <

ˆ
K
|det Jf |+ εjn(Ki), i = 1, . . . , 2n

olamaz! Aksi halde bu eşitsizlikleri taraf tarafa toplayarak, Önerme 2.2.10(iv)
yardımıyla, 2.83 ile çelişen bir sonuca ulaşırdık. Dolayısıyla Ki küplerimizin
en az biri için, onu K1 ile gösterelim,

j̄n(f(K
1)) ≥

ˆ
K1

|det Jf |+ εjn(K
1).

Bu kenar yarılama işlemini sürdürerek içiçe geçmiş, daralan (Ki) küpler
dizisini

j̄n(f(K
i))

jn(Ki)
≥ 1

jn(Ki)

ˆ
Ki

|det Jf |+ ε, i = 1, 2, 3, . . . (2.84)

15Bir U ⊂ Rn açık kümesi ve bir k ∈ N için f ∈ Ck(U) şu anlam gelecektir: f ∈ Ck(U),
f ∈ C(U) ve f ’nin dereceleri ≤ k olan tüm kısmi türevleri U ’ya sürekli genişletilebilir.
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olacak biçimde elde ederiz.
⋂

i≥1K
i =: {ξ} olsun. Bir öteleme, savımızda ve

yaptıklarımızda bir şey değiştirmeyeceği için ξ = 0 alabiliriz. f türevlenebilir
olduğundan, L := f ′(0) olmak üzere limr↓0 δ(r) = 0 olmak üzere

f(x) = f(0) + Lx+R(x), ∥R(x)∥ ≤ ∥x∥ δ (∥x∥) (2.85)

olur. b := d(K)=
√
na dersek d(Ki) = 2−ib olur. Her x ∈ Ki için ∥R(x)∥ ≤

εi := 2−ibδ(2−ib) elde ederiz. C := L(K) ve Ci := L(Ki) dersek (2.85)’ten

f(Ki) ⊂ f(0) + Uεi(C
i) (2.86)

elde ederiz. Herhangi bir A ⊂ Rn ve ε, λ > 0 için daima Uε(A) = A+Bε(0) ve
λUε(A) = Uλε(λA) geçerlidir. Şimdi εi =: 2−iδi olarak tanımlarsak δi → 0.
Uygun bi ∈ Rn noktalarıyla

Ci = bi + 2−iC, dolayısıyla Uεi

(
Ci
)
= bi + 2−iUδi(C). (2.87)

Teorem 2.2.24’ten dolayı jn(C) = |detL| jn(K). Diğer yandan λ > 0 için
j̄n(λK) ≤ λnj̄n(K). Dolayısıyla (2.86), (2.87) ve 2.2.10 (i) ile

j̄n(f(K
i))

jn(Ki)
≤ 2−nij̄n(Uδi(C))

2−nijn(Ki)
= |detL| j̄n(Uδi(C))

jn(C)
→ |detL| (i→ +∞).

(2.88)
Diğer yandan (2.84)’te limite geçersek

lim
i→+∞

j̄n(K
i)

jn(Ki)
≥ |detL|+ ε

elde ederiz. Bu (2.88) ile çelişir ve işimiz biter. ■

Sonuç 2.6.2 Ω ⊂ Rn Jordan ölçülebilir bir açık küme ve f : Ω → Rn ise
Lipschitz sürekli ve C1-sınıfından olsun. Her Jordan ölçülebilir A ⊂ Ω için

j̄n(f(A)) ≤
ˆ
A

∣∣det f ′(x)∣∣ dx =

ˆ
A
|Jf (x)| dx. (2.89)

Kanıt. f ∈ C1(A) olduğundan |det Jf | ∈ C(A). Teoremimizden dolayı savı-
mız, A’yı içeriden tüketen her A[k] küpler toplamı için geçerlidir, dd

j̄n(f(A[k])) ≤
ˆ
A[k]

∣∣det f ′∣∣ = ˆ
A[k]

|Jf | . (2.90)

L, f için bir Lipschitz sabiti olsun. Önsav 2.2.19 ile

j̄n(f(A\A[k])) ≤
(
L n
√
n
)
jn(A\A[k]) →

k→+∞
0.

Bu, Teorem 2.3.23 (iii) ve k → +∞ için
´
A[k]

→
´
A ve j̄n(f(A[k])) →

j̄n(f(A)) savı verir. ■
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Teorem 2.6.3 (Dönüştürme Teoremi) H ⊂ Rn Jordan ölçülebilir, U, V ⊂
Rn birer açık küme, H̄ ⊂ V ve Φ : V → U bir C1-eşyapı dönüşümü olsun.
Bu koşullarda G := Φ(H) Jordan ölçülebilir ve her sınırlı f : G→ R için

 

G

f(x)dx ≡
 

Φ(H)

f =

 

H

(Φ ◦ f)
∣∣detΦ′∣∣ ≡  

H

(Φ(f(u)))
∣∣detΦ′(u)

∣∣ du.
(2.91)

Burada
ffl
, ya daima

´
, ya da daima

´
alınacaktır. Özellikle f ’nin G’de

integrallenebilir olması için gerek ve yeter koşul (Φ ◦ f) |detΦ′|’nin H’de
integrallenebilir olmasıdır ve bu durumda

ˆ
G
f ≡

ˆ
Φ(H)

f =

ˆ
H
(Φ ◦ f)

∣∣detΦ′∣∣ (Dönüşüm Formülü) (2.92)

Kanıt. Her şeyden önce Φ : V → U bir açık dönüşümdür16. Diğer yandan
Teorem 2.2.20’den dolayı Φ(H̄) = Ḡ. Φ dönüşümü H̄’de, Ψ := Φ−1 ise
Ḡ’de Lipschitz süreklidir17. Teorem 2.2.20’den dolayı Ψ dönüşümü, Jordan
ölçülebilir Gi ⊂ G altkümelerini Jordan ölçülebilir Hi := Ψ(Gi) kümelerine
ve tersine olarak Φ dönüşümü Jordan ölçülebilir Hi ⊂ H altkümelerini,
Jordan ölçülebilir Gi = Ψ(Hi) kümelerine resmeder. Sonuç 2.6.2’den dolayı-
jn(Gi) = j̄n(Gi) olduğundan-

jn(Gi) ≤
ˆ
Hi

∣∣detΦ′∣∣ = ˆ
Hi

∣∣detΦ′(u)
∣∣ du. (2.93)

(a) f : G → [0,+∞) sınırlı olsun. Şimdi bir Z = {Gi} ∈ Z(G) parçalanışı
verilsin. mi = inf f(Gi) ve t := tf,Z =

∑
imi1Gi olmak üzere 0 ≤ t ≤ f . Bu

durumda t ◦Φ ≤ f ◦Φ ve t ◦Φ =
∑

imi1Hi . Önerme 2.3.22 (iii) ve (2.93) ile

A(f,Z) =
∑

mijn(Gi) ≤
∑

mi

ˆ
Hi

∣∣detΦ′∣∣ = ˆ
H
(t ◦ Φ)

∣∣detΦ′∣∣
Bu eşitsizlikte t◦Φ yerine f ◦Φ alırsak, eşitsizliğin sağ yanını olsa olsa büyü-
türüz. Koşullarımızdan {Gi} G’nin parçalanışlarını tararken {Hi}’ler H’nin
parçalanışlarını tarar. Dolayısıyla bu eşitsizlikte Z üzerinden supremuma
geçersek ˆ

G

f ≤
ˆ

H

(f ◦ Φ)
∣∣detΦ′∣∣ (2.94)

16G ⊂ Rn açık, f ∈ C1(G,Rn) ve her x ∈ G için det Jf (x) ̸= 0 ise f bir açık dönüşümdür.
17G ⊂ Rn açık ve f ∈ C1(G) ise f fonksiyonu K ⊂ G kompakt altkümelerinde Lipschitz

süreklidir.
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eşitsizliğini elde ederiz. Φ ve Ψ = Φ−1 aynı özelliklere sahip olduğundan
benzer biçimde her h : H → [0,+∞) sınırlı fonksiyonu içinˆ

H

h ≤
ˆ

G

(h ◦Ψ)
∣∣detΨ′∣∣ (2.95)

eşitsizliğini elde ederiz. Φ(Ψ(x)) ≡ x olduğundan Φ′(Ψ(x))Ψ′(x) = In(birim
matris), dolayısıyla detΦ′(Ψ)) · detΨ′ ≡ 1 olur. (2.95) eşitsizliğinde h :=
(f ◦ Φ) |detΦ′| alırsak (2.94) ileˆ

G

f ≤
ˆ

H

(f ◦ Φ)
∣∣detΦ′∣∣ = ˆ

G

((f ◦ Φ)(Ψ))
∣∣detΦ′(Ψ)Ψ′∣∣ = ˆ

G

f.

Dolayısıyla ˆ
G

f =

ˆ
H

(f ◦ Φ)
∣∣detΦ′∣∣ . (2.96)

Eğer f ≥ 0 sınırlı fonksiyonu ayrıca sürekli ise (2.96)’daki fonksiyonlar integ-
rallenebilir ve orada

´
yerine

´
veya

´
alabiliriz. (2.92) her sabit fonksiyon

için geçerlidir; bu sabit negatif de olabilir.
(b) f : G → R bir sınırlı fonksiyon olsun; f ≥ 0 olması gerekmez!

Bir α ∈ R sabitini f + α ≥ 0 olacak biçimde seçelim. f1 := f + α ve
f2 := α dersek f = f1 + f2 olur. Bu durumda (2.96)’nın solundaki integral´
G
f =

´
G
(f1 + f2) =

´
G
f1 +

´
G f2 olur18. Benzeri bir eşitlik (2.96)’nın

sağ yanı için de geçerlidir. Sonuçta (2.96) her sınırlı f için geçerlidir. Daima´
Gf = −

´
G
(−f) olduğundan (2.96),

´
yerine

´
aldığımızda da geçerlidir.

Kanıt tamamlanmıştır. 19 ■

Koşullarımızı gevşetip bu teoremi biraz genelleştireceğiz.

Teorem 2.6.4 (Genel Dönüştürme Teoremi) H ⊂ Rn açık, Jordan
ölçülebilir, Φ ∈ C1(H,Rn) birebir ve Lipschitz sürekli olsun. Bu koşullarda
G := Φ(H) Jordan ölçülebilir ve her sınırlı f : G→ R için 

G

f(x)dx ≡
 

Φ(H)

f =

 

H

(Φ ◦ f)
∣∣detΦ′∣∣ ≡  

H

(Φ(f(u)))
∣∣detΦ′(u)

∣∣ du.
(2.97)

18´ alt ve
´

üstintegralleri genelde toplamsal değildirler. A ⊂ Rn Jordan ölçülebilir ve

f, g : A → R sınırlı fonksiyonlar iseler
´
A
f+

´
A
g ≤

´
A
(f+g) ≤

´
A
f+

´
A
g ≤

´
A
(f+g) ≤´

A
f +

´
A
g. Özellikle g ∈ R(A) ise

´
A
(f + g) =

´
A
f +

´
A
g ve

´
A
(f + g) =

´
A
f +

´
A
g

19X,Y metrik uzaylar, D ⊂ X ve f : D → Y olsun. (a) f sürekli ve D’ye f̂ olarak
sürekli genişletilebiliyorsa f̂ tek olarak belirlidir. (b) f : D → Y düzgün sürekli ise D̄’ye
düzgün sürekli olarak genişletilebilir ve bu genişletme tek olarak belirlidir.Eğer f Lipschitz
sürekli ise bu genişletme de aynı sabitle Lipschitz süreklidir.
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Burada
ffl
, ya daima

´
, ya da daima

´
alınacaktır. Özellikle f ’nin G’de

integrallenebilir olması için gerek ve yeter koşul (Φ ◦ f) |detΦ′|’nin H’de
integrallenebilir olmasıdır ve bu durumda

ˆ
G
f ≡

ˆ
Φ(H)

f =

ˆ
H
(Φ ◦ f)

∣∣detΦ′∣∣ (Dönüşüm Formülü) (2.98)

Kanıt. L > 0 sayısı Φ için bir Lipschitz sabiti ve α := (L
√
n)n olsun. Φ ∈

C1birebir ve Lipschitz sürekli olduğundan Φ’ye ilişkin kısmi türevler sınırlı-
dır. β, γ sabitleriyle |f | ≤ β ve |detΦ′| ≤ γ olsun.K := {u ∈ H|detΦ′(u) = 0}
ise Φ’nin kritik noktalarının kümesi olsun. Φ dönüşümü H1 := H\K açık
kümesinde bir C1-eşyapı dönüşümüdür20.

Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. H[p] ⊂ H küpler toplamını jn(H\H[p]) < ε
olacak biçimde seçelim. k > p olmak üzere H[p]’ye düşen k-küplerinin H1’e
düşenlerinin birleşimi H ′

k ve K’yi kesenlerinin birleşimi ise H ′′
k olsun. Bu

durumda H[p] = H ′
k ⊔ H ′′

k olur. H[p], H
′
k, H

′′
k ’lerin Φ altıdaki resimleri sıra-

sıyla G[p], G
′
k, G

′′
k olsun. Önsav 2.2.21 ve Teorem 2.2.20’den dolayı G′

k Jordan
ölçülebilir. detΦ′ fonksiyonu H[p]’de düzgün süreklidir; dolayısıyla k yete-
rince büyük seçilirse |detΦ′|’nün H ′′

k ’de < ε olması sağlanır. Sonuç 2.6.2’den
j̄n(G

′′
k) < εjn(H) ve Önsav 2.2.19’dan j̄n(G\G[p]) < αε olur. Sonuçta

jn(G
′
k) ≤ j

n
(G) ≤ j̄n(G) ≤ jn(G

′
k) + j̄n(G

′′
k) + j̄n(G\G[p]) (2.99)

≤ jn(G
′
k) + ε(jn(H) + α)

eşitsizliğine ulaşırız. ε > 0 keyfi olduğundan G Jordan ölçülebilir.
Teorem 2.6.3’ten dolayı savımız H ′

k için geçerlidir. (2.99)’dan dolayı ise
G\G′

k’nın ölçüsü < ε(jn(H) + α) olur. Dolayısıyla f ’nin bu küme üze-
rindeki (alt, üst) integrali mutlak değerce βε(jn(H) + α)’dan küçük olur.
F := (Φ ◦ f) |detΦ′| fonksiyonu mutlak değerce H ′′

k ’de βε ve H[p]’de βγ ile
sınırlı olduğundan, bu kümeler üzerinde F ’nin integrali sırasıyla βεjn(H)
ve βγε ile sınırlıdır. F ’nin H üzerindeki integrali H ′

k, H
′′
kve H\H[p] üze-

rindeki integrallerinin toplamına ve f ’nin G üzerindeki integrali ise G′
k ve

G\G′
k üzerindeki integrallerinin toplamına eşit olduğundan

´
G f ve

´
H F

(alt,üst)integrallerinin farkı mutlak değerce, bir C sabiti ile, Cε’dan küçük-
tür. ε > 0 keyfi olduğundan sav kanıtlanmıştır. ■

Sonuç 2.6.5 (Sard) H ⊂ Rn açık, Jordan ölçülebilir, Φ ∈ C1(H,Rn) ve
Lipschitz sürekli ise Φ’nin K := {x ∈ H| |detΦ′(x)| = 0} kritik noktalarının
Φ(K) resminin Jordan hacmi sıfırdır.

20U, V ⊂ Rn açık kümeler ve f : U → V Ck-sınıfından bir tameşleme olsun. f ’nin bir
Ckeşyapı dönüşmü olması için gvyk U ’da daima det f ′(x) ̸= 0 olmasıdır.
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Kanıt. Gösterimler Teorem 2.6.4’ün kanıtındaki gibi olmak üzere Φ(K) ⊂
G′′

k ve her ε > 0 için j̄n(G′′
k) < εjn(H) olduğundan jn(Φ(K)) = 0 olur. ■

Önsav 2.2.21’den dolayı Φ dönüşümü H̄’ye Lipschitz sürekli genişletile-
bilir. A ⊂ H̄ Jordan ölçülebilir olsun. A\Å sıfır hacimlidir; Önsav 2.2.19’dan
dolayı ise Φ(A\Å) sıfır hacimlidir. Bu bilgi ve Önsav 2.3.21 ile, Φ′’yü tanımlı
olmadığı a ∈ ∂A noktalarında istediğimiz gibi açıklayarak aşağıdaki sonuca
ulaşırız.

Sonuç 2.6.6 Her Jordan ölçülebilir B ⊂ H̄ için A = Φ(B) de Jordan
ölçülebilir ve her sınırlı f : A→ R için

 

A

f ≡
 

Φ(B)

f =

 

B

(f ◦ Φ)
∣∣detΦ′∣∣ . (2.100)

Burada
ffl

ya daima altintegral ya da daima üstintegrali gösterecektir. f ≡ 1
ile

jn(A) ≡ jn(Φ(B)) =

ˆ
B

∣∣detΦ′∣∣ . (2.101)

Örnek 2.6.7. (1) Düzlemde kutupsal koordinatlar: Φ : R2 → R2 dönüşümü

Φ(r, φ) := (r cosφ, r sinφ) (2.102)

olarak tanımlansın. (x, y) = Φ(r, φ) dersek r tam da (x, y) noktasının orijine uzaklığı,
φ ise (0, 1) ve (x, y) vektörleri arasındaki yönlenmiş açıdır; bu açı modulo 2π belirlidir.
Φ dönüşümü U := (0,+∞) × (0, 2π) açık kümesinden V := R2\ ([0,+∞)× {0}) açık

r

φ

(x, y)

Şekil 2.10: R2’de kutupsal koordinatlar.

kümesine bir C1-tameşlemedir.

Φ′(r, φ) =

(
cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

)
, dolayısıyla detΦ′(r, φ) = r.

Φ dönüşümü U ’nun sınırlı altkümelerinde Lipschitz süreklidir. Açıkça Φ(U) = R2, ancak
Φ dönüşümü U ’da birebir değildir. Yine de Sonuç 2.6.6’dan dolayı her Jordan ölçülebilir
B ⊂ R2 ve her Riemann integrallenebilir f : Φ(B) → R için

ˆ
Φ(B)

f(x, y)dxdy ≡
ˆ
Φ(B)

f =

ˆ
B

(f ◦ Φ)r =

ˆ
B

f (r cosφ, r sinφ) rdφdr.
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Özel olarak B = [0, R]× [0, 2π] ve f ≡ 1 ise Φ(B) = B̄R olduğundan

j2(B̄R) =

ˆ
B̄R

1 =

ˆ R

0

ˆ 2π

0

rdφdr

ˆ R

0

2πrdr = πR2.

a, b > 0 olmak üzere (x, y) = Ψ(u, v) := (au, bv) ile tanımlanan Ψ : R2 → R2 dönü-
şümü uv-düzlemindeki B̄1 kapalı kapalı dairesini (x, y)-düzlemindeki E := (x, y) | (x/a)2+
(y/b)2 ≤ 1 elipsine resmeder. Ψ teoremimizin koşullarını sağlar ve detΨ′ = ab olduğundan
E elipsinin alanı

j2(E) =

ˆ
E=Ψ(B̄1)

1 =

ˆ
B̄1

ab = abj2(B̄1) = abπ

olur.
(2) R3’te silindirik koordinatlar: R3 uzayında x, y, z koordinatları yerine, z koor-

r

(x, y, z)

φ

Şekil 2.11: R3’te silindirik koordinatlar.

dinatını koruyup xy-düzleminde r, φ kutupsal koordinatlarına geçilir; bu bize

(x, y, z) = (r cosφ, r sinφ, z)) =: ΦS (r, φ, z) (2.103)

dönüşümünü verir. (r, φ, z)-uzayındaki r = c düzlemlerine (x, y, z)-uzayında sonsuz silin-
dirler karşılık gelir; sistemin ismi buradan gelir. U ve V bir önceki örnekteki kümeler olmak
üzere U ′ := U × R ve V ′ := V × R olsun. ΦS |U ′ : U ′ → V ′ bir C1-eşyapı dönüşümüdür
ve ΦS

(
U ′
)
= R3. Kolayca detΦ′

S = r olduğu görülür. Diğer yandan sınırlı kümelerde ΦS

Lipschitz süreklidir. Sonuç 2.6.6’dan dolayı her Jordan ölçülebilir B ⊂ R3 ve her Riemann
integrallenebilir f : ΦS(B) → R için
ˆ
ΦS(B)

f(x, y, z)dxdydz =

ˆ
ΦS(B)

f =

ˆ
B

(f ◦ ΦS) r =

ˆ
B

f(r cosφ, r sinφ, z)rdrdφdz.

(3) R3’te kutupsal (küresel) koordinatlar: R3 uzayında bize P = (x, y, z) nok-
tası verilsin, bkz. Şekil 2.12. P noktası uzayımızda, merkezi orijinde ve yarıçapı r =√

x2 + y2 + z2 olan küre yüzeyinde bulunur. z-ekseni ile v = (x, y, z) vektörü arsındaki
açıya θ dersek z = r cos θ olur. (x, y) noktasının (x, y)-düzlemindeki kutupsal koordinatları
x = r cosφ sin θ ve y = r sinφ sin θ olsun. (r, φ, θ)-uzayında

ΦK(r, φ, θ) := (r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ) (2.104)

olarak tanımlansın. U := (0,+∞)×(0, 2π)×(0, π) ve V := R3\ ([0,+∞)× {0} × R) olmak
üzere ΦK |U : U → V bir C1-eşyapı dönüşümüdür; burada V kümesinin R3 uzayımızdan
bir kapalı yarıdüzlem çıkarılarak elde edildiğine dikkat ediniz. ΦK(U) = R3 ve Sonuç
2.6.6’nın koşulları sağlanır.
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φ

P = (x, y, z)

y

x

r

θ

z

Şekil 2.12: R3’te küresel koordinatlar.

Dolayısıyla B ⊂ U Jordan ölçülebilirse A = ΦK(B) de Jordan ölçülebilir ve f :
A → R Riemann integrallenebilirse, kolayca görüleceği gibi detΦ′

K(r, φ, θ) = −r2 sin θ
olduğundan
ˆ
A

f(x, y, z)dxdydz =

ˆ
A

f =

ˆ
B

(
f ◦ ΦK)

∣∣detΦ′
K

∣∣) = ˆ
f(ΦK(r, φ, θ))r2 sin θdrdφdθ

olur. Özellikle B = [ρ,R]× [0, 2π]× [0, π] kutusu A =
{
(x, y, z)|ρ2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
küresel kabuğuna resmedilir. Bu durumda

ˆ
A

f =

ˆ R

ρ

ˆ 2π

0

ˆ π

0

f(r, φ, θ)r2 sin θdθdφdr

olur. Özellikle f yalnızca r =
√

x2 + y2 + z2’nin bir fonksiyonu ise o zaman
ˆ
A

f =

ˆ R

ρ

f(r)r2dr olur.

(4) n ≥ 3 için Rn’de kutupsal koordinatlar: n ≥ 3 ve x = (x1, . . . , xn)∈ Rn

olmak üzere

x1 = r cosφ sin θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2

x2 = r sinφ sin θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2

x3 = r cos θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2

x4 = r cos θ2 sin θ3 · · · sin θn−2

...

xn−1 = r cos θn−3 sin θn−2

xn = r cos θn−2

olmak üzere x := Φn(r, φ, θ1, . . . , θn−2) ile tanımlanan Φn dönüşümü C1-sınıfındandır ve
Q := (0,+∞) × (0, 2π) ×

(
(0, π)n−2

)
açık kutusunu, Dn := {x ∈ Rn|x1 ≥ 0, x2 = 0} ol-

mak üzere, Rn\Dn açık kümesine bir tameşlemeyle resmeder. Yine Φn : Q → Rn\Dn

Sonuç 2.6.6’nın koşullarını sağlar ve her Jordan ölçülebilir B ⊂ Q̄ ve her Riemann in-
tegrallenebilir f : Φn(B) → R için

´
Φn(B)

f =
´
B
(f ◦ Φn) |detΦ′

n| olur. Hesaplamalarla
|detΦ′

n| = rn−1 sin θ1 (sin θ2)
2 · · · (sin θn−2)

n−2 olduğu görülür; sonuçta aşağıdaki eşitlik
geçerlidir:
ˆ
Φn(B)

f =

ˆ
B

f (r, φ, θ1, . . . , θn−2) r
n−1 sin θ1 (sin θ2)

2 · · · (sin θn−2)
n−2 drdφdθ1 · · · dθn−2.
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Özel olarak Φn(Q) = Rn olduğunu gözetirsek
ˆ
Rn

f =

ˆ π

0

· · ·
ˆ π

0

ˆ 2π

0

ˆ +∞

0

f (r, φ, θ1, . . . , θn−2) r
n−1 sin θ1 (sin θ2)

2 · · · (sin θn−2)
n−2 drdφdθ1 · · · dθn−2

olur.

2.7 R’ye Özgü Teoremler

Uzlaşma: Aksi söylenmedikçe, bu kısımda I daima ⟨a, b⟩ (a, b ∈ R, a <
b) aralığını gösterecek ve I’da tanımlı f : I → R fonksiyonlarımız sınırlı
olacaklardır.

Not. R’de bir sıralama var, ancak n ≥ 2 için Rn’de bir sıralama yoktur. Do-
layısıyla n ≥ 2 için Rn’de monoton fonksiyonlardan söz edemeyiz. Örneğin
Sonuç 2.76 R’ye özgü bir teoremdir. Fubini Teoremi ile çokkatlı integral-
leri ardışık tek katlı integral almaya indirgedik. Bu kısımda tek değişkenli
fonksiyonların integrallerini almaya odaklanacağız. ▲

f ∈ R(I) ise f+, f− ∈ R(I) ve (2.66) ile
ˆ
I
f =

ˆ
I
f+−

ˆ
I
f− = jn+1([0, f ])−jn+1([0, f

−]) = jn+1([0, f ])−jn+1([f, 0]).

ec
a d

b
x

y

−−
+

+

Şekil 2.13: Yönlenmiş alan.

Böylece
´
I f integralimizin yönlenmiş alan ölçtüğünü görmüş oluyoruz.

Şöyle ki I = [a, b] olsun ve önce x-ekseni üzerinde a’dan b’ye gidelim, ardın-
dan (b, 0) noktasından, y-eksenine koşut doğru boyunca (b, f(b)) noktasına,
ardından bu noktadan Gf boyunca (a, f(a)) noktasına, son olarak ise bu
noktadan (a, 0) noktasına bir doğru boyunca gidelim. Bu yürüyüş boyunca
[0, f ]’a düşen bölgeler solumuzda, [f, 0]’a düşen bölgeler ise sağımızda kalır.
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İntegral solumuzda kalan bölgelerin alanlarını pozitif, sağımızda kalanların
alanlarını ise negatif olarak hesaplar(bkz. Şekil 2.13).

I = ⟨a, b⟩ ve f : I→ R Riemann integrallenebilir ise
´
I f yerine

ˆ b

a
f,

ˆ b

a
fdx,

ˆ b

a
f(x)dx ≡

ˆ
f(t)dt ≡ · · ·

gösterimlerinden herhangi biri de kullanılır. a = a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an−1 ≤
an = b ise Önerme 2.3.22 (3) ile

´ an
a0
f =

∑n
i=1

´ ai
ai−1

f olur. α, β ∈ [a, b] ve
α > β ise ˆ β

α
f := −

ˆ α

β
f

olarak açıklanır.
´ a
b f için bu kez gezimize x-ekseni üzerinde (b, 0)-noktasından

başlayıp (a, 0) noktasına gider ve gezimize devam edersek, daha önce sağı-
mızda (solumuzda) kalan bölgeler bu kez solumuzda (sağımızda) kalır; bu´ a
b f = −

´ b
a f tanımıyla uyumludur. α, β, λ ∈ [a, b] hangi sırada olursa ol-

sunlar daima ˆ λ

α
f =

ˆ β

α
f +

ˆ λ

β
f (2.105)

olur.

Tanım 2.7.1 (1) f ∈ R(I) olsun. Her x ∈ I için F (x) :=
´ x
a f olarak

açıklanan F fonksiyonuna f ’nin integral fonksiyonu diyelim21.
(2) G : I → R olsun. Her x ∈ I için ∃G′(x) = f(x) ise G fonksiyonu I’da
f ’nin bir ilkelidir (veya bir karşıtürevi veya bir kök fonksiyonu) denir.

Eğer G, f ’nin [a, b]’de bir ilkeli ise I’daki tüm ilkelleri G+ c, c ∈ R fonk-
siyonlarıdır. f ’nin ilkelleri tanım gereği I’da türevlenebilirler, ancak integral
fonksiyonunun I’da türevlenebilir olması gerekmez.

Teorem 2.7.2 (Anateorem I) f : I → R Riemann integrallenebilirse
f ’nin

F (x) :=

ˆ x

a
f , x ∈ I (2.106)

integral fonksiyonu I’de Lipschitz süreklidir. Ayrıca f ’nin sürekli olduğu her
x noktasında F türevlenebilir ve F ′(x) = f(x).22

21Bu fonksiyona kimileri “belirsiz integral” der. Ancak “belirsiz integral” adını kimileri
karşıt türevlerin kümesi için kullanır. Karışıklığa yol açmamak için yeni bir adlandırmayı
yeğledik.

22“Fundemental Theorem” kavramının karşılığı olarak niye “Anateorem”’i seçtiğimizi
kısaca açıklayalım. Bugünün Türkiye’sinin aksine bir zamanlar kültürümüzde kadının yeri
erkeğin yerinden çok önde olmalıdır. Bunun en güzel kanıtı dilimizdeki anayurt, anayasa,
anayol, ana fikir, ana neden,.... ve benzeri kelimelerdir. Bu yaklaşımın doğal uzantısı olarak
“anateorem” seçilmiştir.
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Kanıt. f ∈ R(I) olduğundan bir M > 0 ile her x ∈ I için |f(x)| ≤ M .
Dolayısıyla (2.105) eşitliğinden

|F (y)− F (x)| =
∣∣∣∣ˆ y

a
f −

ˆ x

a
f

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ x

a
f +

ˆ y

x
f −

ˆ x

a
f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ y

x
f

∣∣∣∣ ≤M |y − x|

olur; öyleyse F Lipschitz süreklidir. h ̸= 0 ve c, c + h ∈ I için f(c) =
1
h

´ c+h
c f(c) olduğundan

φ(h) :=
F (c+ h)− F (c)

h
− f(c) =

1

h

ˆ c+h

c
(f(t)− f(c)) dt

olur. |φ(h)| ≤ ∥f − f(c)∥[c,c+h] olduğundan, eğer f fonksiyonu c’de sürekli
ise limh→0 φ(h) = 0, dolayısıyla ∃F ′(c) = f(c) olur. ■

Not. Herhangi bir türevlenebilir f : I → R fonksiyonunun f ′ türevinin Ri-
emann integrallenebilir olması gerekmez. Örneğin f : [0, 1] → R fonksiyonu
f(0) := 0 ve 0 < x ≤ 1 için f(x) := x2 cosπ/x2 olarak açıklansın. f türev-
lenebilir. f ′(0) = 0 ve 0 < x ≤ 1 için f ′(x) = 2x cos π

x2 + 2π
x sin π

x2 . Sonuçta
f ′, I’da sınırlı olmadığı için orada Riemann integrallenemez.

Teoremimizde F ’nin x’te türevlenebilir olması için f ’nin x’te sürekli ol-
ması bir yeterli koşuldur, ancak gerekli koşul değildir! Örneğin I = [−1, 1]
ve f : I → R fonksiyonu f(0) = 1 ve diğer noktalarda f(x) ≡ 0 olarak
açıklansın. f fonksiyonu 0’da süreksizdir; ancak F ≡ 0 integral fonksiyonu
0’da da türevlenebilir! ▲

Sonuç 2.7.3 I’da sürekli her f fonksiyonunun orada ilkelleri vardır ve G,
f ’nin bir ilkeli ise bir c ∈ R ile G(x) = F (x) + c =

´ x
a f + c.

Kanıt. Apaçık. ■

Bu sonuçta G(a) =
´ a
a f + c = c olduğundan G(x) − G(a) =

´ x
a f olur.

F (x) :=
´ x
a f de f ’nin bir ilkelidir ve G = F + c.

ˆ
f := F + c, c ∈ R (2.107)

gösterimi yaygındır.
´
f ’ye f ’nin belirsiz integrali denir ve f ’nin ilkelleri-

nin kümesi olduğu söylenir. Bu gösterim matematik açıdan doğru değilse de
bir gelenektir ve sürdürülür.
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Sonuç 2.7.4 f ’nin F integral fonksiyonu hemen her yerde türevlenebilir ve
türevi hemen her yerde f ’ye eşittir.

Kanıt. f ∈ R(I) olduğundan f hemen her yerde süreklidir ve bu, savı verir.
■

Teorem 2.7.5 (Anateorem II) F fonksiyonu I = [a, b] aralığında türev-
lenebilir ve F ′, I’da Riemann integrallenebilirse

[F ]ba := F (b)− F (a) =

ˆ b

a
F ′

ve her c, x ∈ I için

F (x) = F (c) +

ˆ x

c
F ′.

Kanıt. a = x0 < x1 < · · · < xn = b olmak üzere

F (b)− F (a) =
∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1)).

Ortalama Değer Teoremi’nden xi−1 < ξi < xi sayıları ile

F (b)− F (a) =
∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1)) =
n∑

i=1

F ′(ξi)(xi − xi−1). (2.108)

Ik = ⟨xk−1, xk⟩ ve Z = {Ik} ∈ Z(I) olmak üzere (2.108)’de en sağdaki terim
R(F ′,Z(ξ)) Riemann toplamıdır. F ′ ∈ R(I) olduğundan ∥Z∥ → 0 ile limite
geçersek F (b)− F (a) =

´
I F

′ ≡
´ b
a F

′. Savın kalanı buradan çıkar. ■

Anateorem II, Karşıtürev Teoremi, veya İlkel Teoremi olarak da
adlandırılır. g, h : [a, b] → R için g integrallenebilirse (Ig)(x) :=

´ x
a g ve h

türevlenebilirse Th := h′ diyelim. Anateorem I, sürekli f : [a, b] → R için
TIf = f olduğunu, Karşıtürev Teoremi ise sürekli türevlenebilir f : [a, b] →
R için ITf = f olduğunu söyler. Bu nedenle integral ve türev zıt işlemlerdir
denir.
Uyarı: I = [−1, 1] ve her n ∈ N∗ için fn(x) :=

√
x2 + 1

n (x ∈ I) olsun.

Her x ∈ I için f(x) := |x| olsun. Her fn türevlenebilir, fn
I

=⇒ f , ancak
f fonksiyonu I’da türevlenemez! Türevlenebilir fonksiyonların düzgün ya-
kınsak limitlerinin de türevlenebilir olmasını garantilemek için ek koşullar
gereklidir!

Teorem 2.7.6 (Terim terim türev alma) I = [a, b], (fn) ⊂ C1(I) ve
her x ∈ I için ∃ lim fn(x) =: f(x) olsun. Eğer ayrıca f ′n

I
=⇒ g ise f ∈ C1(I)

ve f ′ = g.
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Kanıt. g ∈ C(I). Sonuç 2.4.13 ve Teorem 2.7.5 ile her x ∈ I için

G(x) :=

ˆ x

a
g =

ˆ x

a
lim f ′n = lim

ˆ x

a
f ′n = lim(fn(x)− f(a)) = f(x)− f(a).

Teorem 2.7.2’den G türevlenebilir, dolayısıyla f türevlenebilir ve G′ = g =
f ′. ■

Sonuç 2.7.7 I = [a, b], (fn) ⊂ C1(I) ve her x ∈ I için ∃ lim∑ fn(x) =:
f(x) olsun. Eğer ayrıca

∑
f ′n, I’da düzgün yakınsak ise f ∈ C1(I) ve f ′ =∑

f ′n.

Teorem 2.7.8 I = [a, b] ⊂ R bir kapalı aralık, (fn)n≥1 ⊂ C1(I) ve bir c ∈ I

için
∑

n≥1 fn(c) yakınsak olsun. Eğer
∑

n≥1 f
′
n

I
=⇒ g ise

∑
n≥1 fn serisi I’da

bir f ∈ C1fonksiyonuna yakınsar ve f ′ = g.

Kanıt. g süreklidir ve Sonuç 2.4.13 ile her x ∈ I için

ˆ x

c
g =

∑
n≥1

ˆ x

c
f ′n =

∑
n≥1

(fn(x)− fn(c)).

Bu ve
∑

n≥1 fn(c)’nin yakınsaklığından her x ∈ I için
∑

n≥1 fn(x) serisinin
yakınsaklığı çıkar. Bu serinin toplamı f(x) olsun. Yukarıdaki eşitlikten

f(x)− f(c) =

ˆ x

c
g

olur. Karşıtürev teoremindense f ′ = g. İşimiz biter. ■

Ne kadar çok fonksiyonun ilkelini biliyorsak integral alma işimiz o kadar
kolaylaşır. Aşağıda sıkça karşılaşılan bazı temel f fonksiyonları ve F ilkelleri
listelenmiştir.



2.7. R’YE ÖZGÜ TEOREMLER 83

f(x) F (x) Notlar
xn 1

n+1x
n+1 k ∈ Z\{−1}, k < 0 ise x ̸= 0

1
x ln |x| x ∈ R∗

xα 1
α+1x

α+1 α ∈ R\{−1}, x ∈ (0,+∞)

ax 1
ln aa

x a > 0
eλx 1

λe
λx λ ̸= 0

cosx sinx
sinx − cosx

1
cos2 x

tanx x /∈ (2Z+ 1)π2
1

sin2 x
− cotx x /∈ Zπ

1√
1−x2

arcsinx −1 < x < 1
1√

1−x2
− arccosx −1 < x < 1

1
x2+1

arctanx

coshx sinhx
sinhx coshx

1√
x2+1

Arsinhx
1√

x2−1
Arcoshx x ∈ (1,+∞)

1
1−x2 Artanh −1 < x < 1

Örnek 2.7.9. arctanx’in x = 0 noktasındaki seri açılımını bulalım. (arctanx)′ = 1/(1 +
x2) ve arctan 0 = 0 olduğundan

arctanx =

ˆ x

0

1

1 + t2
dt ∀x ∈ R.

Diğer yandan
1

1 + t2
=

+∞∑
k=0

(−1)kt2k t ∈ (−1, 1).

Bu seri her 0 < r < 1 için [−r, r]’de düzgün yakınsak olduğundan (2.4.13) ile

arctanx =

ˆ x

0

(
+∞∑
k=0

(−1)kt2k
)
dt =

+∞∑
k=0

(−1)k
ˆ x

0

t2kdt =

+∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
.

Bu açılım [−r, r]’de geçerlidir; r ↑ 1 ile (−1, 1)’de geçerli olur.

Teorem 2.7.10 (Kısmi İntegrasyon) I = [a, b] ve f, g : I → R türevle-
nebilir ve f ′, g′ ∈ R(I) ise

ˆ b

a
f(x)g′(x)dx ≡

ˆ b

a
fg′ = [fg]ba −

ˆ b

a
f ′g ≡ [fg]ba −

ˆ b

a
f ′(x)g(x)dx.

(2.109)
f, g ∈ C1(I) ise teoremin koşulları sağlanır.
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Kanıt. f, g türevlenebilir ise f, g sürekli, dolayısıyla integrallenebilir. Öy-
leyse f ′g + fg′ ∈ R(I). Sav, Karşıtürev Teoremi ve (fg)′ = f ′g + fg′ eşitli-
ğinden çıkar. ■

(2.109) eşitliği (2.107) ile
´
fg′ = fg −

´
f ′g şeklini alır.

Örnek 2.7.11. (1) f(x) = x ve g(x) = ex içinˆ b

a

xexdx = [xex]ba −
ˆ b

a

exdx = [xex]ba − [ex]ba = eb(b− 1)− ea(a− 1).

(2) f(x) = lnx, g(x) = x ve a, b ∈ (0,+∞) içinˆ b

a

lnxdx = [x lnx]ba −
ˆ b

a

dx = b(ln b− 1)− a(ln a− 1).

(3) ˆ
arctanxdx = x arctanx−

ˆ
x

x2 + 1
dx

= x arctanx− 1

2
ln(x2 + 1) + c, c ∈ R.

(4) ˆ
sin2 xdx =

ˆ
sinx · (− cosx)′dx = − sinx cosx+

ˆ
cos2 xdx

= − sinx cosx+

ˆ
(1− sin2 x)dx =⇒

ˆ
sin2 xdx =

1

2
(x− sinx cosx) + c, c ∈ R.

(5) Bir Uygulama: Bir f ’nin

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn+1(x) =: Tn
f (x) +Rn+1(x)

Taylor açılımındaki Rn+1(x) kalanı için

Rn+1(x) =
1

n!

ˆ x

x0

(x− t)nf (n+1)(t)dt (2.110)

olduğunu göstereceğiz. n = 0 için (2.110)

f(x) = f(x0) +

ˆ x

x0

f ′(t)dt

şeklini alır ki bu Karşıtürev Teoremi ile doğrudur. Savımız n için kanıtlanmış olsun. O
zaman

Rn(x) =
1

(n− 1)!

ˆ x

x0

(x− t)n−1f (n)(t)dt = − 1

n!

ˆ x

x0

(
d

dt
(x− t)n

)
f (n)(t)dt

=

[
− 1

n!
(x− t)nf (n)(t)

]x
x0

+
1

n!

ˆ x

x0

(x− t)n)f (n+1)(t)dt

=
1

n!
(x− x0)f

(n)(x0) +
1

n!

ˆ x

x0

(x− t)n)f (n+1)(t)dt, dolayısıyla

f(x) = Tn−1
f (x) +Rn(x) = Tn

f (x) +
1

n!

ˆ x

x0

(x− t)n)f (n+1)(t)dt.
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(6) Yineleme formülleri: Bazen bir parametre içeren integraller için yineleme for-
mülleri elde etme şansımız vardır. Örneğin n ∈ N için In =

´
sinn xdx belirsiz integralini

hesaplayalım. Kısmi integrasyonla n ≥ 2 için

In = −
ˆ

sinn−1 xd(cosx)dx

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

ˆ
cos2 x sinn−2 xdx

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

ˆ (
1− sin2 x

)
sinn−2 xdx

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Bu eşitlikten In çekilirse n ≥ 2 için

In = − 1

n
cosx sinn−1 x+

n− 1

n
In−2 (2.111)

elde ederiz. I0 =
´
sin0 xdx = x ve I1 =

´
sinxdx = − cosx olduğundan (2.111) yine-

leme formülü ile her In hesaplanır. Bu formülden yararlanarak her n ∈ N için αn :=´ π/2

0
sinn xdx değerlerini hesaplayalım. α0 = π/2, α1 = 1 ve n ≥ 2 için αn = n−1

n
αn−2

elde ederiz. Sonuçta

α2n =
(2n− 1) · (2n− 3) · · · · · 3 · 1

2n · (2n− 2) · · · · · 4 · 2 · π
2

ve α2n+1 =
2n · (2n− 2) · · · · · 4 · 2

(2n+ 1) (2n− 1) · · · · · 5 · 3 .

Bu değerler ileride kürelerin hacim hesaplarında karşımıza çıkacaklar.

Lemma 2.7.12 φ : [α, β] → [a, b] bir tameşleme, φ(α) = a, φ(β) = b ve
φ−1 bir Lipschitz fonksiyonu olsun. f ∈ R([a, b]) ise f ◦ φ ∈ R([c, d]).

Kanıt. Bir K > 0 ile her s, t ∈ [a, b] için
∣∣φ−1(s)− φ−1(t)

∣∣ ≤ K |s− t|
olsun. Kapalı aralıklar arasındaki her sürekli tameşleme topolojiktir; dolayı-
sıyla φ de süreklidir. f ’nin süreksizlik noktalarının kümesi Sf ise, f ◦ φ’nin
süreksizlik noktalarının kümesi φ−1(Sf )’dir.

ε > 0 keyfi verilsin. Sf kümesini In açık aralıklarıyla
∑

n≥0 v1(In) < ε/K

olacak biçimde örtebiliriz. Bu durumda I ′n := φ−1(In) aralıkları φ−1(Sf )
kümesini örter ve ∑

n≥0

v1(I
′
n) ≤

∑
n≥0

Kv1(In) < ε.

Dolayısıyla φ−1(Sf ) bir sıfır kümesidir; öyleyse f ◦ φ ∈ R([c, d]). ■

Lemma 2.7.13 φ : [α, β] → [a, b] fonksiyonu C1-eşyapıdönüşümü ve f :
[a, b]→R olsun. f ∈ R([a, b]) ise f ◦ φ ∈ R[α, β].

Kanıt. Gbk φ′ > 0 varsayabiliriz. φ′ ayrıca sürekli olduğundan bir K > 0
ile her t ∈ [α, β] için φ′(t) ≥ K sağlanır. Ortalama Değer Teoremi’nden,
α ≤ u < v ≤ β koşulunu sağlayan her u, v için u, v arasında bir θ

φ(u)− φ(v) = φ′(θ)(u− v)
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olacak biçimde bulunur. O zaman |φ(u)− φ(v)| ≥ K(u−v) olur. Dolayısıyla
u = φ−1(s) ve v = φ−1(t) ise

∣∣φ−1(s)− φ−1(t)
∣∣ ≤ K−1 |s− t| olur. φ−1 bir

Lipschitz fonksiyonudur ve Önsav 2.7.12 ile f ◦ φ ∈ R[α, β] olur. ■

Teorem 2.7.14 (Değişken Değiştirme I) I = [a, b], J = [α, β] ve φ :
J → I dönüşümü C1-sınıfından bir tameşleme ve her t ∈ (a, b) için φ′(t) ̸= 0
olsun. Bu koşullarda her f ∈ R(I) için (f ◦ φ)φ′ ∈ R(J) ve

ˆ φ(β)

φ(α)
f =

ˆ β

α
(f ◦ φ)φ′. (2.112)

Kanıt. İki kanıt vereceğiz. Durumuzda detφ′ = φ′ olur.
(a) Teorem 2.6.4’ten dolayı

´
I f =

´
J(f ◦ φ) |φ′|. Koşullarımızdan ya

daima φ′(t) > 0 ya da daima φ′(t) < 0 olur. İlk durumda |φ′| = φ′ ve
φ(α) < φ(β) olduğundan

ˆ b

a
f =

ˆ
I
f =

ˆ
J
(f ◦ φ)

∣∣φ′∣∣ = ˆ β

α
(f ◦ φ)φ′

olur. φ′ < 0 durumunda φ(α) > φ(β) ve |detφ′| = −φ′ olduğundan
ˆ φ(β)

φ(α)
f = −

ˆ φ(α)

φ(β)
f = −

ˆ
[a,b]

f = −
ˆ
J
(f ◦ φ)

∣∣φ′∣∣
= −

ˆ
J
(f ◦ φ)(−φ′) =

ˆ
J
(f ◦ φ)φ′ =

ˆ β

α
(f ◦ φ)φ′.

(b) Genelde karşılaştığımız kanıtı φ′ > 0 için verelim. Önsav 2.7.13’ten
dolayı f ◦ φ ∈ R(J) ve φ′, sürekli olduğundan, integrallenebilir; sonunda
(f ◦ φ)φ′ integrallenebilir. J ’nin herhangi bir α = t0 < t1 < · · · < tn = β
parçalanışı, xk := φ(tk) olmak üzere I’nın bir a = x0 < x1 < · · · < xn = b
parçalanışını verir. Bu parçalanışlara sırasıyla Z ve Z∗ diyelim. Aradeğer
Teoremi ile ξk ∈ [tk−1, tk] noktalarını

φ(tk)− φ(tk−1) = φ′(ξk)(tk − tk−1)

olacak biçimde seçelim. ηk := φ(ξk) olsun. Bu durumda

R(f,Z∗(η)) =
n∑

k=1

f(ηk)(xk − xk−1)

=

n∑
k=1

f(φ(ξk))φ
′(ξk)(ξk − ξk−1) = R((f ◦ φ)φ′,Z(ξ))
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olur. φ bir C1-eşyapı dönüşümü olduğundan ∥Zn∥ → 0 ise ∥Z∗∥ → 0 olur.
Yukarıdaki eşitlikte ∥Zn∥ → 0 için limite geçersek savımız elde edilir. ■

Teoremdeki özelliklere sahip φ : J → I dönüşümlerine parametre dö-
nüşümü denir. (2.112) eşitliğini şu şekilde yazmak daha aydınlatıcıdır:

ˆ φ(β)

φ(α)
f(x)dx =

ˆ β

α
f(φ(t))φ′(t)dt x = φ(t), dx = φ′(t)dt. (2.113)

Burada ilk kez
´ b
a f yerine kullandığımız

´ b
a f(x)dx ve dx = φ′(t)dt Leib-

niz yazılımlarının, akılda tutma bağlamında, faydalarını görüyoruz. (2.113)
eşitliği şunu söylüyor:

´ b
a f(x)dx ifadesinde, biçimsel olarak, x yerine φ(t)

ve dx yerine φ′(t)dt yaz! Bu nedenle teoremimize genelde verilen ad Yerine
Koyma Teoremi’dir.

Teorem 2.7.15 (Değişken Değiştirme II) I = [a, b], J = [α, β] ve φ :
J → I dönüşümü C1-sınıfından olsun. Her sürekli f : I → R için (f ◦φ)φ′ ∈
R(J) ve

ˆ φ(β)

φ(α)
f ≡

ˆ φ(β)

φ(α)
f(x)dx =

ˆ β

α
f(φ(t))φ′(t)dt ≡

ˆ β

α
(f ◦ φ)φ′.

Kanıt. (f ◦ φ)φ′ sürekli olduğu için (f ◦ φ)φ′ ∈ R(J). Ayrıca f sürekli
olduğundan I’da karşı türevleri vardır; F bunlardan biri olsun. Bu durumda
F ◦ φ sürekli türevlenebilir ve Zincir Kuralı ile

(F ◦ φ)′(t) = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t)

olur. Bu ve (2.7.5) Karşıtürev Teoremi ile
ˆ β

α
f(φ(t))φ′(t)dt = [F ◦ φ]βα = F (φ(β))− F (φ(α))) =

ˆ φ(β)

φ(α)
f(x)dx.

(2.114)
■

(2.114) eşitliği iki yönlü kullanılabilir; soldan sağa veya sağdan sola. Bize
bir h : J → R fonksiyonu verilmiştir ve

´ β
α h(t)dt’yi hesaplamamız istenmiş-

tir. O zaman işimiz, bir I aralığı ve orada tanımlı ve integralini kolayca
alabileceğimiz bir f fonksiyonunu ve C1-sınıfından bir φ : J → I parametre
dönüşümünü h(t) = f(φ(t))φ′(t) olacak biçimde aramaktır. Ya da bizden
[a, b] aralığından integrallenebilir bir f için

´ b
a f(x)dx’i hesaplamamız isten-

miştir. O zaman işimiz, bir [α, β] aralığında tanımlı uygun bir φ parametre
dönüşümünü, f(φ(t))φ′(t)’nin bir ilkelini kolayca bulacak biçimde belirle-
mektir.
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Örnek 2.7.16. (1) Yarıçapı r olan bir D dairesinin alanını hesaplayalım. Alan ötelemeye
göre değişmez olduğundan gbk merkezini orijinde alabiliriz. Dairemizin üst yarıdüzlemdeki
kısmına D+ dersek, f(x) =

√
r2 − x2, −r ≤ x ≤ r olmak üzere, Teorem 2.3.19 (2) ile

j2(D
+) = j2([0, f ]) =

ˆ r

−r

√
r2 − x2dx

olur. J = [−π
2
, π
2
] ve φ(t) = r sin t olsun. φ : J → [−r, r] sürekli türevlenebilir, φ(−π

2
) =

−r, φ(π
2
) = r ve f sürekli olduğundan (2.7.15) ile (J ’de cos t ≥ 0!)

ˆ r

−r

√
r2 − x2dx =

ˆ π
2

−π
2

√
r2 − r2 sin2 tr cos tdt =

ˆ π
2

−π
2

r2 cos2 tdt.

Örnek 2.7.11 (4)’teki yöntemle
´ π

2
−π

2
cos2 tdt = π

2
kolayca görülür. j2(D+) = π

2
r2, dolayı-

sıyla j2(D) = 2j2(D
+) = πr2 olur. (2.114), sağdan sola kullanılmıştır.

(2)
´ β

α
sin(sin t) cos tdt =? Şimdi f(x) := sinx ve x = φ(t) = sin t alırsak

sin(sin t) · cos t = f(φ(t))φ′(t)

olduğundan (2.114) ile
ˆ β

α

sin(sin t) · cos tdt =
ˆ sin β

sinα

sinxdx = [− cosx]sin β
sinα

olur. Burada (2.114), soldan sağa kullanılmıştır.

E , toplama, çarpma, tanımlı olduğu sürece bölme ve bileşime göre ka-
palı olup tüm sabit fonksiyonları, xr(r ∈ R), ex, lnx ve tüm trigonometrik
fonksiyonları ve terslerini içeren en dar fonksiyon ailesi olsun. E ’nin ögele-
rine temel fonksiyonlar diyelim. E ailesi türev altında kapalıdır, dd f ∈ E ise
f ′ ∈ E . Ancak E integral altında kapalı değildir. Örneğin hepsi de uygulamalı
matematikte çok önemli olan

ˆ
e−x2

dx,

ˆ
sinx

x
dx ve

ˆ
cos(x2)dx

fonksiyonlarının hiçbiri temel fonksiyon değildir. İntegral fonksiyonları fonk-
siyon dağarcığımızı zenginleştirir. Her matematikçi yaklaşık olarak aynı o-
randa iyi türev alabilirken, iş integral almaya gelince durum değişir; bazıları
diğerlerinden daha iyi integral alabilir. Artık integral tabloları var. İnteg-
ral alma yöntemlerini daha fazla uzatmayıp, kısaca rasyonel fonksiyonların
integrallerine değinip, bu konuyu noktalayacağız.

Rasyonel fonksiyonların integralleri: p, q ∈ R[x] polinomları ile r =
p/q rasyonel fonksiyonu verilsin.

´
r’yi bulmak istiyoruz. Eğer grad p >

grad q ise kalanlı bölme teoremi, bir p0 polinomu ve grad p1 < grad q ko-
şulunu bir p1 polinomu ile r = p0 + p1/q olduğun söyler. Polinomların in-
tegralini kolayca bulabiliyoruz.

´
r’yi bulmak için

´
p1/q tipindeki belirsiz

integralleri bulmak yeterlidir.
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Şimdi p/q rasyonel fonksiyonu verilsin ve grad p < grad q olsun. Cebir
dersinde n. dereceden kompleks katsayılı her polinomunun, katlılıklarıyla
sayılmak üzere n kökü olduğu kanıtlanır. grad q = n olsun. Dolayısıyla q ∈
R[x] reel katsayılı bir polinom ise onun da, katlılıklarıyla sayılmak üzere n
kökü vardır; bu köklerden bazıları kompleks olabilir. Eğer bir a ∈ C\R için
q(a) = 0 ve q(x) =

∑n
i=0 aix

i, ai ∈ R ise,

0 = q(a) =

n∑
i=0

aiai =

n∑
i=0

ai(a)
i = q(a)

olur: a kompleks sayısı q’nun bir kökü ise a da bir köküdür. a /∈ R olduğun-
dan, β ̸= 0 olmak üzere α, β gerçel sayıları ile a = α + iβ olur. Basit bir
hesaplamayla

(x− a)(x− a) = (x− α)2 + β2 =: x2 + 2bx+ c, b < c

olduğu kolayca görlür. x2 + 2bx+ c polinomu R[x]’te parçalanamaz.
q’nun birbirinden farklı reel kökleri a1, . . . , ak ve bunların katlılıkları

r1, . . . , rk olsunlar. Bu durumda bir c ∈ R sabiti ve qµ(x) = (x−αµ)
2+β2µ ∈

R[x] (βµ ̸= 0, µ = 1, . . . , l) polinomları ile

q(x) = c ·
k∏

ν=1

(x− a1)
rν ·

l∏
µ=1

(qµ(x))
sµ .

Burada k, rν , l, sµ’ler doğal sayılardır. Cebirden ödünç alarak

p(x)

q(x)
=

k∑
ν=1

rν∑
i=1

aiν
(x− aν)i

+

sµ∑
j=1

bjµx+ cjµ
[(x− αµ)2 + β2µ]

j
, βµ ̸= 0 (2.115)

yazabiliriz. Herhangi bir rasyonel fonksiyonun integralini almak, aşağıdaki
tipten rasyonel fonksiyonların integrallerinin alınmasına indirgenir: n ∈ N∗

için

(a)

ˆ
dx

(x− a)n
,

(b)

ˆ
rx+ s

[(x− α)2 + β2]n
dx, β ̸= 0.

Bunlardan (a)’yı biliyoruz: c ∈ R olmak üzere a’yı içermeyen her aralıktaˆ
dx

x− a
= ln |x− a|+ c

ˆ
dx

(x− a)n
=

1

1− n
(x− a)1−n + c, n > 1.
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Diğer yandan, β ̸= 0 olduğundan, x− α = βt değişken değişimi ile
ˆ

rx+ s

(x− α)2 + β2
dx =

ˆ
r(α+ βt) + s

β2t2 + β2
βdt = r

ˆ
t

t2 + 1
dt+

rα+ s

β

ˆ
dt

t2 + 1

=
r

2
ln(t2 + 1) +

rα+ s

β
arctan t

=
r

2
ln

(x− α)2 + β2

β2
+
rα+ s

β
arctan

x− α

β
.

Şimdi n ≥ 2 olsun. Aynı değişken değişimi ile
ˆ

rx+ s

[(x− α)2 + β2]n
dx =

ˆ
r(α+ βt) + s

[β2t2 + β2]n
βdt

=
r

β2n−2

ˆ
tdt

(t2 + 1)n
+
rα+ s

β2n−1

ˆ
dt

(t2 + 1)n

=
r

2β2n−2
· 1

−n+ 1
· 1

(t2 + 1)n−1
+
rα+ s

β2n−1

ˆ
dt

(t2 + 1)n
.

Böylece işimiz

In(t) :=

ˆ
dt

(t2 + 1)n

integralini bulmaya kalmıştır.

In(t) =

ˆ
dt

(t2 + 1)n
=

ˆ
1 + t2 − t2

(t2 + 1)n
dt = In−1(t)−

ˆ
t2

(t2 + 1)n
dt. (2.116)

Şimdi (2.116)’da en sağdaki integrali ele alalım.
ˆ

t2

(t2 + 1)n
dt =

ˆ
t

2

2t

(t2 + 1)n
dt

=
t

2
· 1

−n+ 1
· 1

(t2 + 1)n−1
−
ˆ

1

2
· 1

−n+ 1
· 1

(t2 + 1)n−1
dt

=
t

(2− 2n)(t2 + 1)n−1
+

1

2n− 2
In−1(t).

Bu ifadeyi (2.116)’da yerine koyarsak

In(t) =
t

(2n− 2)(t2 + 1)n−1
+

2n− 3

2n− 2
In−1(t)

elde ederiz. Bu bir indirgeme ilişkisidir. Sonlu adımda, hesapladığımız bir
f(t) fonksiyonu ve bir a ∈ R sabiti ile In(t) = f(t) + aI1(t) olur. Ancak
I1(t) =

´
dt

t2+1
= arctan t olduğundan

In(t) = f(t) + a arctan t
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olur ve işimiz biter.
Son olarak iki basit örnekle (2.115) eşitliğindeki parçalanışı nasıl buldu-

ğumuza da değinelim.

Örnek 2.7.17. (1)
´

1
x3−x2 dx =

´
1

x2(x−1)
dx =?

(a) Belirsiz katsayılar yöntemi: Bu yöntemde cebirden şu bilgiye başvururuz; İki po-
linomun birbirine eşit olması için gvyk karşılıklı katsayıların birbirine eşit olmasıdır. 0 ve
1’i içermeyen her aralıkta

1

x2(x− 1)
=

a

x
+

b

x2
+

c

x− 1
(2.117)

Her iki yanı x2(x− 1) ile çarpalım.

1 = ax(x− 1) + b(x− 1) + cx2 = (a+ c)x2 + (b− a)x− b =⇒ (2.118)
0 = a+ c, 0 = b− a ve 1 = −b =⇒ a = b = −1, c = 1.

Böylece ˆ
dx

x2(x− 1)
= − ln |x|+ 1

x
+ ln |x− 1|+ s, s ∈ R.

(b) Limit yöntemi: (2.117) eşitliğinin her iki yanını x2 ile çarpalım:

1

x− 1
= ax+ b+

cx2

x− 1
. (2.119)

İki yanın x → 0 için limitini alırsak −1 = b olur. (2.117)’yi x− 1 ile çarpalım:

1

x2
=

a(x− 1)

x
+

b(x− 1)

x2
+ c.

x → 1 limitine geçersek c = 1 olur. (2.117)’yi x ile çarpalım:

1

x(x− 1)
= a+

b

x
+

cx

x− 1
.

x → +∞ limitine geçerek 0 = a+ c = a+ 1, sonuçta a = −1 elde ederiz.
(c) Özel değerler yöntemi: x değişkenine özel değerler vererek katsayılar için bir doğ-
rusal denklem sistemi elde edilir ve bu çözülür. Örneğin (2.118)’den x = 0 için b = −1,
x = 1 için c = 1 olur. Son olarak x = 2 ile 1 = 2a+ b+4c = 2a−1+4 ve buradan a = −1
elde edilir.
(2)

´
x3+2x2+x−1

x4−1
dx =? Şimdi x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1) olduğundan

x3 + 2x2 + x− 1

x4 − 1
=

a1

x+ 1
+

a2

x− 1
+

b+ cx

x2 + 1

parçalanışından belirsiz katsayılar yöntemiyle a1 = 1
4
, a2 = 3

4
, b = 3

2
ve c = 0 elde edilir.

Böylece ±1’i içermeyen her aralıkta

x3 + 2x2 + x− 1

x4 − 1
=

1/4

x+ 1
+

3/4

x− 1
+

3/2

x2 + 1ˆ
x3 + 2x2 + x− 1

x4 − 1
dx =

1

4
ln |x+ 1|+ 3

4
ln |x− 1|+ 3

2
arctanx+ c, c ∈ R.
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2.8 Mutlak İntegrallenebilirlik ve Özdışı İntegral-
ler23

Not. Şimdiye kadar değişmeyen iki koşulumuz oldu: Ω ⊂ Rn Jordan öl-
çülebilir, dolayısıyla sınırlı ve f : Ω → R bir sınırlı fonksiyondur. Şimdi
bu koşullardan birini veya ikisini terk ettiğimizde de bazı durumlarda

´
Ω f

integralinden bahsedebileceğiz.
A ⊂ Rn herhangi bir alt küme ve f : A → R herhangi bir fonksiyon ol-

sun. A’nın Jordan ölçülebilir veya sınırlı olması gerekmez; aynı biçimde f ’nin
Riemann integrallenebilir veya sınırlı olması gerekmez. Bu tip fonksiyonlar
için önce “mutlak integrallenebilirlik ” kavramını açıklayacağız. “Mutlak in-
tegrallenebilir” (absolutely integrable) yerine yaygın olarak “özdışı integral-
lenebilir ” (improper integrals) adlandırması da kullanılır. Ancak biz özdışı
integral kavramını yalnızca n = 1 için açıklayacak ve kullanacağız. Bu genel-
likle R’de Riemann integralinden sonra açıklanan ve yaygın olarak bilinen
kavramdır. İkisi arasındaki arasındaki temel fark şudur: f ’nin mutlak in-
tegrallenebilir olması |f |’nin mutlak integrallenebilir olmasına denk iken, f
özdışı integrallenebilirken |f |’nin özdışı integrallenebilir olması gerekmez! ▲

2.8.1 Mutlak İntegrallenebilir Fonksiyonlar

A ⊂ Rn herhangi bir altküme olsun. A’nın sınırsız olabileceğini ayrıca be-
lirtelim. Jordan ölçülebilir Ak ⊂ A kümeleri için daima Ak ⊂ Ak+1 ve
A =

⋃
k≥0Ak ise, {Ak} ailesi A’yı tüketir diyelim. Örneğin {Bk} toplarının

ve Kk = [−k, k] × · · · × [−k, k] olmak üzere {Kk} küplerinin aileleri Rn’i
tüketirler. A Jordan ölçülebilir ve a ∈ A ise k ∈ N∗ için Ak := A\B1/k(a)
olmak üzere {Ak} ailesi A’yı tüketir.

Lemma 2.8.1 A ∈ J n, f ∈ R(A) ve {Ak} ailesi A’yı tüketiyorsa

lim
k
jn(Ak) = jn(A) ve lim

k

ˆ
Ak

f =

ˆ
A
f.

Kanıt. Savın ilk kısmı Sonuç 2.2.16’dan çıkar. A Jordan ölçülebilir oldu-
ğundan ∂A sıfır hacimlidir. Pozitif sayıların (εk) dizisini εk ↘ 0 olacak
biçimde seçelim.Fk figürlerini ∂A ⊂ Fk ve jn(Fk) < εk olacak biçimde seçe-
lim. 2.2.16(ii)’de Bk := Ak ve Ck := A alırsak Ck\Bk = A\Ak ⊂ Fk, 0 ≤
lim jn (A\Ak) ≤ lim jn(Fk) = 0 olur. Önsavımızdan limk jn(Ak) = jn(A).

23İngilizce “improper integrals”, almanca “uneigentliche Integrale”, fransızca “intégrales
impropres”. Bizde genelde “has olmayan integraller” olarak geçer. Seçtiğimiz adlandırma-
nın daha iyi olduğunu düşünüyoruz.
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Diğeri ∣∣∣∣ˆ
A
f −

ˆ
Ak

f

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ˆ
A\Ak

f

∣∣∣∣∣ ≤ ∥f∥ jn(A\Ak)

eşitsizliğinden çıkar. ■

Şimdi A ⊂ Rn herhangi bir küme ve f : A → R herhangi bir fonksiyon
olsun. A’nın herhangi bir {Ak} tüketimine, her k için f |Ak ∈ R(Ak) ise f ’ye
uygundur diyelim. A ⊂ Rn herhangi bir küme ve f : A → R herhangi bir
fonksiyon olsun. A’nın f ’ye uygun her {Ak} tüketimi için

(´
Ak
f
)

dizileri
aynı α sayısına yakınsaksa f fonksiyonu A’da mutlak integrallenebilir ve´
A f integrali yakınsaktır denir ve

´
A f = α yazılır. Diğer durumlarda´

A f ıraksaktır denir.
Eğer bu tanımda A Jordan ölçülebilir ve f ∈ R(A) ise, Önsav 2.8.1’den

dolayı, f mutlak integrallenebilir ve yeni
´
A f tanımı eskisiyle örtüşür.

Not 2.8.2 f : A → R ve f ’ye uygun {Ak} ailesi A kümesini tüketsin.
(´

Ak
f
)

dizisi
α’ya yakınsak olsun. F0 := A0 ve k ≥ 1 için Fk := Ak\Ak−1 olsun. {Fk} ⊂ J n ailesi
ayrıktır ve Ak =

⊔k
i=0 Fi ve

´
Ak

f =
∑k

i=0

´
Fi

f . Varsayımımızdan dolayı
∑+∞

i=0

´
Fi

f

serisi α’ya yakınsaktır. Şimdi σ : N → N bir permütasyon olsun. Bk :=
⊔k

i=0 Fσ(i) olmak
üzere, {Bk} ailesi de A’yı tüketir, f ’ye uygundur ve

´
Bk

f =
∑k

i=0

´
Fσ(i)

. Eğer f ’nin

mutlak integrallenebilir olmasını istiyorsak her σ için
∑+∞

i=0

´
Fσ(i)

yakınsak ve toplamı α

olmalıdır; özetle
∑+∞

i=0

´
Fi

f serisi mutlak yakınsak olmalıdır. ▲

Önerme 2.8.3 A ⊂ Rn herhangi bir küme ve f : A→ [0,+∞) herhangi bir
fonksiyon olsun. A kümesinin f ’ye uygun herhangi bir {Ak} tüketimi için(´

Ak
f
)

yakınsaksa f fonksiyonu A’da mutlak integrallenebilir ve
´
A f =

lim
´
Ak
f .

Kanıt. A kümesinin f ’ye uygun bir başka {Bk} tüketimi verilsin. α :=
lim

´
Ak
f olsun. Bkl := Bk ∩ Al olmak üzere {Bkl}l∈N ailesi Bk’yi tüketir.

Önsav 2.8.1’den dolayı
ˆ
Bk

f = lim
l→+∞

ˆ
Bkl

f ≤ lim
l→+∞

ˆ
Al

f = α. (2.120)

f ≥ 0 olduğundan
(´

Bk
f
)

dizisi monoton artan ve üstten sınırlı olduğu için
yakınsaktır; limitine β diyelim. (2.120)’den β ≤ α. Rolleri değişirsek α ≤ β;
böylece α = β. ■

Örnek 2.8.4. (1) f : R2 → [0,+∞) fonksiyonu f(x, y) = e−(x2+y2) olsun. k ∈ N∗

için Bk = {(x, y)|x2 + y2 < k2} olmak üzere R2’yi Bk toplarıyla tüketelim. Kutupsal



94 Rn’DE İNTEGRAL

koordinatlara geçerek
¨

Bk

e−(x2+y2)dxdy =

ˆ 2π

0

(ˆ k

0

e−r2rdr

)
dφ = π(1− e−k2

) → π

elde ederiz. Önerme (2.8.3)’ten f , R2’de mutlak integrallenebilir ve
˜
R2

f = π. Şimdi Rn’yi

Kk = [−k, k]× · · · × [−k, k] küpleriyle tüketelim. Önerme 2.8.3’ten dolayı
¨

Kk

e−(x2+y2)dxdy =

ˆ k

−k

(ˆ k

−k

e−(x2+y2)dx

)
dy =

(ˆ k

−k

e−t2dt

)2

→ π.

Dolayısıyla
´
R e

−x2

dx mutlak integrallenebilir ve
´ +∞
−∞ e−x2

dx :=
´
R e

−x2

dx =
√
π.

(2) n = 1, A = R ve f : R → R fonksiyonu f(x) = x olsun. Her Jordan ölçlebilir
B ⊂ A kümesi için f ∈ R(A). Her k ∈ N∗ için Ak := [−k, k], Bk := [k, k + 1] ve Ck :=
[−k − 1, k] olsun. Bu kümeler Jordan ölçülebilirler ve {Ak}, {Bk} ve {Ck} ailelerinin her
biri A = R’yi f ’ye uygun biçimde tüketirler. Ancak şimdi lim

´
Ak

f = 0, lim
´
Bk

f = +∞

A ⊂ Rn için

Jf (A) := {B ∈ J n|B ⊂ A ve f |B ∈ R(B)} olsun.

Önerme 2.8.5 A ⊂ Rn, f, g : A→ R ve Jf (A) = Jg(A) olsun. Ayrıca her
x ∈ A için |f(x)| ≤ g(x) olsun. Bu koşullarda

´
A g yakınsaksa

´
A f ve

´
A |f |

de yakınsaktır.

Sonuç 2.8.6
´
A f yakınsaktır⇐⇒

´
A |f | yakınsaktır.

Kanıt. A kümesinin g’ye uygun bir {Ak} tüketimi f ve |f |’ye de uygundur.∣∣∣∣∣
ˆ
Al+k

|f | −
ˆ
Ak

|f |
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ
Al+k\Ak

|f |
∣∣∣∣∣ ≤

ˆ
Al+k\Ak

g =

ˆ
Al+k

g −
ˆ
Ak

g.

Önsav 2.8.1 ve Cauchy Ölçütünden
´
A |f | yakınsaktır.

0 ≤ f+ ≤ |f | ve 0 ≤ f− ≤ |f | olduğundan, g = |f | alırsak, az önce kanıt-
lanandan f+ ve f− mutlak integrallenebilir; dolayısıyla f = f+− f−mutlak
integrallenebilir. ■

2.8.2 Özdışı İntegraller

−∞ ≤ a < b ≤ +∞ ve f : ⟨a, b⟩ → R olsun. a = −∞ veya a ∈ R ve
a < c < b olan her c için f fonksiyonu ⟨a, c⟩’de sınırlı değilse a noktasına
f ’nin bir kritik noktası diyelim. Benzer biçimde b = +∞ veya b ∈ R ve
f fonksiyonu her ⟨c, b⟩’de sınırlı değilse b noktası f ’nin bir kritik noktası
diyelim. f : ⟨a, b⟩ → R ve a, b uç noktalarından en az birinin kritik nokta ol-
duğu durumlarda bir

´ b
a f integrali açıklayacağız; bu artık Riemann integrali

olamaz.
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Tanım 2.8.7 (Tip1) a ∈ R, f : ⟨a,+∞) → R ve her a < b < +∞ için
f fonksiyonu ⟨a, b] ’de Riemann integrallenebilir olsun. F (b) :=

´ b
a f olmak

üzere limb→+∞ F (b) limiti varsa, f fonksiyonu ⟨a,+∞) ’da özdışı integ-
rallenebilir veya

´ +∞
a f özdışı integrali yakınsaktır, bu limite ise f ’nin

özdışı integrali diyecek ve bunu
ˆ +∞

a
f := lim

b→+∞
F (b) = lim

b→+∞

ˆ b

a
f

olarak göstereceğiz.
´ +∞
a f yakınsak değilse ıraksaktır, eğer limb→+∞ F (b) =

±∞ ise gerçek ıraksaktır diyecek ve bunu
´ +∞
a f = ±∞ ile göstereceğiz.

Benzer biçimde
´ a
−∞ f integralinin yakınsaklığı limb↓−∞

´ a
b f ’nin yakın-

saklığı olarak tanımlanır.

Örnek 2.8.8. (1) a > 0, f : ⟨a,+∞) → R ve f(x) = 1
xα olsun. a < b < +∞ için f

fonksiyonu [a, b] aralığında sürekli olduğundan Riemann integrallenebilir ve

F (b) =

ˆ b

a

dx

xα
=

{
1

α−1

[
1

aα−1 − 1
bα−1

]
, α ̸= 1

ln b− ln a, α = 1.

Dolayısıyla
´ +∞
a

dx
xα integrali α > 1 için yakınsak ve değeri 1

(α−1)aα−1 , α ≤ 1 içinse
+∞’a gerçek ıraksaktır. Okura ⟨a,+∞)aralığında sırasıyla 1√

x
, 1
x

ve 1
x2 fonksiyonlarının

grafiklerini çizerek, integral-alan ilişkisi bağlamında bu sonuçları yorumlamasını öneririz.
(2)

´ +∞
0

cosxdx verilsin. F (b) :=
´ b

0
cosxdx = [sinx]b0 = sin b olduğundan b → +∞ için

F (b)’nin limiti yoktur. Dolayısıyla
´ +∞
0

cosxdx integrali ıraksaktır.

Tanım 2.8.9 (Tip2) a, b ∈ R, a < b, f : ⟨a, b⟩ → R fonksiyonu sınırsız,
ancak, a < c < b koşulunu sağlayan her c için f fonksiyonu ⟨a, c] aralığında
Riemann integrallenebilir olsun. F (c) :=

´ c
a f olmak üzere limc→b F (c) limiti

varsa, f fonksiyonu ⟨a, b⟩’de özdışı integrallenebilir,
´ b
a f özdışı integrali

yakınsaktır, bu limite ise f ’nin özdışı integrali diyecek ve bunu
ˆ b

a
f := lim

c↑b
F (c) = lim

c↑b

ˆ c

a
f

olarak göstereceğiz.

Benzer biçimde a, b ∈ R, a < b, f : ⟨a, b⟩ → R fonksiyonu sınırsız, ancak,
a < c < b koşulunu sağlayan her c için f fonksiyonu [c, b⟩’de integrallenebilir
ve limc↓a F (c) limiti varsa f özdışı integrallenebilir denir ve

ˆ b

a
f := lim

c↓a

ˆ b

c
f
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olarak açıklanır.

Örnek 2.8.10. I = (0, 1] ve f(x) = 1
xα olsun. Her 0 < c < 1 için f fonksiyonu [c, 1]

aralığında Riemann integrallenebilir ve

F (c) =

ˆ 1

c

dx

xα
=

{
1

α−1

[
1

cα−1 − 1
]
, α ̸= 1

− ln c, α = 1.

Bu durumda 0 < α < 1 için
´ 1

0
f yakınsak ve

´ 1

0
dx
xα = 1 − α olur. α ≥ 1 içinse

´ 1

0
dx
xα

ıraksaktır.

Şimdi her türün her ikisinin de bir arada olduğu durumları ele alalım.
f : R→ R ve her I ⊂ R = (−∞,+∞) kapalı aralığı için f ∈ R(I) olsun; bu
duruma Tip3 diyelim. Bu durumda herhangi bir a ∈ R için

ˆ +∞

a
f ve

ˆ a

−∞
f yakınsaksa

ˆ +∞

−∞
f :=

ˆ a

−∞
f +

ˆ +∞

a
f

olarak açıklanır ve
´ +∞
−∞ f yakınsaktır denir. Bu tanımın a noktasının se-

çiminden bağımsız olduğunu görmeyi okura bırakıyoruz. Açıkca
´ +∞
−∞ f ’nin

yakınsak olması

lim
a↓−∞,b↑+∞

ˆ b

a
f (2.121)

limitinin olmasına denktir ve bu durumda
´ +∞
−∞ f = lima↓−∞,b↑+∞

´ b
a f . An-

cak dikkat: (2.121)’de a = −b alamayız. Örneğin
´ +∞
−∞ xdx ıraksaktır, ancak

a > 0 olmak üzere lima↑+∞
´ a
−a xdx = 0! Eğer varsa

lim
a↑+∞

ˆ a

−a
f limitine Cauchy esas değeri denir ve CPV

ˆ +∞

−∞
f

ile gösterilir. Eğer
´ +∞
−∞ f yakınsaksa belli ki

´ +∞
−∞ f = CPV

´ +∞
−∞ f .

Benzer biçimde ⟨a, b⟩ bir sınırlı aralık, f : ⟨a, b⟩ → R ve herhangi bir
c ∈ (a, b) için f fonksiyonu ⟨a, c] ve [c, b⟩ aralıklarında sınırsız olsun; buna
Tip4 diyelim.

ˆ c

a
f ve

ˆ b

c
f yakınsaksa

ˆ b

a
f :=

ˆ c

a
f +

ˆ b

c
f

olarak açıklanır ve
´ b
a f yakınsaktır denir. Bu tanım da c noktasının seçi-

minden bağımsızdır. Son bir tip ise her iki uç noktanın da kritik, ancak bir
uçnokta sonlu, diğeri ise ±∞’dan biri olan durumdur; buna Tip5 diyelim.
Şimdi bazı yakınsaklık ölçütleri verelim.
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Teorem 2.8.11 (Özdışı İntegraller İçin Cauchy Ölçütü) a < b ≤ +∞
ve f : ⟨a, b) → R Tip1 veya Tip2 durumunda olsun.

´ b
a f özdışı integralin

yakınsak olması için gvyk aşağıdakidir:26

∀ε > 0 ∃cε ∈ [a, b) ∀ξ, η
(
cε ≤ ξ ≤ η < b =⇒

∣∣∣∣ˆ η

ξ
f

∣∣∣∣ < ε

)
.

Kanıt. (1)
´ b
a f yakınsak ve I =

´ b
a f olsun. Limit tanımından

∀ε > 0 ∃cε ∈ [a, b) ∀ξ ∈ [cε, b) :

∣∣∣∣I − ˆ ξ

a
f

∣∣∣∣ < ε

2
.

´ η
ξ f =

´ η
a f −

´ ξ
a f olduğundan ξ ∈ [cε, b) ve η ∈ [ξ, b) için∣∣∣∣ˆ η

ξ
f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ η

a
f − I

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣I − ˆ ξ

a
f

∣∣∣∣ < ε.

(2) Koşul sağlansın. Bir (ξn) ⊂ [a, b) dizisini lim ξn = b olacak biçimde
seçelim. Koşulumuzdan, In :=

´ ξn
a f olmak üzere (In) bir Cauchy dizisidir

ve bir I’ya yakınsar. I sayısı (ξn) dizsinin seçiminde bağımsızdır. Gerçekten
(ξ′n) ⊂ [a, b) dizisi lim ξ′n = b olan bir başka dizi olsun. Aynı argümanla I ′n :=´ ξ′n
a f dizisi de yakınsaktır ve lim I ′n = I ′ olsun. Şimdi ξ1, ξ′1, ξ2, ξ′2, . . . fermuar

dizisi de b’ye yakınsar. Aynı argümanla I1, I ′1, I2, I ′2, . . . dizisi de yakınsaktır.
Dolayısıyla bu dizinin her altdizisi de aynı sayıya yakınsar; öyleyse I = I ′.
Bu ise lim

´ c
a f = I demektir. ■

Sonuç 2.8.12
´ b
a |f | yakınsaksa

´ b
a f de yakınsaktır.

Kanıt.
∣∣∣´ η

ξ f
∣∣∣ ≤ ´ η

ξ |f | ve Cauchy Ölçütü’nden çıkar. ■
´ b
a |f | yakınsaksa

´ b
a f mutlak yakınsaktır denir.

´ +∞
a f integrali ile

seriler arasında bayağı benzerlikler vardır. Sonuç 2.8.12,
´ +∞
a f mutlak ya-

kınsaksa yakınsaktır der; tıpkı serilerde olduğu gibi. Yine serilerde olduğu
gibi

´ +∞
a f ’nin yakınsaklığından

´ +∞
a f ’nin mutlak yakınsaklığı çıkmaz! Ve

burada özdışı integraller Riemann integrallenebilir fonksiyonlardan ayrılır;
çünkü f ∈ R(I) ise |f | ∈ R(I)!

Örnek 2.8.13.
´ +∞
0

sin x
x

dx integrali yakınsak, ancak mutlak yakınsak değildir. Görelim.
Her şeyden önce f(0) := 0 olarak açıklandığında f : [0,+∞) → R’nin sürekli olduğunun

26Cauchy Ölçütü: A ⊂ R, f : A → R, a noktası A’nın bir yığılma noktası olsun. Şu
iki önerme denktir: (1) ∃ limx→a f(x). (2) Her ε > 0 için a’nın bir U komşuluğu, her
x, y ∈ U ∩A için |f(x)− f(y)| < ε olacak biçimde vardır. Bu teorem tam da budur.
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biliyoruz; tip1 durumundayız. Her 0 < ξ ≤ η < +∞ için kısmi integralle
ˆ η

ξ

sinx

x
dx =

[
−cosx

x

]η
ξ
−
ˆ η

ξ

cosx

x2
dx =⇒∣∣∣∣ˆ η

ξ

sinx

x
dx

∣∣∣∣ ≤ 1

ξ
+

1

η
+

ˆ η

ξ

1

x2
dx <

3

ξ
→

ξ→+∞
0.

Cauchy Ölçütü ile
´ +∞
0

sin x
x

dx integrali yakınsaktır (ve
´ +∞
0

sin x
x

dx = π
2
).

Şimdi
´ +∞
0

∣∣ sin x
x

∣∣ dx’in yakınsak olmadığını görelim.

ˆ kπ

0

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx =

k∑
ν=0

ˆ νπ

(ν−1)π

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx

≥
k∑

ν=0

1

νπ

ˆ νπ

(ν−1)π

|sinx| dx =
2

π

k∑
ν=1

1

ν
→

k→+∞
+∞.

Her ne kadar ileride öğreneceğimiz Lebesgue integrali Riemann integralini genelleştirse de
özdışı integralde durum farklıdır. f(x) = sin x

x
fonksiyonu (0,+∞)’de Lebesgue integralle-

nemez, ancak özdışı integrallenebilir!

Önerme 2.8.14 (Majör Ölçütü) f, g : [a, b) → R Tip1 veya Tip2 olsun.
Her x ∈ [a, b) için |f(x)| ≤ g(x) ve

´ b
a g yakınsaksa

´ b
a f mutlak yakınsaktır.

Kanıt. Cauchy Ölçütü ve
∣∣∣´ η

ξ f
∣∣∣ ≤ ´ η

ξ g eşitsizliğinden çıkar. ■

Önerme 2.8.15 (İntegral Ölçütü) n0 ∈ N ve f : [n0,+∞) → [0,+∞)
monoton azalansa

+∞∑
n=n0

f(n) yakınsaktır ⇐⇒
ˆ +∞

n0

f yakınsaktır.

Kanıt. Koşulumuzdan her x ∈ [n, n + 1] için f(n + 1) ≤ f(x) ≤ f(n).
Buradansa f(n+ 1) ≤

´ n+1
n f(x)dx ≤ f(n) olur ve bu savı verir. ■

Örnek 2.8.8 (1) ve İntegral Ölçütü ile

+∞∑
n=1

1

nα
serisi

{
α > 1 için yakınsaktır.
α ≤ 1 için ıraksaktır.

Her s > 1 için ζ(s) :=
∑+∞

n=1
1
ns olarak açıklanan fonksiyon, Riemann’ın

ζ-fonksiyonudur ve çok önemlidir.
Γ : (0,+∞) → (0,+∞) gamma fonksiyonu

Γ(x) :=

ˆ +∞

0
tx−1e−tdt =

ˆ 1

0
tx−1e−tdt+

ˆ +∞

1
tx−1e−tdt



2.9. VEKTÖR DEĞERLİ FONKSİYONLARDA İNTEGRAL 99

Tip5 integrali ile tanımlanmıştır. Herhangi bir 0 < r < +∞ için
´ r
0 t

x−1e−tdt
integralinin yakınsaklığı tx−1e−t ≤ tx−1 eşitsizliğinden çıkar. Diğer yandan
lim tx+1e−x = 0 olduğundan bir M > 0 sayısı her x ≥M için tx−1e−t ≤ t−2

olacak biçimde vardır. Majör Ölçütü ile
´ +∞
M tx−1e−tdt yakınsaktır. Sonuçta´ +∞

0 tx−1e−tdt yakınsaktır ve Γ(x) iyi tanımlıdır. 0 < r < R < +∞ için
kısmi integralle

ˆ R

r
txe−tdt =

[
txe−t

]R
r
+ x

ˆ R

r
tx−1e−tdt.

Buradan r ↓ 0, R ↑ +∞ limitlerine geçerek Γ(x+1) = xΓ(x) elde ederiz. Bu
denklem Γ(1) = 1 ile birlikte her n ∈ N için Γ(n+ 1) = n! bağıntısını verir.

2.9 Vektör Değerli Fonksiyonlarda İntegral

Not. Bu kısımda değerlerini bir Banach uzayında alan fonksiyonların Ri-
emann integrallerine kısaca değineceğiz. Amacımız Altkısım 3.3.3’te kısaca
değineceğimiz, değerlerini bir Banach uzayında alan fonksiyonların Lebesgue
integralinin, burada ele alacağımız Riemann integrallerinin doğal devamı ol-
duğunu göstermektir. ▲

Uzlaşma: Bu kısımda daima Ω ⊂ Rn Jordan ölçülebilir, K cismi R veya C
olmak üzere (V, ∥∥) bir K- Banach uzayı ve f : Ω → V bir sınırlı fonksiyon
olacaktır.

Z ∈ P(Ω) için V ̸= R ise artık A(f,Z), U(f,Z) toplamları ve
´
Ω
f,
´
Ωf

integralleri ve grafaltı tanımlanamazlar. Dolayısıyla salt bu kavramlara ve
R’nin sıralamasına dayanan teoremleri yeni duruma aktaramayız; bunlar bir
iki önermeden ibarettir. Örneğin V ̸= R ise artık integral ve hacim ilişkisi an-
lamsızdır; yine R’deki sıralamaya dayanan Sonuç 2.3.9 ve Önerme 2.3.22 (ii)
gibi. Elimizde aslında işin özü, Sl(f,Z) salınımları ve R(f,Z(a)) Riemann
toplamları kalır. Şimdiye kadar kanıtlanan teoremlerin neredeyse tümü bu
genel duruma aktarılırlar.

Her Z(a) ∈ Z∗(Ω) için

R(f,Z(a)) :=
k∑

i=1

f(ai)jn(Ai)

sayısına f ’nin Z(a)’ya göre Riemann toplamı denir.
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Tanım 2.9.1 (R(f,Z(a))Z∈Z∗(Ω) ağı yakınsaksa f fonksiyonu Riemann
integrallenebilir ve

ˆ
Ω
f ≡

ˆ
Ω
fdjn ≡

ˆ
Ω
f(x)djn(x) := lim

Z(a)∈Z∗(Ω)
R(f,Z(a))

vektörüne ise f ’nin Ω’daki Riemann integrali denir. R(Ω, V ) ile Riemann
integrallenebilen f : Ω → V fonksiyonların kümesini gösterelim.

Sonuç 2.9.2 R(Ω, V ) bir K-vektör uzayıdır ve her a, b ∈ K ve f, g ∈
R(Ω, V ) için ˆ

Ω
(af + bg) = a

ˆ
Ω
f + b

ˆ
Ω
g.

Kanıt. Doğrudan Önerme 1.1.7 (i)’den çıkar. ■

Örnek 2.9.3. Z = {A1, . . . , Ak} ∈ Z(Ω) ve v1, . . . , vk ∈ V olmak üzere

s :=

k∑
i=1

vi1Ai = v11A1 + · · ·+ vk1Ak (2.122)

tipindeki s : Ω → V fonksiyonlarına bir Riemann merdiveni, kısaca R-merdiveni
diyelim. Ai kümelerine s merdiveninin basamakları diyelim. Ayrıca, i ̸= j için daima
vi ̸= vj ise s’nin (2.122) gösterimine s’nin normal gösterimi diyelim. Herhangi bir
t =

∑
1≤j≤m wjBj R-merdiveni normal gösterime getirilebilir: w1, . . . , wm değerlerinin bir-

birinden farklı olanlarını v1, . . . , vk olarak numaralar ve Ai := ∪j,wj=viBj olarak açıklar-
sak t =

∑
1≤i≤k vi1Ai gösterimi normaldir. Ω’daki R-merdivenlerinin kümesini Mr(Ω, V )

ile gösterelim. Mr(Ω, V )’nin bir K-vektör uzayı olduğunu okur kolayca gösterebilir. Genel
yöntem şudur: Basamakları Ai ve Bj olan s ve t merdivenleri verildiğinde bunlar basa-
makları Ai∩Bj olan merdivenlere dönüştürülür, dolayısıyla s+t, basamakları Ai∩Bj olan
bir merdiven fonksiyonudur. Her x ∈ A için ∥s∥ (x) := ∥s(x)∥ ile açıklanan s fonksiyonu
Mr(Ω,R)’dedir.

s =
∑

i vi1Ainormal gösterimde ve Z0 := {A1, . . . , Ak} ise her Z0 ≺ Z ∈ Z(Ω) için
R(f,Z0(a)) = R(f,Z(b)). dolayısıyla (R(f,Z(b)))Z≻Z0

ağı yakınsaktır. Sonuçta s ve ∥s∥
Riemann integrallenebilir ve

ˆ
Ω

s =
∑
i∈I

jn(Ai)vi ve
ˆ
Ω

∥s∥ =
∑
i∈I

∥vi∥ jn(Ai). (2.123)

Dolayısıyla
∥∥´

Ω
s
∥∥ ≤

´
Ω
∥s∥. Okur,

∥s∥∗ :=

ˆ
Ω

∥s∥ ’nin (2.124)

Mr(Ω, V )’de bir yarınorm olduğunu kolayca görür.

Lemma 2.9.4 Z = {Ai} ∈ Z(Ω) ve Sl(f,Z) ≤ ε olsun. ai, a′i ∈ Ai olmak
üzere ∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z(a′))

∥∥ ≤ ε.
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Kanıt. Her i için∥∥f(ai)jn(Ai)− f(a′i)jn(Ai)
∥∥ =

∥∥f(ai)− f(a′i)
∥∥ jn(Ai) ≤ sl(f,Ai)jn(Ai),

dolayısıyla

∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z(a′))
∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i

(
f(ai)jn(Ai)− f(a′i)jn(Ai)

)∥∥∥∥∥
≤
∑
i

∥∥f(ai)jn(Ai)− f(a′i)jn(Ai)
∥∥

≤
∑
i

sl(f,Ai)jn(Ai) = Sl(f,Z) ≤ ε.

■

Lemma 2.9.5 Z,Z ′ ∈ Z(Ω) ve Z ≺ Z ′ ise Sl(f,Z ′) ≤ Sl(f,Z).

Kanıt. I, J sonlu kümeler
olmak üzere Z = {Ai}i∈I ve Z ′ = {Bj}j∈J olsun.

Sl(f,Z ′) =
∑
j∈J

sl(f,Bj)jn(Bj) =
∑
i∈I

 ∑
Bj⊂Ai

sl(f,Bj)jn(Bj)

 ≤

≤
∑
i∈I

 ∑
Bj⊂Ai

sl(f,Ai)jn(Bj)

 =
∑
i∈I

sl(f,Ai)jn(Ai) = Sl(f,Z).

■

Önerme 2.9.6 Z = {Ai}i∈I ve Z ′ =
{
A′

j

}
j∈J

parçalanışları Z(Ω)’da ise∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′(a′))
∥∥ ≤ Sl(f,Z) + Sl(f,Z ′). (2.125)

Kanıt. (1) Z ≺ Z ′ olsun. Bu durumda∑
i∈I

f(ai)jn(Ai) =
∑

i∈I,j∈J,A′
j⊂Ai

f(ai)jn(A
′
j). (2.126)

Dolayısıyla jn(Ai) =
∑

j,A′
j⊂Ai

jn(A
′
j) ve A′

j ⊂ Ai için
∥∥∥f(ai)− f(a′j)

∥∥∥ ≤
sl(f,Ai) olduğunu gözetirsek, yalın yazılımla∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′(a′))

∥∥ ≤
∑
i,j

∥∥f(ai)− f(a′j)
∥∥ jn(A′

j) ≤∑
i,j

sl(f,Ai)jn(A
′
j) ≤

∑
sl(f,Ai)jn(Ai) ≤ Sl(f,Z).
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(2) Genel durumda Z ′′ := ZZ ′ = {A′′
k}k∈K olsun ve a′′k ∈ A′′

k noktaları
keyfi seçilsinler. Bu durumda (1)’den∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′(a′))

∥∥ ≤
∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′′(a′′))

∥∥
+
∥∥R(f,Z ′′(a′′))−R(f,Z ′(a′))

∥∥
≤Sl(f,Z) + Sl(f,Z ′).

■

Uzlaşma: Bir R(f,Z(a)) ifadesinde a = (ai)’yi açık olarak bilmek hiç
önemli değilse R(f,Z(a)) yerine yalın olarak R(f,Z) yazacağız.

Tanım 2.9.7 Her ε > 0 için bir Z ∈ Z(Ω) parçalanışı Sl(f,Z) < ε olacak
biçimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu ε-ölçütünü sağlar diyelim.

Teorem 2.9.8 f : Ω → V fonksiyonu ε-ölçütünü sağlarsa aşağıdakiler
geçerlidir:

(i) f ve ∥f∥ Riemann integrallenebilir ve
∥∥´

Ω f
∥∥ ≤

´
Ω ∥f∥.

(ii) limk≥1 Sl(f,Zk) = 0 koşulunu sağlayan her (Zk)k≥1 ⊂ Z(Ω) için
ˆ
Ω
f ≡

ˆ
Ω
fdjn = lim

k

ˆ
Ω
fk.

Kanıt. (i) ε > 0 keyfi verilsin ve Zε parçalanışı Sl(f,Zε) < ε/2 olacak
biçimde seçilsin. Önsav 2.9.5 ve (2.125)’ten dolayı her Z,Z ′ ≻ Zε için∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′(a′))

∥∥ ≤ Sl(f,Zε) < ε (2.127)

olur. Dolayısıyla (R(f,Z(a))) bir Cauchy ağıdır ve Teorem 1.1.5’ten ötürü
yakınsaktır. Herhangi bir B ⊂ Ω için sl(∥f∥ , B) ≤ sl(f,B) olduğundan
daima Sl(∥f∥ ,Z) ≤ Sl(f,Z) olur. Dolayısıyla ∥f∥ fonksiyonu da ε-ölçütünü
sağlar ve az önce kanıtlanandan Riemann integrallenebilir. Son savımız ise
∥R(f,Z)∥ ≤ R(∥f∥ ,Z) eşitsizliğinden çıkar.

(ii) (Zk), (Z ′
k) ⊂ Z(Ω) dizileri limk≥1 Sl(f,Zk) = 0 = limk≥1 Sl(f,Z ′

k)
olacak biçimde verilsinler. (2.127) eşitsizliğinden (R(f,Zk)) ve (R(f,Z ′

k))
dizileri yakınsaktırlar. (2.125)’ten∥∥R(f,Zk)−R(f,Z ′

k)
∥∥ ≤ Sl(f,Zk) + Sl(f,Z ′

k) → 0,

dolayısıyla limR(f,Zk) = limR(f,Z ′
k).

Eğer daha baştan Z1 ≺ Z2 ≺ · · · değilse W1 := Z1 ve k ≥ 2 için Wk :=
Z1 · · · Zk alarak W1 ≺ W2 ≺ · · · sağlanır. Elbette lim Sl(f,Wk) = 0. Az önce
kanıtlanandan (R(f,Wk)) dizisi yakınsaktır; W1 ≺ W2 ≺ · · · olduğundan
bu limit (R(f,Z)) Cauchy ağının limitidir. ■
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Teorem 2.9.9 Sınırlı f : Ω → V fonksiyonu için aşağıdaki önermeler
denktirler:

(i) f fonksiyonu ε-ölçütünü sağlar.
(ii) Her ε > 0 için Z1,Z2,Zε ∈ Z(Ω) parçalanışları Zε = Z1 ⊔ Z2 ve

∀Ai ∈ Z1 sl(f,Ai) < ε ve
∑

Ai∈Z2

jn(Ai) < ε

olacak biçimde vardır.
(iii) Her s ∈ Mr(Ω, V ) için ∥f − s∥ ∈ R(Ω,R) ve her ε > 0 için bir

sε ∈ Mr(Ω, V ) merdiven fonksiyonu
´
Ω ∥f − sε∥ < ε olacak biçimde

vardır; dolayısıyla

inf
s∈Mr(Ω,V )

ˆ
Ω
∥f − s∥ = 0.

Kanıt. (i)=⇒(ii) ε > 0 keyfi verisin. Koşulumuzdan bir Zε parçalanışını
Sl(f,Zε) < ε2 olacak biçimde seçebiliriz.

Z1 := {Ai ∈ Zε| sl(f,Ai) < ε} ve Z2 := {Ai| sl(f,Ai) ≥ ε}

olsun. Bu durumda

ε

 ∑
Ai∈Z2

jn(Ai)

 =
∑

Ai∈Z2

εjn(Ai) ≤
∑

Ai∈Zε

sl(Ai)jn(Ai) = Sl(f,Zε) < ε2.

Buradan
∑

Ai∈Z2
jn(Ai) < ε olur ve (ii) kanıtlanmıştır.

(ii)=⇒(i): jn(Ω) = 0 ise kanıtlanacak bir şey yoktur; çünkü her Z par-
çalanışı için Sl(f,Z) = 0 olur. Şimdi jn(Ω) > 0 olsun ve ε > 0 keyfi verilsin.

η := ε/ (jn(Ω) + Sl(f,Ω))

olsun. η için koşulumuza uygun Z1,Z2,Zη parçalanışlarını seçelim.

Sl(f,Zη) =
∑

Ai∈Z1

sl(f,Ai)jn(Ai) +
∑

Ai∈Z2

sl(f,Ai)jn(Ai)

≤
(

sup
Ai∈Z1

sl(f,Ai

) ∑
Ai∈Z1

jn(Ai) + Sl(f,Ω)
∑

Ai∈Z2

jn(Ai)

< ηjn(Ω) + η Sl(f,Ω) = ε.

(i)=⇒(iii): s ∈ Mr(Ω, V ) olsun ve ε > 0 keyfi verilsin. Hipotezimiz-
den bir Zε ile Sl(f,Zε) < ε. Eğer Zε = {A1, . . . , Ak} ise daha baştan Zε



104 Rn’DE İNTEGRAL

parçalanışını s fonksiyonu her bir Ai’de sabit olacak biçimde seçebiliriz. Bu
durumda, her x, y ∈ Ai için

|∥f(x)− s(x)∥ − ∥f(y)− s(y)∥| ≤ ∥f(x)− f(y)∥ .

Böylece sl(∥f − s∥ , Ai) ≤ sl(f,Ai), dolayısıyla Sl(∥f − s∥ ,Ω) ≤ Sl(f,Ω) <
ε olur. Önerme 2.3.6’dan dolayı ∥f − s∥ ∈ R(Ω,R). Şimdi her i için bir
ai ∈ Ai seçelim ve her x ∈ Ai için sε(x) := f(ai) olarak açıklayalım; özetle
sε :=

∑k
i=1 f(ai)1Ai olsun. İrdelemelerimizden ∥f − sε∥ ∈ R(Ω,R) ve her

x ∈ Ai için ∥f(x)− sε(x)∥ ≤ sl(f,Ai) olduğundan

ˆ
Ω
∥f − sε∥ =

k∑
i=1

ˆ
Ai

∥f − sε∥ ≤
k∑

i=1

jn(Ai) sl(f,Ai) = Sl(f,Ω) < ε

olur. Böylece (i)=⇒(iii).
(iii)=⇒(i): ε > 0 keyfi verilsin. sε ∈ Mr(Ω, V ) fonksiyonunu

´
Ω ∥f − sε∥ <

ε/2 olacak biçimde seçelim. Bir Zε = {Ai} parçalanışını sε fonksiyonu
Ai’lerde sabit ve ∑

1≤i≤k

jn(Ai) ∥f − sε∥Ai
<
ε

2

olacak biçimde seçebiliriz.28 Bu durumda her y, z ∈ Ai için ∥f(y)− f(z)∥ ≤
2 ∥f − sε∥Ai

, dolayısıyla Sl(f,Zε) =
∑

1≤i≤k jn(Ai) sl(f,Ai) < ε olur. Böy-
lece (iii)=⇒(i). ■

f : Ω → V sınırlı fonksiyonu için

Uε(f) := {s ∈ Mr(Ω, V )| ∥f − s∥ < ε} ve

Iε(f) :=

{ˆ
Ω
s|s ∈ Uε(f)

}
olsun. Teorem 2.9.9’dan dolayı (i) sağlanmışsa Uε(f) ̸= ∅ ve s, t ∈ Uε(f) için∥∥∥∥ˆ

Ω
s−

ˆ
Ω
t

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ˆ
Ω
(s− t)

∥∥∥∥ ≤
ˆ
Ω
∥s− t∥ ≤

ˆ
Ω
∥s− f∥+

ˆ
Ω
∥f − t∥ < 2ε

olduğundan d(Uε(f)) çapı ≤ 2ε olur29. Dolayısıyla
⋂

ε>0 Uε(f) arakesiti bir
tek öge içerir; bunu

I(f) :=
⋂
ε>0

Uε(f)

ile gösterelim.
28∥f − sε∥Ai

:= supx∈Ai
∥f(x)− sε(x)∥.

29(X, d) bir metrik uzay ve ∅ ≠ A ⊂ X olmak üzere d(A) := sup {d(x, y)|x, y ∈ A}’ya
A kümesinin çapı denir.



2.9. VEKTÖR DEĞERLİ FONKSİYONLARDA İNTEGRAL 105

Sonuç 2.9.10 f : Ω → V fonksiyonu ε-ölçütünü sağlasın. Bu durumda
bir (sk) ⊂ Mr(Ω, V ) dizisi

´
Ω ∥f − sk∥ djn → 0 olacak biçimde vardır ve´

Ω fdjn = lim
´
Ω sk. Son eşitlik

´
Ω ∥f − tk∥ djn → 0 koşulunu sağlayan her

(tk) ⊂ Mr(Ω, V ) dizisi için geçerlidir, dd
´
Ω fdjn = lim

´
Ω sk.

Kanıt. sk ∈ U1/k(f) seçiniz. ■

Bu sonuç çoğu zaman çıkış noktası olarak seçilir. Önce Riemann mer-
divenlerinin integrali açıklanır. Ardından bir f : Ω → V fonksiyonu için
(sk), (tk) ⊂ Mr(Ω, V ) dizileri için ∥f − sk∥∗ → 0 ve ∥f − tk∥∗ ise lim

´
Ω sk =

lim
´
Ω tk olduğu kanıtlanır ve

´
Ω f := lim

´
Ω sk olarak açıklanır. Bu yönde

daha fazla ilerlemeyeceğiz.
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Bölüm 3

Lebesgue Ölçüsü ve Lebesgue
İntegrali

Bu bölümde ölçülerimizin +∞ ve fonksiyonlarımızın ±∞ değerlerini alma-
sına izin vereceğiz. Dolayısıyla bunların aritmetiğine kısaca değinelim. Önce
gösterimler:

R := R ∪ {±∞} =: [−∞,+∞] ve R+ := [0,+∞].

R’deki sıralama her a ∈ R için −∞ < a < +∞ açıklanarak R ’ye genişletilir.
Şimdi R’deki aritmetiği vereceğiz. Temel mantık şöyledir: (an) ⊂ R dizisi
R’de ±∞’a yakınsaksa– bu tamda bu dizinin R’de ±∞’a ıraksak olması
demektir –işlemler her r ∈ R için

r + lim an = lim(r + an) ve r · lim an = lim ran

ve değişmeli olacak biçimde açıklanır. Dolayısıyla

r + (±∞) = ±∞+ r = ±∞ , (∀r ∈ R)
r · (±∞) = (±∞) · r = ±∞ , (∀r (0 < r ≤ +∞))
r · (±∞) = (±∞) · r = ∓∞ , (∀r (−∞ ≤ r < 0))
0 · (±∞) = (±∞) · 0 = 0.

Ayrıca
sup ∅ := −∞ ve inf ∅ := +∞

olarak açıklanır. Bu tanım

A ⊂ B =⇒ supA ≤ supB ve inf A ≥ inf B

çıkarımı ile uyumludur.

107
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Herhangi bir incelemede temel kümemiz X olsun. Bu durumda A ⊂ X
için Ac := X\A olacaktır. A ⊂ P(X) ise Ac := {Ac|A ∈ A} olsun. A’nın
çokluk sayısını (dd kardinalitesini) ♮A ile göstereceğiz. ω := ♮N ve c := ♮R
gösterimleri yaygındır. Kümeler kuramında sonsuz kardinal sayıları sırasıyla
ℵ0 := ω,ℵ1,ℵ2, . . . olarak gösterilir. a := ♮X ise ♮ (P(X)) = 2a. Her n ∈ N∗

için ♮Rn = c olduğundan ♮ (P(Rn)) = 2c.
Bir (Ak) ⊂ P(X) dizisine A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ise artan A0 ⊃ A1 ⊃ · · · ise

azalan denir.

(Ak) artansa Ak ↑
+∞⋃
k=0

Ak veya limAk :=
+∞⋃
k=0

Ak

(Ak) azalansa Ak ↓
+∞⋂
k=0

Ak veya limAk :=

+∞⋂
k=0

Ak

olarak açıklanır. Sonsuza giden damgayı vurgulamak gerekirse

Ak ↑ A ve Bk ↓ B yerine Ak ↑+∞
k=0 A ve Bk ↓+∞

k=0 B

yazacağız. (Ak), (Bk) ⊂ P(X) dizileri için:

(Ak), (Bk) artan =⇒ (Ak ∪Bk) aratan ve lim(Ak ∪Bk) = limAk ∪ limBk

(3.1)

(Ak), (Bk) azalan =⇒ (Ak ∩Bk) azalan ve lim(Ak ∩Bk) = limAk ∩ limBk.
(3.2)

A ⊂ P(X) herhangi bir aile ise

A↑ := {A|(Ak) ⊂ A artan ve Ak ↑ A} = {limAk|(Ak) ⊂ A artan}

olarak açıklansın.

3.1 σ-cebirleri

Tanım 3.1.1 X ̸= ∅ ve ∅ ≠ A ⊂ P(X) olsun.
(i) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A,
(ii) A,B ∈ A =⇒ A ∪B ∈ A,
(iii) I sayılabilir ve her i ∈ I için Ai ∈ A ise

⋃
i∈I Ai ∈ A

olmak üzere A ailesine (i) ve (ii) sağlandığında X’te bir cebir ve (i) ve (iii)
sağlandığında ise bir σ-cebiri denir. A bir halka ve ayrıca (iii) sağlanıyorsa
A bir σ-halkasıdır denir.
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Bu adlandırmada σ, sayılabilirliğe göndermede bulunur. Her σ-cebiri aynı
anda bir cebirdir. A, X’te bir cebir olsun. Tanımdan bir A ∈ A vardır.
Dolayısıyla (i) ve (ii) ile X = A ∪Ac ∈ A ve ∅ = Xc ∈ A olur.

A,B ∈ A =⇒ A ∩B = (Ac ∪Bc)c ∈ A, (3.3)
A,B ∈ A =⇒ A\B = A ∩Bc ∈ A. (3.4)

Dolayısıyla her cebir bir halkadır.

⋂
i∈I

Ai =

(⋃
i∈I

Ac
i

)c

ve
⋃
i∈I

Ai =

(⋂
i∈I

Ac
i

)c

(3.5)

De Morgan kurallarından dolayı, σ-cebirlerinin tanımda, (iii)’te birleşim ye-
rine arakesit alınabilir. Böylece σ-cebirleri sayılabilir arakesitlere ve sayıla-
bilir birleşimlere göre kapalıdır.

Her şeyden önce P(X) ve A = {∅, X} aileleri X’te birer σ-halkaları ve
σ-cebiridirler. X’teki σ-halkalarının, bb σ-cebirlerinin arakesitleri de X’te
birer σ-halkasıdır , bb σ-cebiridir. Dolayısıyla her E ⊂ P(X) için

σh(E) :=
⋂

{A|E ⊂ A ve A, X’te bir σ- halkası} ve (3.6)

σ(E) :=
⋂

{A|E ⊂ A ve A, X’te bir σ- cebiri} (3.7)

birer σ-halkası ve σ-cebiridir. E ’ye bunların bir üreten sistemi denir. (X, T )
bir topolojik uzay ise B(T ) := σ(T )’ye bu topolojik uzayın Borel σ-cebiri
denir. Doğal topolojiyle alınmış Rn uzayımızın Borel cebirini kısaca Bn ile
göstereceğiz. Bn’nin ögelerine Borel kümeleri denir.

Lemma 3.1.2 Aşağıdaki ailelerin her biri Bn’nin bir üreten sistemidir:
(i) Kapalı kümelerin ailesi,
(ii) Kompakt kümelerin ailesi,
(iii) Qn

a ,Qn
k ,Qn

l ve Qn
r ailelerinin her biri,

(iv) Çarpanlarının yalnızca biri, a ∈ Q olmak üzere, (−∞, a) ve tüm diğer-
leri R olan A1 ×A2 × · · · ×An tipinde kümelerin ailesi

(v) Çarpanlarının yalnızca biri, a ∈ Q olmak üzere, (−∞, a] ve tüm diğer-
leri R olan A1 ×A2 × · · · ×An tipinde kümelerin ailesi.

Kanıt. Örnek oluşturmak üzere (v) önermesini B1 için gösterelim. E :=
{(−∞, a]|a ∈ Q} olsun. R ve (a,+∞) açık kümeler olduğundan (−∞, a] =
R\(a,+∞) ∈ B1. Böylece E ⊂ B1, dolayısıyla σ(E)⊂ B1.
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a, b ∈ Q ve a < b ise (a, b] = (R\(−∞, a])∩(−∞, b] ∈ σ(E). Şimdi U ⊂ R
açık ve U ̸= ∅ olsun. Her x ∈ U için a, b ∈ Q sayıları x ∈ (a, b] ⊂ U olacak
biçimde vardır. Bu tür (a, b] aralıklarından sayılabilir çoklukta vardır ve

U =
⋃

{(a, b]|a, b ∈ Q ve (a, b] ⊂ U}

olduğundan U ∈ σ(E) olur. Dolayısıyla B1 ⊂ σ(E). ■

Not. σ(E) için (3.7)’de verilen tanım tipine matematikte sıkça rastlarız.
Bu tanım bir dışsal tanımdır ve kurucu değildir; σ(E)’nin öğelerinin E ’nin
öğelerinden nasıl kazanıldığını söylemez! Sıra sayılarının sınıfını Srs ile gös-
terelim. Şimdi E0 := E ∪ Ec (Ec = {Ec|E ∈ E}), α ∈ Srs için

Eα+1 :=
{⋃

B|B ⊂ Aα, ♮B ≤ ω
}
∪
{(⋃

B
)c

|B ⊂ Aα, ♮B ≤ ω
}

ve λ bir limit sıra sayısı ise Eλ :=
⋃

α<λ Eα olarak açıklansın.
Teorem: σ(E) = ⋃α<ℵ1

Eα = Eℵ1(bkz [13], Teorem 3.6.9).
Bn’nin gücünün c olduğu gösterilebilir(bkz [13] Teorem 3.6.10). Bu, A ⊂

Rn altkümelerinin ezici çoğunluğunun Borel kümesi olmadığı anlamına gelir.
İleride Rn’de Lebesgue ölçülebilir kümelerin Ln ailesini tanıyacağız. ♮Bn =
c < 2c = ♮Ln geçerlidir. Yine de analizde karşılaştığımız A ⊂ Rn altkü-
melerinin neredeyse tümü Borel kümeleridir. Bu nedenle çoğu yazar Bn ile
yetinir. ▲

Tanım 3.1.3 H ⊂ P(X) bir yarıhalka veya bir halka ve v : H → R+ bir
hacim olsun. I sayılabilir olmak üzere daima

{Ak}k∈I ⊂ H ayrık ve
⊔
k∈I

Ak ∈ H ise v

(⊔
k∈I

Ak

)
=
∑
k∈I

v(Ak) (3.8)

sağlanıyorsa v hacmi σ-toplamsaldır denir. σ-toplamsal hacimlere bir ö-
nölçü denir. Tanım kümesi bir σ-cebiri olan σ-toplamsal hacimlere ölçü
denir. Her A ∈ H için v(A) < +∞ ise v hacmi sonludur denir. Her
n ∈ N için bir An ∈ H, v(An) < +∞ ve X =

⋃
n∈NAn olacak biçimde

bulunabiliyorsa v hacmi σ-sonludur denir.

Şöyle de diyebiliriz: v : H → R+ dönüşümüne, v(∅) = 0 ve her sayılabilir
ve ayrık {Ai}i∈I ⊂ H ailesi için

⊔
i∈I

Ai ∈ H =⇒ v

(⊔
i∈I

Ai

)
=
∑
i∈I

v(Ai)
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sağlanıyorsa bir önölçüdür denir. Eğer H bir σ-cebiri ise (3.8)’deki
⊔

k∈NAk ∈
H koşulu otomatikman sağlanır. v(∅) = 0 koşulu ile v ≡ +∞ durumu ön-
lenmiştir. Biz Önerme 3.2.1’de vn : Qn → R+ ve vn : Fn → R+’nin birer
önölçü olduğunu kanıtlayacağız.

3.2 Lebesgue Ölçüsü

Bir önceki bölümde Jordan hacmini ve Riemann integrallerini ele aldık.
Rn’deki kutuların kümesini Qn ile gösterdik. Sonlu sayıda kutuların bir-
leşimlerine figür dedik ve figürlerin kümesini Fn ile gösterdik. Bir yandan
okuru Ölçüler Kuramı’na da hazırlamayı düşündüğümüzden Qn ve Fn’nin
küme işlemlerine göre yapılarına odaklandık. Böylece Qn’nin bir yarıhalka
ve Fn’nin ise Qn’nin ürettiği halka olduğunu, dd Fn = ρ(Qn) olduğunu
kanıtladık. Herhangi bir Y yarıhalkasında hacim kavramını verdik ve ya-
rıhalkalardaki hacimlerin, tek bir biçimde, ürettikleri ρ(Y) halkasında bir
hacme genişletilebildiğini kanıtladık. Q =

∏n
i=1 ⟨ai, bi⟩ ∈ Qn kutusu için

vn(Q) =
∏n

i=1(bi − ai) olarak açıklanan vn : Qn → [0,+∞) dönüşümünün
bir hacim olduğunu kanıtladık ve bunu bir vn : Fn → [0,+∞) hacmine ge-
nişlettik. Özetle ∅ ∈ Fn ve A,B ∈ Fn ise A∪B,A\B ∈ Fn. Ayrıca vn(∅) = 0
ve vn(A ⊔ B) = vn(A) + vn(B). Her figür sonlu sayıda sınırlı kutunun bir-
leşimi olarak sınırlıdır. Sonra vn hacmini, sınırlı kümelerden oluşan bir J n

halkasında bir jn : J n → [0,+∞) hacmine genişlettik. Bunu antik çağlarda
da bilinen, içeriden ve dışarıdan tüketme yöntemiyle yaptık. Her sınırlı A
için bir j

n
(A) iç hacmi ve bir jn(A) dış hacmi tanımladık ve j

n
(A) = jn(A)

olması durumda A’nın Jordan ölçülebilir olduğunu söyledik; bu ortak değeri
ise A’nın Jordan hacmi olarak açıklayıp bunu jn(A) ile gösterdik. Ayrıca bir
A kümesinin Jordan ölçülebilir olması için gerek ve yeter koşulun her ε > 0
sayısına karşılık Fε, F

ε figürlerinin Fε ⊂ A ⊂ F ε ve vn(F ε\Fε) < ε olacak
biçimde bulunabilmesi olduğunu kanıtladık (bkz. Önsav 2.2.5). Ancak J n

yeterince zengin değildir; sınırsız hiçbir küme içermediği gibi her sınırlı açık
kümeyi bile içermez!

Biz J n ⊂ Ln ⊂ P(Rn) koşulunu sağlayan bir Ln ailesi ve vn, jn hacim-
lerini genişleten bir λn : Ln → [0,+∞] dönüşümünün peşindeyiz. Ln ̸= ∅
ailesinin bir σ-cebiri olmasını ve λn’nin bir ölçü olmasını istiyoruz. Ln σ-
cebirini tanımlarken bize Fn’den J n’e geçiş yol gösterecektir. İster Jordan
ölçüsünden Lebesgue ölçüsüne geçişte ister Riemann integralinden Lebesgue
integraline geçişte olsun temel düşünce sonludan sayılabilirliğe geçmek ay-
rıca fonksiyonlar ve kümelerimizin sınırsız olmasına izin vermek olacaktır.
Fn sonlu kutuların birleşimi olan figürlerin kümesidir. Bunun yerini sayıla-
bilir kutuların birleşimi olan Fn↑alacaktır.
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Önerme 3.2.1 vn : Qn → [0,+∞) hacmi bir önölçüdür: I sayılabilir,
Q,Qi ∈ Qn ve Q =

⊔
i∈I Qi ise vn(Q) =

∑
i∈I vn(Qi).

Kanıt. I sonlu ise savımız, vn bir hacim olduğu için doğrudur. Şimdi I
sayılabilir sonsuz olsun; I = N alabiliriz. vn’nin monotonluğundan

+∞∑
i=0

vn(Qi) = lim
k→+∞

k∑
i=0

vn(Qi) = lim
k→+∞

vn

(
k⊔

i=0

Qi

)
≤ vn(Q). (3.9)

Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. Açık Pi ve kompakt K kutularını, Qi ⊂ Pi, K ⊂ Q
ve

+∞∑
i=0

vn(Pi) <
+∞∑
i=0

vn(Qi) +
ε

2
, vn(Q) < vn(K) +

ε

2
(3.10)

olacak biçimde seçebiliriz (bkz s.56). Sonlu sayıda açık P0, . . . , Pm kutuları
K’yi örter; bu ve vn’nin monotonluk ve alttoplamsallığından, (3.10) ile

vn(Q) < vn(K) +
ε

2
≤

m∑
i=0

vn(Pi) +
ε

2
<

+∞∑
i=0

vn(Qi) + ε.

Böylece ε↘ 0 ile vn(Q) ≤∑+∞
i=0 vn(Qi); bu ve (3.9) savı verir. ■

Önerme 3.2.2 v : Fn → [0,+∞) hacmi bir önölçüdür.

Kanıt. F, Fi ∈ Fn (i ∈ I) ve F =
⊔

i∈I Fi olsun. I sonlu ise savımız biliniyor.
I sonsuz ve I = N olsun. Teorem 2.1.5’ten dolayı ayrık Q1, . . . , Qk ∈Qn

kutuları F =
⊔k

j=1Qj olacak biçimde bulunabilir. Yine aynı teoremden her
i için, Qi,ν ∈ Qn olmak üzere, Fi =

⊔νi
ν=1Qi,ν olarak yazılabilir. Dolayısıyla

Qj =
+∞⊔
i=0

(Qj ∩ Fi) =

+∞⊔
i=0

νi⊔
ν=1

(Qj ∩Qi,ν).

Önerme 3.2.1’den v(Qj) =
∑+∞

i=0

∑νi
ν=1 v(Qj ∩ Qi,ν) =

∑+∞
i=0 v(Qj ∩ Fi).

Böylece

v(F ) =
k∑

j=1

v(Qj) =
k∑

j=1

+∞∑
i=0

v(Qj ∩ Fi) =
+∞∑
i=0

k∑
j=1

v(Qj ∩ Fi) =
+∞∑
i=0

v(Fi).

■

A ∈ Fn↑ olsun. Tanım gereği monoton artan bir (Fk) ⊂ Fn dizisi ile
A =

⋃
Fk. Her bir Fk sonlu sayıda Qki kutusunun birleşimi olduğundan A

sayılabilir kutunun birleşimidir. Tersine A kümesi sayılabilir Q0, Q1, Q3, . . .
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kutularının birleşimi olsun. Burada bazı kutuların boş olmasına izin veri-
yoruz; böylece A’nın sonlu sayıda kutuların birleşimi olması da ele alınmış
olur. Fk :=

⋃
0≤i≤kQi olarak açıklarsak her Fk ∈ Fn ve Fi ↑

⋃
Qi ∈ Fn↑

olur. Özetle

Fn↑ =

{⋃
i∈I

Qi|Qi ∈ Qn, I sayılabilir

}
(3.11)

olur.

Lemma 3.2.3 Her A ∈ Fn↑ sayılabilir çoklukta ayrık kutunun birleşimi
olarak yazılabilir.

Kanıt. A =
⋃+∞

i=0 Qi olsun. A0 := Q0 ve k > 0 içinse Ak = Qk\(Q0 ∪ · · · ∪
Qk−1) olsun. {Ak} ailesi ayrıktır ve A =

⊔+∞
k=0Ak. Diğer yandan her bir Ak ∈

Fn bir figürdür ve ayrık kutuların birleşimi olarak yazılabilir (bkz.2.1.3).
İşimiz bitmiştir. ■

Önerme 3.2.4 Her açık U kümesi Fn↑’dedir ve U açık kümesi, kendine
düşen sayılabilir çoklukta kapalı kutunun birleşimi olarak yazılabilir.

Kanıt. Köşeleri rasyonel sayılar olan {Q[a, b]|a, b ∈ Qn} kapalı kutuların
ailesi sayılabilir. Her x ∈ U için bu aileden bir Qx kapalı kutusu x ∈ Qx ⊂ U
olacak biçimde seçilebilir. {Qx|x ∈ U} ailesi sayılabilir, her bir Qx kapalı ve
U =

⋃
x∈U Qx. Dolayısıyla U ∈ Fn↑ ve savımız Önsav 3.2.3 ve kanıtından

çıkar. ■

Fn↑ ⊂ Ln olacağından, oluşturacağımız Ln σ-cebiri Önerme 3.2.4’ten
dolayı Rn’deki tüm açık kümeleri ve onların tümleyenleri olan tüm kapalı
kümeleri içerecektir. Bu iyi bir şey; bu kümeler analizde çok önemlidirler.
Fn↑’yi içeren her σ-cebiri Bn’yi de içerecektir.

Uyarı 3.2.5. (1) Her kapalı küme Fn↑’de değildir. Örneğin K kapalı topu
verilsin. Q ⊂ K koşulunu sağlayan bir Q kutusu ∂K sınırından en fazla
2n nokta içerir. Dolayısıyla K’ye düşen Qk kutuları nasıl seçilirse seçilsinler⋃

k∈NQk birleşimi ∂K sınırından en fazla sayılabilir çoklukta nokta içerir.
Bu durumda K ⊊

⋃
k∈NQk ( ∂K sayılamaz!), dolayısıyla K /∈ Fn↑! Veya

düzlemdeki L := {(x, x)|0 ≤ x ≤ 1} kapalı doğru parçası F2↑’de değildir;
çünkü bu doğru parçasına düşen kutularımız tek noktalık {(x, x)} kümelerdir
ve doğru parçamız sayılamaz!1 Her k ∈ N∗ için L doğru parçasını birbirine
eşit 2k parçaya bölelim ve bu parçaları köşegen kabul eden kapalı karelerin

1L doğru parçası elbette Jordan ölçülebilir ve j2(L) = 0! Buradaki problem, seçilmiş bir
koordinat sisteminden ve kenarları bu koordinatlara koşut kutulardan yola çıkmamızdan
kaynaklanır.
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birleşimine Sk diyelim. Sk ∈ F2↑, Sk+1 ⊂ Sk ve
⋂

k Sk = L /∈ F2↑. Demek ki
Fn↑’nin sayılabilir ögelerinin arakesitlerinin Fn↑’de olması gerekmez; ancak
sonlu arakesitlerin yine Fn↑’de olduğunu az ileride öğreneceğiz.

(2) Şimdi düzlemde 0-merkezli B1, B2 açık dairelerini alalım. 0-merkezli
1 yarıçaplı çemberimiz C1 olsun. B1, B2∈ Fn↑, ancak B2\B1 /∈ Fn↑! Çünkü
B2\B1’e düşen herhangi bir Q kutusu için Q ∩ C1 en fazla bir nokta içerir.
Dolayısıyla B2\B1 kümesi sayılabilir kutunun birleşimi olarak yazılamaz (C1

kümesi sayılamaz!). Fn↑ bir halka değildir!

K ⊂ Rn bir kapalı topsa Uyarı 3.2.5 (1)’den dolayı K /∈ Fn↑. Diğer
yandan Önerme 3.2.4’ten dolayı Rn ve Kc açık kümeleri Fn↑’dedir. Sonuçta
Rn,Kc ∈ Fn↑, ancak K = (Kc)c = Rn\Kc /∈ Fn↑. Dolayısıyla Fn↑ bir halka
ve bir σ-cebiri değildir!

Teorem 3.2.6 R ⊂ P(X) halkasında v : R → R+ hacmi verilsin. Aşağı-
daki önermeler için (i)⇐⇒(ii)⇐⇒(iii)=⇒(iv) geçerlidir. Eğer v sonlu, dd
her A ∈ R için v(A) < +∞ ise dört önerme de birbirine denktir.

(i) v hacmi σ-toplamsaldır,
(ii) v, σ-alttoplamsaldır, dd her (Ak)⊂ R dizisi için

A :=
⋃
k∈N

Ak ∈ R ise v(A) = v

(⋃
k∈N

Ak

)
≤

+∞∑
k=0

v(Ak),

(iii) v alttan süreklidir, dd her (Ak) ⊂ R dizisi için

Ak ↑ A ∈ R ise v(Ak) ↑ v(A),

(iv) v üstten süreklidir, dd her (Ak) ⊂ R dizisi için

Ak ↓ A ∈ R ve bir l için v(Al) < +∞ ise v(Ak) ↓ v(A),

Kanıt. (ii)=⇒(i): {Ak}k∈N ⊂ R ayrık ailesi verilsin ve A :=
⊔

k∈NAk ∈ R
olsun. v hacmi monoton ve sonlu toplamsal olduğundan her n için

n∑
k=0

v(Ak) = v

(
n⊔

k=0

Ak

)
≤ v(A).

Buradan n → +∞ ile
∑+∞

k=0 v(Ak) ≤ v(A). (ii)’den v(A) ≤ ∑+∞
k=0 v(Ak).

İşimiz biter.
(i)=⇒(iii): (Ak) ⊂ R bir artan dizi ve Ak ↑ A ∈ R olsun. A′

0 := A0 ve
k ≥ 1 için A′

k := Ak\Ak−1 olsun. {A′
k} ⊂ R bir ayrık ailedir, A =

⊔
k≥0A

′
k
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ve her n için An =
⊔n

k=0A
′
k geçerlidir. v(An) =

∑n
k=0 v(A

′
k) olduğundan (i)

ile

v(A) =
+∞∑
k=0

v(A′
k) = lim

n→+∞

n∑
k=0

v(A′
k) = lim

n→+∞
v(An).

(iii)=⇒(ii): {Ak}k∈N ⊂ R ve A :=
⋃

k∈NAk ∈ R olsun. Bk :=
⋃k

i=0Ai

dersek (Bk) ⊂ R bir artan dizi ve Bk ↑ A. Ayrıca v(Bk) ≤
∑k

i=0 v(Ai). Bu
ve (iii) ile

v(A) = lim
k→+∞

v(Bk) ≤ lim
k→+∞

k∑
i=0

v(Ai) =
+∞∑
i=0

v(Ai).

(iii)=⇒(iv): (Ak) ⊂ R bir azalan dizi, Ak ↓ A ∈ R ve gbk v(A0) < +∞
olsun. Bk := A0\Ak ∈ R dersek (Bk) ⊂ R bir artan dizidir ve Bk ↑ A0\A ∈
R. (iii)’ten dolayı lim v(Bk) = v(A0\A) = v(A0)−v(A) olur. Bu ve v(Bk) =
v(A0)− v(Ak)’den v(Ak) ↓ v(A) elde edilir.

(iv)=⇒(iii): v sonlu, (Ak) ⊂ R bir artan dizi ve Ak ↑ A ∈ R olsun.
Bk := A\Ak olmak üzere (Bk) ⊂ R bir azalan dizidir ve Bk ↓ ∅ ∈ R.
(iv)’ten dolayı lim v(Bk) = 0 olur. Bu ve v(Bk) = v(A) − v(Ak) savı verir.

■

Sonuç 3.2.7 vn : Fn → [0,+∞) hacmi σ-toplamsal, σ-alttoplamsal, alttan
ve üstten süreklidir.

Anımsayalım: Qn’deki vn hacminden yola çıkarak Fn halkasında her
F ∈ Fn için bir vn(F ) hacmi tanımladık. Bunun için önce F ’yi sonlu sayıda
ayrık Q1, . . . , Qk kutularına nasıl parçalarsak parçalayalım

∑
1≤i≤kQi de-

ğerinin aynı olduğunu gösterdik. Sonra Fn’den J n’e geçtik. Bu kez benzer
biçimde bir F ∈ Fn↑ kümesini sayılabilir çoklukta ayrık Q0, Q1, . . . kutu-
larına nasıl parçalarsak parçalayalım,

∑
i∈N vn(Qi) değerinin, parçalanıştan

bağımsız olduğunu kanıtlayacağız. Doğal olarak bu λn(F ) değeri F ’nin Le-
besgue ölçüsü olacaktır. Fn↑ ⊊ Ln olacak ve Ln’yi Fn↑ üzerinden kazanaca-
ğız. Dolayısıyla önce Fn↑’nin yapısını tanıyalım.

Önerme 3.2.8 (i) Fn↑’nin sonlu sayıda ögelerinin arakesiti Fn↑’dedir.
(ii) Fn↑’nin sayılabilir çoklukta ögelerinin birleşimi de Fn↑’dedir.
(iii) A ∈ Fn↑ ve B ∈ Fn ise A\B ∈ Fn↑.2

Kanıt. (i) A,B ∈ Fn↑ ve monoton artan (Ak), (Bk) ⊂ Fn dizileriyle Ak ↑ A
ve Bk ↑ B ise (Ak∩Bk) ⊂ Fn dizisi de monoton artandır ve Ak∩Bk ↑ A∩B.

2A,B ∈ Fn↑ ise A\B ∈ Fn↑ olması gerekmez, bkz. Uyarı 3.2.5 (2).
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(ii) Her i ∈ N için Ai ∈ F↑ kümesi sayılabilir çoklukta {Qij}j∈Γi
ku-

tusunun birleşimidir. Dolayısıyla
⋃

i∈NAi kümesi sayılabilir çoklukta Qij

kutularının birleşimi olarak Fn↑’dedir.
(iii) (Ak) ⊂ Fn monoton artan, Ak ↑ A ∈ Fn↑ ve B ∈ Fn ise Ak\B ∈

Fn, (Ak\B) ↑ (A\B) ∈ Fn↑ olur. ■

(Ak) ⊂ Fn monoton artansa (vn(Ak)) ⊂ R+ monoton artan, dolayısıyla
[0,+∞]’da yakınsaktır.

Lemma 3.2.9 (Ak), (Bk) ⊂ Fn monoton artan dizilerinin ikisi de A’ya
yakınsaksa lim vn(Ak) = lim vn(Bk).

Kanıt. (Ak), (Bk) ⊂ Fn monoton artan dizilerinin ikisi de A’ya yakınsak
olsun. (vn(Ak) ve (vn(Bk)’ler [0,+∞]’de monoton artan diziler olarak yakın-
saktırlar. k’yi keyfi seçip sabit tutarsak Ak∩Bj ↑+∞

j=0 Ak olduğundan Teorem
3.2.6 (iii) ile

vn(Ak) = lim
j→+∞

vn(Ak ∩Bj)

olur. Buradan vn(Ak ∩Bj) ≤ vn(Bj) eşitsizliği ile

vn(Ak) = lim
j→+∞

vn(Ak ∩Bj) ≤ lim
j
vn(Bj)

elde edilir. Bu eşitsizlikte k → +∞ limitine geçersek limk vn(Ak) ≤ limj vn(Bj)
olur. Rolleri değişirsek limk vn(Ak) ≥ limj vn(Bj), dolayısıyla limk vn(Ak) =
limj vn(Bj) elde ederiz. ■

Tanım 3.2.10 (Ak)⊂ Fn ve Ak ↑ A ∈ Fn↑ ise

λn(A) := lim
k
vn(Ak)

olarak açıklanır. λn(A)’ya A’nın Lebesgue ölçüsü denir.

Önsav 3.2.9’dan dolayı bu tanım kusursuzdur. Diğer yandan A ∈ Fn ve
her i ∈ N için Ai = A alırsak Ai ↑ A ve λn(A) = limk vn(Ak) = vn(A) olur.
Dolayısıyla λn|Fn = vn, dd λn dönüşümü vn’yi Fn↑’e genişletir.

vn : Fn → [0,+∞) önölçüsünü bir λn : Fn↑ → [0,+∞] dönüşümüne
genişlettik. (Fk) ⊂ Fn bir monoton artan dizi ve Fk ↑ A ise λn(A) :=
lim vn(Fk) olarak açıklandı. Bu (Fk)’nın seçiminden bağımsızdır. Bunun bir
sonucu şudur: A’yı ayrık Q0, Q1, . . . kutularının birleşimi olarak nasıl yazar-
sak yazalım, Ak :=

⊔
0≤i≤k olmak üzere daima

λn(A) = lim
k
vn(Ak) = lim

k

 ∑
0≤i≤k

vn(Qi)

 =
∑
i≥0

vn(Qi) =
∑
i≥0

λn(Qi).

(3.12)
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Teorem 3.2.11 λn : Fn↑ → [0,+∞] dönüşümü:
(i) Monotondur: Eğer A,B ∈ Fn↑ ve A ⊂ B ise λn(A) ≤ λn(B),

(ii) (Sonlu) Toplamsaldır: Eğer A,B ∈ Fn↑ ve A ∩ B = ∅ ise λn(A ⊔
B) = λn(A) + λn(B),

(iii) Alttan süreklidir:Eğer (Ak) ⊂ Fn↑ monoton artan ve Ak ↑ A ise
λn(Ak)↑ λn(A),

(iv) λn, σ-alttoplamsaldır:Eğer {Ai}i∈I ⊂ Fn↑ sayılabilir bir aile ise
λn
(⋃

i∈I Ai

)
≤∑i∈I λn(Ai),

(v) λn, σ-toplamsaldır: Eğer {Ai}i∈I ⊂ Fn↑ sayılabilir ve ayrık aile ise
λn
(⊔

i∈I Ai

)
=
∑

i∈I λn(Ai).

Kanıt. (i) A,B ∈ Fn↑, A ⊂ B olsun. Ak, Bk ∈ Fn olmak üzere Ak ↑ A
ve Bk ↑ B olsun. Bu durumda (Ak ∪ Bk) ↑ B olduğundan Önsav 3.2.9 ile
λn(A) = limλn(Ak) ≤ limλn(Ak ∪Bk) = λn(B).

(ii) A,B ∈ Fn↑ ayrık, Ak, Bk ∈ Fn ve Ak ↑ A ve Bk ↑ B olsun. (Ak ⊔
Bk) ↑ (A⊔B) ve λn(Ak⊔Bk) = λn(Ak)+λn(Bk); limite geçersek λn(A⊔B) =
λn(A) + λn(B) olur.

(iii) {Ai}i∈N ⊂ Fn↑ ve A :=
⋃

i∈NAi olsun. Önerme 3.2.8 (ii)’den A ∈
Fn↑. Her i ∈ N için monoton artan bir (Aij)j≥0 ⊂ Fn dizisi Aij ↑+∞

j=0 Ai

olacak biçimde vardır. k ≥ 1 için Bk :=
⋃

i,j≤k Aij olarak açıklansın. (Bk)⊂
Fn ardından tümevarımla her k ∈ N için λn

(⋃k
i=0Ai

)
≤ ∑k

i=0 λn(Ai)

olduğu gösterilir. Bu eşitsizlik ve λn alttan sürekli olduğundan k → +∞ ile
λn
(⋃+∞

i=0 Ai

)
≤∑+∞

i=0 λn(Ai).

(v) Her şeyden önce (ii)’den tüme varımla λn
(⊔k

i=0Ai

)
=
∑k

i=0 λn(Ai)

elde edilir. Diğer yandan A :=
⊔+∞

i=0 Ai ve Ck :=
⊔k

i=0Ai olmak üzere
Önerme 3.2.8 (ii)’den Ck, A ∈ Fn↑ ve monotonluktan λn(Ck) ≤ λn(A).
Dolayısıyla

+∞∑
i=0

λn(Ai) = lim
k

k∑
i=0

λn(Ai) = lim
k
λn (Ck) ≤ λn(A).

Bu eşitsizliğin ters yönü (iv)’te kanıtlandı. ■

Nasıl Devam Etmeli?
Şimdilik her açık kümenin Lebesgue ölçüsünü tanımladık. Rn’i sayıla-

bilir çoklukta sağdan yarıaçık K[a, 1),a ∈ Zn küplerinin birleşimi olarak
yazabiliriz. Her bir K[a, 1) küpümüzün Lebesgue ölçüsü 1’dir. Dolayısıyla
λn(Rn) = +∞ ve λn σ-sonludur.
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Bir an için, Jordan ölçüsüne koşut olarak, A ⊂ Rn kümesi için iç ve dış
ölçülerini

λn(A) := sup
F∈Fn↑,F⊂A

λn(F ) ve λn(A) := inf
A⊂F∈Fn↑

λn(F ) (3.13)

olarak açıkladığımızı varsayalım.
Q = [0, 1] × [0, 1] ve A = Q\Q2 olsun. B := Q ∩ Q2 kümesi sayılabilir;

B = {r1, r2, . . .} olsun. Sayılabilir {ri} bozuk kutusunun birleşimi olarak
B ∈ Fn↑ ve λn(B) =

∑
i λn({ri}) = 0 olacaktır. Bu durumda, Q ölçülebilir

olduğundan A = Q\B de ölçülebilir ve Q = A⊔B olduğundan 1 = jn(Q) =
λn(Q) = λn(A) + λn(B) = λ(A) olmalıdır. λn(A) = 1 aşikar. Ancak A’ya
düşen her kutu bozuk olduğundan λn(A) = 0 olur. Dolayısıyla λn(A) ̸=
λn(A). Burada işi bozan (3.13)’teki λn(A) tanımı; dolayısıyla (3.13)’teki iç
ölçü tanımından vazgeçmeliyiz!

Önümüzde iki yol vardır. Birincisi, hacim için geçerli olan (2.16) eşitliğin-
den esinlenerek, iç ölçü tanımını dış ölçü üzerinden vermek. Bu Lebesgue’in
izlediği yoldur. A ⊂ Rn herhangi bir sınırlı küme olsun. A kümesini içeren
bir Q kutusu seçip

λn(A) := λn(Q)− λn(Q\A) = λn(Q)− λn(Q\A) = vn(Q)− λn(Q\A)

olarak açıklamak. Bu tanım Q’nun seçiminden bağımsızdır. Burada Q ku-
tusu yerine A’yı içeren herhangi bir sınırlı U açık kümesi alınabilir; bunlar
Lebesgue ölçülebilir ve ölçüleri sonludur. Yukarıdaki örneğimizde v2(Q) = 1
ve λ2(Q\A) = 0 olduğundan, bu yeni tanımla λn(A) = λn(A) = 1 olur, dd
A Lebesgue ölçülebilir ve ölçüsü 1’dir.
Rn’nin topolojisini ön plana çıkaran bir diğer yaklaşım vardır. U ⊂ Rn

bir açık küme ise λn(U) := sup {vn(F )|F ∈ Fn, F ⊂ U} ve K bir kompakt
küme ise λn(K) := inf

{
vn(F )|K ⊂ F̊ ∈ Fn

}
olarak açıklanır. Ardından

herhangi bir sınırlı A ⊂ Rn kümesi için

λn(A) := inf {λn(U)|A ⊂ U,U açık}

ve
λn(A) := sup {λn(K)|K ⊂ A, K kompakt}

olarak açıklanır. λn(A) = λn(A) ise A kümesi Lebesgue ölçülebilir denir ve
bu ortak değer λn(A) ile gösterilir ve A’nın Lebesgue ölçüsüdür denir. Şimdi
A ⊂ Rn herhangi bir altküme olsun. Br, 0-merkezli r yarıçaplı açık topumuz
olmak üzere her r > 0 için A ∩ Br Lebesgue ölçülebilir ise A Lebesgue
ölçülebilir denir ve λn(A) := limr→+∞(A ∩ Br) olarak açıklanır. Ancak bu
yaklaşım herhangi bir X kümesine aktarılamaz. Bir diğer yol iç ölçüden
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tümüyle vazgeçip yalnızca λn dış ölçüsüyle çalışmak. Carathéodory bu yolu
izler. 1914’te şu teoremi kanıtlamıştır: A ⊂ Rn Lebesgue ölçülebilirse

∀B ⊂ Rn
(
λn(B) = λn(A ∩B) + λn(B\A)

)
. (3.14)

Bu eşitlik Lebesgue ölçülebilir kümelerin tanımı olarak seçildiğinde bir kay-
bımız olmadığını, temel teoremlerin kanıtlarının daha kısa ve daha basit hale
geldiğini belirtir. Son zamanlarda Carathéodory’nin yaklaşımı iyice benim-
senmiştir.

Tanım 3.2.12 A ⊂ Rn için

λ̄n(A) := inf
A⊂F∈Fn↑

λn(F ).

Teorem 3.2.13 λ̄n : P(Rn) → [0,+∞] dönüşümü bir dış ölçüdür, dd
λ̄n(∅) = 0 ve her A ⊂ X ve her sayılabilir {Ai}i∈I ⊂ P(X) ailesi için3

A ⊂
⋃
i∈I

Ai =⇒ λ̄n(A) ≤
∑
i∈I

λ̄n(Ai), özellikle (3.15)

λ̄n

(⋃
i∈I

Ai

)
≤
∑
i∈I

λ̄n(Ai). (3.16)

Ayrıca λ̄n|Fn↑ = λn.

Kanıt. λn : Fn↑ → R’nin monotonluğundan her A ∈ Fn↑ için λ̄n(A) =
λn(A) ve A ⊂ B için λ̄n(A) ≤ λ̄n(B) olduğu aşikardır. λn(∅) = 0 olduğundan
λ̄n(∅) = 0 olur.

{Ai}i∈I ⊂ P(X) bir sayılabilir aile olsun. ε > 0 keyfi verilsin. εi > 0
pozitif sayılarını

∑
i∈I εi ≤ ε olacak biçimde seçelim. λ̄n’nin tanımından

Bi ∈ Fn↑ kümelerini Ai ⊂ Bi ve

λn(Ai) ≤ λn(Bi) ≤ λn(Ai) + εi

olacak biçimde seçebiliriz. Önerme (3.2.8) (ii) ve Teorem 3.2.11 (iv) ile⋃
i∈I

Ai ⊂
⋃
i∈I

Bi ∈ Fn↑ ve λ̄n

(⋃
i∈I

Ai

)
≤ λn

(⋃
i∈I

Bi

)
≤
∑
i∈I

λn(Ai) + ε.

ε > 0 keyfi olduğundan λ̄n
(⋃

i∈I Ai

)
≤∑i∈I λn(Ai) olur. ■

Biz de Carathéodory gibi dış ölçü üzerinden ilerleyeceğiz; ancak yaklaşı-
mımızın sağduyumuzda ve pratiğimizde bir karşılığının olmasını istiyoruz.

İlk önce bir A ⊂ Rn kümesinin Jordan ölçülebilirliği için, Önsav 2.2.5’ten
yararlanarak, yalnızca j̄n dış hacmini kullanan bir ölçüt verelim.

3inf ∅ = +∞! .
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Lemma 3.2.14 A ⊂ Rn sınırlı kümesi için aşağıdaki savlar denktirler:
(i) A Jordan ölçülebilir.
(ii) Her ε > 0 için A′, A′′ ∈ Fn figürleri A ⊂ A′, A′\A ⊂ A′′ ve vn(A′′) ≤ ε

olacak biçimde vardır. Bu durumda jn(A) = j̄n(A).

Kanıt. (i)=⇒(ii): ε > 0 keyfi verilsin. Önsav 2.2.5’ten F ′′, F ′ ∈ Fn figürleri
F ′′ ⊂ A ⊂ F ′ ve vn(F ′\F ′′) ≤ ε olacak biçimde seçilebilir. A′ := F ′ ve
A′′ := F ′\F ′′ ∈ Fn alırsak A ⊂ A′, A′\A ⊂ A′′ ve vn(A′′) ≤ ε olur.

(ii)=⇒(i): Ölçüt sağlansın. ε > 0 keyfi verilsin. A′, A′′ ∈ Fn figürleri
A ⊂ A′, A′\A ⊂ A′′ ve vn(A′′) ≤ ε olacak biçimde seçilsin. F ε := A′ ve
Fε := A′\A′′ alırsak Fε ⊂ A ⊂ F ε, F ε\Fε ⊂ A′′ ve vn(F ε\Fε) ≤ vn(A

′′) ≤ ε
olur. Önsav 2.2.5’ten A Jordan ölçülebilir, dolayısıyla jn(A) = j̄n(A). ■

Önsavın (ii) koşulu özetle şunu söyler: Her ε > 0 sayısına karşılık A’yı
içeren bir A′ figürünü j̄n(A′\A) ≤ ε olacak biçimde bulabiliriz. vn, Fn ikili-
sinden λn, Fn↑ ikilisine geçtiğimizde aşağıdaki tanıma ulaşırız.

Tanım 3.2.15 A ⊂ Rn verilsin. Her ε > 0 sayısına karşılık A′, A′′ ∈ Fn↑

kümeleri A ⊂ A′, A′\A ⊂ A′′ ve λn(A′′) ≤ ε olacak biçimde bulunabiliyorsa
A kümesi Lebesgue ölçülebilir denir. Rn’deki Lebesgue ölçülebilir kümele-
rin kümesini Ln ile göstereceğiz ve her A ∈ Ln için

λn(A) := λ̄n(A)

olarak açıklayacağız.

λ̄n(A
′\A) ≤ λn(A

′′) olduğundan A’nın Lebesgue ölçülebilir olması şu
anlama gelir: A kümesine A’yı kapsayan A′ ∈ Fn↑ kümeleriyle istediğimiz
kadar yaklaşabiliriz; bundan kastedilense her ε > 0 sayısına karşılık, A’yı içe-
ren bir A′ ∈ Fn↑ kümesinin λ̄n(A′\A) ≤ ε olacak biçimde bulunabilmesidir.
Bunun geometrik algımızda bir karşılığı vardır.

Biz Ln’nin bir σ-cebiri ve λn : Ln → R+’nın bir ölçü olduğunu kanıtla-
yacağız.

Lemma 3.2.16 A ∈ Ln, A′, A′′ ∈ Fn↑, A′\A′′ ⊂ A ⊂ A′ ve λn(A′′) ≤ ε
ise

λn(A
′)− ε ≤ λn(A) ≤ λn(A

′).

Kanıt. A,A′, A′′ savdaki gibi olsunlar ve savın koşulunu sağlasınlar. A ⊂ A′

ve tanımlardan λn(A) = λ̄n(A) ≤ λn(A
′). Şimdi A ⊂ B ∈ Fn↑ olsun. Bu

durumda A′ ⊂ A′′ ∪ B olur. Şimdi A′, A′′, B,B ∪ A′′ kümelerinin her biri
Fn↑’de olduğundan Teorem 3.2.13 ile

λn(A
′) ≤ λn(B ∪A′′) ≤ λn(B) + λn(A

′′) ≤ λn(B) + ε.
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Dolayısıyla A ⊂ B ∈ Fn↑ koşulunu sağlayan her B için λn(A′)− ε ≤ λn(B).
Bu B’ler üzerinden infimum alırsak λn(A′)− ε ≤ λn(A) olur ve işimiz biter.

■

Lemma 3.2.17 A,B ∈ Ln ayrıksalar λn(A ⊔B) ≥ λn(A) + λn(B).

Kanıt. A,B ∈ Ln kümeleri ayrık olsunlar ve ε > 0 keyfi verilsin. A′, A′′, B′,
B′′ ∈ Fn↑ kümelerini A′\A′′ ⊂ A ⊂ A′, B′\B′′ ⊂ B ⊂ B′, λn(A′′) ≤ ε/4 ve
λn(B

′′) ≤ ε/4 olacak biçimde seçelim. Önsav 3.2.16’dan λn(A⊔B) ≥ λn(A
′∪

B′)−ε/2. Teorem 3.2.16 (ii)’den yola çıkarak (2.7) ve (2.8) eşitlikleri Fn↑’de
benzer biçimde kanıtlanır. A′∩B′ ⊂ A′′∪B′′ olduğundan λn(A′∩B′) ≤ ε/2
olur. (2.8) ile

λn(A
′ ∪B′) ≥ λn(A

′) + λn(B
′)− λn(A

′ ∩B′)

λn(A ⊔B) ≥ λn(A
′) + λn(B

′)− ε ≥ λn(A) + λn(B)− ε. (3.17)

(3.17) eşitsizliği her ε > 0 için doğrudur, öyleyse λn(A⊔B) ≥ λn(A)+λn(B).
■

Teorem 3.2.18 Ln bir σ-cebiri ve λn : Ln → R+ bir σ-sonlu ölçüdür.

Kanıt. (1) ∅ ∈ Ln ve λn(∅) = 0 aşikar. Ayrıca Rn açık kümesi Ln’dedir.
Rn =

⊔
a∈Zn K[a, 1) olduğundan Rn ∈ Fn↑ ve daima λn(K[a, 1)) = 1) oldu-

ğundan λn σ-sonludur. A,B ∈ Ln olsunlar. A∪B, A∩B, A\B kümelerinin
de Ln’de olduğunu kanıtlayalım. ε > 0 keyfi verilsin. A′, A′′, B′, B′′ ∈ Fn↑

kümelerini A ⊂ A′, A′\A ⊂ A′′, B ⊂ B′, B′\B ⊂ B′′ ve λn(A′′) ≤ ε/3,
λn(B

′′) ≤ ε/3 olacak biçimde seçelim. Bu durumda

A ∪B ⊂ A′ ∪B′, [(A′ ∪B′)\(A ∪B)] ⊂ A′′ ∪B′′

A ∩B ⊂ A′ ∩B′, [(A′ ∩B′)\(A ∩B)] ⊂ A′′ ∪B′′

olur. λn(A′′ ∪ B′′) ≤ λn(A
′′) + λn(B

′′) ≤ ε. Dolayısıyla A ∪ B,A ∩ B ∈ Ln

olur. Monoton artan bir (B′
i) ⊂ R dizisini B′

i ↑ B′ olacak biçimde seçelim.
Bu durumda her i için

A\B ⊂ (A′\B′) ∪B′′ ⊂ (A′\B′
i) ∪B′′ ve

[(A′\B′
i) ∪B′′]\(A\B) ⊂ A′′ ∪B′′ ∪ (B′\B′

i)

olur. Önerme 3.2.13 (iii)’den dolayı A′\B′
i, B

′\B′
i ∈ Fn↑. Şimdi i’yi yeterince

büyük seçersek λn(B
′\B′

i) ≤ ε/3 sağlanır. Böylece elimizde C ′, C ′′ ∈ Fn↑

kümeleri A\B ⊂ C ′, C ′\(A\B)⊂ C ′′ ve λn(C
′′) ≤ λn(A

′′) + λn(B
′′) +

λn(B
′\B′

i) ≤ ε olacak biçimde vardır. Tanımdan A\B ∈ Ln. Dolayısıyla
her A ∈ Ln için Ac = Rn\A ∈ Ln.
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(2) Şimdi Ln’de ayrık A1, A2, . . . kümeleri verilsin. ε > 0 keyfi verilsin.
Her i ∈ N için A′

i, A
′′
i ∈ Fn↑ kümelerini Ai ⊂ A′

i, A
′
i\Ai ⊂ A′′

i ve λn(A′′
i ) ≤

ε2−i olacak biçimde seçelim. Bu durumda
⊔

i≥1Ai ⊂
⋃

i≥1A
′
i ve⋃

i≥1

A′
i

 \

⊔
i≥1

Ai

 ⊂
⋃
i≥1

(
A′

i\Ai

)
⊂
⋃
i≥1

A′′
i .

Diğer yandan
⋃

i≥1A
′
i ve

⋃
i≥1A

′′
i kümeleri Fn↑’dedir. Teorem 3.2.11 (iv)’ten

dolayı λn(
⋃

i≥1A
′′
i ) ≤

∑
i≥1 λn(A

′′
i ) ≤

∑
i≥1 ε2

i = ε. Dolayısıyla
⊔

i≥1Ai ∈
Ln. Önsav 3.2.16’dan dolayı λn(A′

i) ≤ λn(Ai) + ε2−i, dolayısıyla Teorem
3.2.11 (iv) ile

λn

⊔
i≥1

Ai

 ≤ λn

⋃
i≥1

A′
i

 ≤
∑
i≥1

λn(A
′
i)

≤
∑
i≥1

(
λn(Ai) + ε2−i

)
≤
∑
i≥1

λn(Ai) + ε.

Bu eşitsizlik her ε > 0 için doğru olduğundan λn
(⊔

i≥1Ai

)
≤∑i≥1 λn(Ai)

olur. Bu eşitsizliğin ters yönünü kanıtlarsak işimiz biter. Önsav 3.2.17’den
tümevarımla her k için

∑k
i=1 λn(Ai) ≤ λn

(⊔k
i=1Ai

)
≤ λn

(⊔
i≥1Ai

)
olur;

buradaki son eşitsizlik λ̄n’nün monotonluğundan çıkar. k → +∞ limiti alı-
narak

∑
i≥1 λn(Ai) ≤ λn

(⊔
i≥1Ai

)
elde edilir. ■

Gücü c olan bir sıfır kümemiz varsa, bunun her altkümesi Lebesgue öl-
çülebilir olacağından ♮Ln = 2c olur. n ≥ 2 için Rn’deki her H hiperdüzlemi
bir sıfır kümesidir ve ♮H = c. R’de ise C Cantor kümesi gücü c olan bir sıfır
kümesidir. Şimdi sorumuz şudur: Her A ⊂ Rn Lebesgue ölçülebilir mi? R’de
bile Lebesgue ölçülemeyen bir kümeyi Seçme Aksiyomu kullanılmadan vere-
miyoruz; bu ise pratikte karşılaştığımız tüm kümelerin Lebesgue ölçülebilir
olduğu anlamına gelir.

Örnek. I := [0, 1]’de bir ∼ denklik bağıntısı ∀x, y ∈ I (x ∼ y :⇐⇒ x− y ∈ Q) olarak
açıklansın. Her denklik sınıfından bir öğe seçerek (Seçme Aksiyomu) bir E ⊂ R altkümesini
oluşturalım. Dolayısıyla ∀y ∈ I∃!x ∈ E (x ∼ y). Şimdi [−1, 1] ∩ Q’yu, i ̸= j için qi ̸= qj
olacak biçimde, q0, q1, q2, . . . olarak sıralayalım. i ̸= j ise (qi + E) ∩ (qj + E) = ∅ olur;
aksi durumda xi, xj ∈ E sayıları qi + xi = qj + xj olacak biçimde bulunur. Buradan
xj − xi = qi − qj ∈ Q, dolayısıyla xi = xj ve qi = qj çelişkisine ulaşılır. Aşağıdaki
bağıntının sağ yanı apaçıktır.

[0, 1] ⊂
⊔
i∈N

(qi + E) ⊂ [−1, 2]
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Her y ∈ I için bir x ∈ E, y − z =: q ∈ Q ∩ [−1, 1] olacak biçimde bulunabilir; bu sol yanı
verir.

E Lebesgue ölçülebilir olsaydı yukarıdaki bağıntıdan, her i için 0 ≤ p := λ1 (E) =
λ1(qi + E) olduğunu(bunu Teorem 3.2.22’de öğreneceğiz) da gözetirsek

1 ≤ λ1

(⊔
i∈N

(qi + E)

)
=
∑
i

p ≤ 3

olur. Bu bir çelişkidir, E Lebesgue ölçülemez!

Teorem 3.2.19 A ⊂ Rn için aşağıdaki önermeler denktirler.
(i) A ∈ Ln ve λn(A) < +∞.
(ii) Her ε > 0 sayısına karşılık bir Aε ∈ Fn figürü ile λ̄n(A∆Aε)≤ ε.

Kanıt. (i)=⇒(ii): A ∈ Ln ve λn(A) < +∞ olsun. ε > 0 keyfi verilsin.
Tanımdan bir A′ ∈ Fn↑ ile A ⊂ A′ ve λ̄n(A′\A) ≤ ε/2. Bu A′’ye karşılık bir
Aε ∈ Fn figürü λn(A′\Aε) ≤ ε/2 olacak biçimde vardır.

A∆Aε = (A\Aε) ∪ (Aε\A) ⊂ (A′\Aε) ∪ (Aε\A)

olduğundan λn(A∆Aε) ≤ ε olur.
(ii)=⇒(i): Bir Aε ∈ Fn ile λ̄n(A∆Aε) ≤ ε olsun. Tanım gereği bir A′′ ∈

Fn↑, A∆Aε ⊂ A′′ ve λn(A′′) ≤ ε/2 olacak biçimde bulunabilir. A′ := Aε∪A′′

alırsak, bu A′, A′′’ler ile Tanım 3.2.15’in koşulları sağlanır. Dolayısıyla A ∈
Ln ve λn(Aε) < +∞ olduğundan λn(A) ≤ λn(A

′) ≤ λn(Aε)+ ε/2 < +∞. ■

Şekil 3.1: Sınırlı Lebesgue ölçülebilir kümelere figürlerle yaklaşma.

Not. Teorem 3.2.19 (ii), ölçü tanımına bir başka yaklaşımın kaynağıdır.
Günlük yaşamda bize düzlemde A,B gibi iki levha verilsin. Bunları uygun
biçimde üst üste koyduğumuzda çakışmadıkları kısım, yani A∆B, yeterince
küçükse bu iki levhanın alanları aynıdır denir. Bu yaklaşım sağlam bir ma-
tematiksel tanıma dönüştürülebilir.
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µ̄ : P(X) → [0,+∞] bir dış ölçü olsun. A,B ⊂ X için

d(A,B) := µ̄(A∆B) (3.18)

olarak açıklanan d : P(X) × P(X) → [0,+∞] bir pseudoyarımetriktir: Bu
her A,B,C ∈ P(X) için (i) d(A,A) = 0, (ii) d(A,B) = d(B,A) ve (iii)
d(A,C) ≤ d(A,B) + d(B,C) olması demektir. Metrikten farkı A ̸= B iken
d(A,B) = +∞ veya d(A,B) = 0 olabilir.

Şimdi R ⊂ P(X) bir halka, µ : R → [0,+∞] bir sonlu önölçü ve
µ̄ : P(X) → [0,+∞] ise µ’ye ilişkin dış ölçü olsun. A ⊂ X verilsin. d,
(3.18) ile tanımlanan pseudoyarımetrik olmak üzere bir (Bk) ⊂ P(X) dizisi
limk d(A,Bk) = 0 olacak biçimde bulunabiliyorsa A kümesine R-yaklaşı-
labilir diyelim. R-yaklaşılabilir kümelerin R̃ ailesi bir σ-cebiridir ve R ⊂
R↑ ⊂ σ(R) ⊂ R̃ bağıntıları geçerlidir ve µ̃ := µ̄|R̃ bir ölçüdür. Eğer µ,
σ-sonlu ise buradan ilerlenir. Ayrıntılar için okur [16]’ya bakabilir. ▲

Önerme 3.2.20 (i) λn alttan süreklidir, dd (Ak) ⊂ Ln ve Ak ↑ A ise
A ∈ Ln ve λn(Ak) ↗ λn(A).

(ii) λn üstten süreklidir, dd λn(A1) < +∞, (Ak) ⊂ Ln ve Ak ↓ A ise
A ∈ Ln ve λn(Ak) ↘ λn(A).

Kanıt. Teorem 3.2.11’in kanıtının aynısı. ■

Lemma 3.2.21 λ̄n(A) = 0 ise A kümesi Lebesgue ölçülebilir, dd A ∈ Ln.

Kanıt. λ̄n(A) = 0 olsun. ε > 0 keyfi verilsin. Bir B ∈ Fn↑ ile A ⊂ B
ve λn(B) ≤ ε. Dolayısıyla A′ = A′′ := B alırsak A ⊂ A′, A′\A ⊂ A′′ ve
λn(A

′′) ≤ ε sağlanır. Dolayısıyla A ∈ Ln. ■

S ⊂ Rn bir sıfır kümesi ve A ⊂ Rn Lebesgue ölçülebilir bir küme ise
A ∪ S ve A\S de Lebesgue ölçülebilir ve λn(A) = λn(A\S) = λn(A ∪ S).
Diğer yandan λ̄n(A) = 0 olması, her ε > 0 için sayılabilir çoklukta Qi, i ∈ I
kutularının A ⊂ ⋃

i∈I Qi ve
∑

i∈I vn(Q) ≤ ε olacak biçimde bulunabilmesi
demektir. Bu tür kümelere kısım 2.4’te sıfır kümeleri demiştik. Orada
söylenenler burada da geçerlidir. Her sayılabilir veya düşük boyutlu altküme
bir sıfır kümesidir. Sayılabilir çoklukta sıfır kümelerinin birleşimi yine bir
sıfır kümesidir.

Şimdi J n ⊂ Ln, λn|J n = jn ve Lebesgue ölçüsünün bir izometrik değiş-
mez olduğunu kanıtlayacağız.

Teorem 3.2.22 (i) Her sınırlı A ⊂ Rn için j
n
(A) ≤ λ̄n(A) ≤ j̄n(A).

Ayrıca A Jordan ölçülebilirse Lebesgue ölçülebilir ve λn(A) = jn(A),
dd J n ⊂ Ln ve λn|J n = jn.
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(ii) Her A ⊂ Rn için λ̄n(A) bir izometrik değişmezdir, dolayısıyla her A ∈
Ln için λn(A) bir izometrik değişmezdir.

Kanıt. (i) A ⊂ Rn sınırlı olsun. Fn ⊂ Fn↑ ve λn|Fn = vn olduğundan

λ̄n(A) = inf
{
λn(F )|A ⊂ F ∈ Fn↑

}
≤ inf {λn(F )|A ⊂ F ∈ Fn} = j̄n(A).

Şimdi önce sonlu sayıda kapalı kutuların birleşimi olan K ∈ Fn figürleri için
vn(K) ≤ λ̄n(K) olduğunu göstereceğiz. K böyle bir figür olsun ve ε > 0
keyfi verilsin. εi > 0 sayılarını ε =

∑
i≥1 εi olacak biçimde seçelim. Dış

ölçünün tanımı gereği Q1, Q2, . . . kutularını K ⊂ ⋃i≥1Qi ve
∑

i≥1 vn(Qi) <

λ̄n(K) + ε olacak biçimde seçebiliriz. Her bir i için Qi’yi içeren bir açık Pi

kutusunu vn(Pi) ≤ vn(Qi) + εi olacak biçimde seçebiliriz. K kompakt ve
{Pi} ise K’nin bir açık örtüsü olduğundan bir k ile K ⊂ ⋃k

i=1 Pi, dolayısıyla

vn(K) ≤
k∑

i=1

vn(Pi) ≤
+∞∑
i=1

(vn(Qi) + εi) ≤
+∞∑
i=1

vn(Qi) + ε ≤ λ̄n(K) + 2ε.

Bu eşitsizlik her ε > 0 için doğru olduğundan vn(K) ≤ λ̄n(K) olur. Şimdi
A ⊂ Rn herhangi bir sınırlı altküme olsun. Her kompakt K ⊂ A figürü için,
λ̄n’nin monotonluğunu da gözetirsek, vn(K) ≤ λ̄n(K) ≤ λ̄n(A) olur. Bu tip
K’ler üzerinden supremum alırsak j̄n(A) ≤ λ̄n(A) olur.

Şimdi A Jordan ölçülebilir olsun. Önsav 3.2.14 (ii) sağlanır; Fn ⊂ F↑

olduğundan A Lebesgue ölçülebilir ve jn(A) = j
n
(A) ≤ λ̄n(A) ≤ j̄n(A) =

jn(A)’dan jn(A) = λ̄n(A) = λn(A) elde edilir.
(ii) Ötelemeler kutuları ölçüleri aynı olan kutulara gönderdiğinden, öte-

lemeler altında dış ölçü değişmez. Şimdi M ∈ GL(R, n) bir ortogonal matris
olsun. M ’nin tanımladığı dönüşümü yine M ile gösterelim. A ⊂ Rn keyfi
verilsin. Sayılabilir çoklukta Qi, i ∈ I kutularıyla A ⊂ ⋃i∈I Qi olsun. Sonuç
2.2.25’ten dolayı her i için M(Qi) Jordan ölçülebilir ve jn(M(Qi)) = jn(Qi).
Buradan (i), λ̄’nin monotonluğu ve alttoplamsallığı ile

λ̄n(M(A)) ≤
∑
i∈I

λ̄n(M(Qi)) =
∑
i∈I

jn(M(Qi)) =
∑
i∈I

jn(Qi) =
∑
i∈I

vn(Qi).

Buradan λ̄n(M(A)) ≤ λ̄n(A) elde edilir. Aynı şey MT için de geçerlidir. Ay-
rıca MTM = Id olduğunu gözetirsek λ̄n(A) = λ̄n(M

TM(A)) ≤ λ̄n(M(A)).
Bu ve bir önceki eşitsizlikten λ̄n(M(A)) = λ̄n(A) elde edilir. ■

Bn ⊂ Ln olduğundan tüm açık ve kapalı kümeler Lebesgue ölçülebilir.
Her K kompakt kümesi bir kapalı Q kutusuna düştüğünden ayrıca λn(K) <
+∞ olur. Diğer yandan Rn’deki her hiperdüzlem bir sıfır kümesidir. Bunu
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kanıtlamak için Rn’deki H := Rn−1 × {0} hiperdüzleminin bir sıfır kümesi
olduğunu kanıtlamak yeterlidir; çünkü tüm diğer hiperdüzlemler H’ye izo-
metriktir. Qi ∈ Qn−1 ayrık kutularını Rn−1 =

⊔
i∈NQi olacak biçimde se-

çelim. Bu durumda, Q′
i := Qi × {0} ∈ Qn olmak üzere H =

⊔
i∈NQ

′
i ve

λn(Q
′
i) = vn(Q

′
i) = 0 olduğundan λn(H) =

∑
i λn(Q

′
i) = 0 olur.

Önerme 3.2.23 (Yaklaşımlar) Her A ⊂ Rn için
(i) λ̄n(A) = inf {λn(U)|A ⊂ U, U açık},
(ii) A ∈ Ln ise λn(A) = sup {λn(K) |K ⊂ A, K kompakt}.

Kanıt. (i) Eşitliğin sağına geçici olarak λ∗n(A) diyelim. Açık kümeler Fn↑’de
olduğundan λ̄n(A) ≤ λ∗n(A) apaçıktır. Ters yön için λ̄n(A) < +∞ var-
sayabiliriz. ε > 0 keyfi verilsin. Tanımdan sayılabilir Qi, i ∈ I kutularını
A ⊂ ⋃i∈I Qi ve ∑

i∈I
λn(Qi) < λ̄n(A) + ε

olacak biçimde seçebiliriz. Qi kutularını açık varsayabiliriz. Bu durumda
U :=

⋃
i∈I Qi bir açık küme ve A ⊂ U . Buradan, λ̄n monoton ve alttoplamsal

olduğundan
λn(U) = λ̄n(U) ≤

∑
i∈I

λn(Q) < λ̄n(A) + ε

olur. Dolayısıyla λ∗n(A) ≤ λ̄n(A) ve ilk eşitsizlikle λ∗n(A) = λ̄n(A).
(ii) A ∈ Ln olsun. λn(A) ≥ sup {λn(K) |K ⊂ A, K kompakt} olduğu

apaçıktır.
Ters yön için önce A’nın sınırlı olduğunu varsayalım. Bir K0 kompakt

kümesini A ⊂ K0 olacak biçimde seçelim. A,K0 ∈ Ln olduğundan K0\A ∈
Ln ve λn(K0\A) = λn(K0) − λn(A). Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. (i)’den, bir
U ⊃ K0\A açık kümesini

λn(U) < λn(K0\A) + ε = λn(K0)− λn(A) + ε (3.19)

olacak biçimde seçebiliriz. Şimdi K := K0\U ⊂ K0\(K0\A)) = A olmak
üzere K kompakt, K ve U Lebesgue ölçülebilir olduğundan (3.19 ) ile

λn(K) = λn(K0)− λn(U) > λn(A)− ε.

Buradan, ε > 0 keyfi olduğundan, λn(A) ≤ sup {λn(K) |K ⊂ A, K kompakt}
elde edilir. Bu, ilk eşitsizlikte birlikte

λn(A) = sup {λn(K) |K ⊂ A, K kompakt}

eşitliğini verir. Savımız sınırlı A ∈ Ln kümeleri için kanıtlanmıştır.
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Şimdi A ∈ Ln keyfi verilsin. Her k ∈ N∗ için Ak := A∩{x ∈ Rn| ∥x∥ ≤ k}
olsun. Ak ∈ Ln sınırlı ve Ak ↑ A. Az önce kanıtlanandan

λn(Ak) = sup {λn(K) |K ⊂ Ak, K kompakt}
≤ sup {λn(K) |K ⊂ A, K kompakt} .

Buradan Teorem 3.2.6 (iii) ile

λn(A) = limλn(Ak) ≤ sup {λn(K) |K ⊂ A, K kompakt} .

Böylece ters eşitsizlik her A için kanıtlanmıştır. ■

Not. Önerme 3.2.23 bize herhangi bir A ⊂ Rn kümesinin λn(A) iç ölçüsü-
nün tanımı için bir başka seçenek sunar. Açık-kapalı, dış-iç ve inf-sup ikili
kavramlardır ve önermemizin doğal sonucu

λn(A) := sup {λn(K)|K ⊂ A, K kapalı}

iç ölçü tanımıdır. Bu tanımdan yola çıkarsak A ∈ Ln ⇐⇒ λ̄n(A) = λn(A)
olur. ▲

B ∈ Bn ve S ⊂ Rn bir sıfır kümesi olsun. B ve S’nin her ikisi de Lebes-
gue ölçülebilir olduğundan B\S ve B ∪ S kümeleri de Lebesgue ölçülebilir.
Tersine her A ∈ Ln Lebesgue ölçülebilir kümesini bir B Borel kümesi ve
uygun S, S′ sıfır kümeleri ile B\S ve B ∪S′ olarak yazabiliriz; bunu aşağıda
kanıtlayacağız. Bu nedenle kimi yazar Borel kümeleri ile yetinir.

Önce bir tanım verelim: Rn’de sayılabilir çoklukta açık kümenin arakesiti
olan kümelere bir Gδ-kümesi, sayılabilir çoklukta kapalı kümelerin birleşimi
olan kümeler ise bir Fσ-kümesi denir.

Teorem 3.2.24 (Düzgünlük Teoremi) A ∈ Ln olsun.
(i) Bir B Gδ-kümesi A ⊂ B ve λn(B\A) = 0 olacak biçimde vardır4.
(ii) Bir C Fσkümesi C ⊂ A ve λn(A\C) = 0 olacak biçimde vardır.

Kanıt. Her j ∈ N∗ için Aj := {x ∈ A|j − 1 ≤ ∥x∥ < j} dersek A =
⊔

j≥1Aj

olur. Önerme 3.2.23’ten dolayı, her i ∈ N∗ için Ui,j açık ve Ki,j kompakt
kümeleri Ki,j ⊂ Aj ⊂ Ui,j ve

λn(Ui,j) < λn(Aj) + 2−j/i ve λn(Ki,j) > λn(Aj)− 2−j/i

4Lebesgue ölçülebilir kümeler neredeyse açık kümelerdir; bu Littlewood’un üçüncü
ilkesidir.
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olacak biçimde seçilebilirler. Bu durumda Ui :=
⋃

j≥1 Ui,j açık ve Ci :=⊔
j≥1Ki,j kapalıdır ({Aj}j≥1 bir ayrık aile olduğundan son birleşim ayrıktır!)

ve Ci ⊂ A ⊂ Ui geçerlidir. B =
⋂

i≥1 Ui ve C :=
⋃

i≥1Ci olsun. Aj =

A ∩ (Bj\Bj−1) Lebesgue ölçülebilir olduğundan, her i ∈ N∗ için

λn(B\A) ≤ λn(Ui\A) ≤
∑
j≥1

λn(Ui,j\Aj) ≤
∑
j≥1

(λn(Ui,j)− λn(Aj)) ≤
1

i
ve

λn(A\C) ≤ λn(A\Ci) ≤
∑
j≥1

λn(Aj\Ki,j) ≤
∑
j≥1

(λn(Aj)− λn(Ki,j)) ≤
1

i

eşitsizlikleri elde edilir. i→ +∞ savlarımızı verir. ■

Sonuç 3.2.25 A ⊂ Rn kümesi verilsin. A ∈ Ln olması için gvyk bir Gδ-
kümesi H’nin, A ⊂ H ve λ̄n(H\A) = 0 olacak biçimde bulunmasıdır.

Kanıt. Savın bir yönü Teorem 3.2.24 (i)’den çıkar. Şimdi H bir Gδ-kümesi,
A ⊂ H ve λ̄n(H\A) = 0 olsun. H ve H\A ölçülebilir olduğundan A =
H\(H\A) ölçülebilir. ■

Teorem 3.2.24 özetle her Lebesgue ölçülebilir A kümesinin bir C Fσ-
kümesi ve bir B Gδ-kümesi arasına, C ⊂ A ⊂ B ve λn(B\C) = 0 olacak
biçimde, sıkıştırılabileceğini söyler. Elbette C,B ∈ Bn. Bu özelliğinden do-
layı λn ölçüsü düzgündür denir.

Teorem 3.2.26 (Çarpım Teoremi) p, q, n ∈ N∗ ve n = p + q olsun.
A ∈ Lp, B ∈ Lq ise A×B ∈ Ln ve

λn(A×B) = λp(A) · λq(B).

Kanıt. Her şeyden önce savımız A ∈ Qp ve B ∈ Qq birer kutu ise doğrudur.
Gerçekten de bu durumda A × B ∈ Qn de bir kutudur ve λn(A × B) =
λp(A) · λq(B).

(1) A veya B bir sıfır kümesi ise A×B de bir sıfır kümesidir; gösterelim.
Gbk A bir sıfır kümesi olsun. k ∈ N∗ için Qq

k := [−k, k]×· · ·× [−k, k] kutusu
için λq(Q

q
k) = 2qkq > 0 olur. Önce A×Qq

k’nin bir sıfır kümesi olduğunu gö-
relim. ε > 0 keyfi verilsin. A bir sıfır kümesi olduğundan, sayılabilir çoklukta
Qp

i , i ∈ I kutuları A ⊂ ⋃i∈I Q
p
i ve

∑
i∈I λp(Q

p
i ) < ε/λp(Q

q
k) olacak biçimde

seçilebilir. Şimdi A×Qq
k ⊂ ⋃i∈I Q

p
i ×Qq

k ve

λ̄n(A×Qq
k) ≤

∑
i∈I

λn(Q
p
i ×Qq

k) =
∑
i∈I

λp(Q
p
i ) · λq(Q

q
k) < ε

olur. Öyleyse A × Qq
k bir sıfır kümesi, dolayısıyla A × Rq =

⋃
k A × Qq

k bir
sıfır kümesidir. Sonuçta A×B ⊂ A× Rq bir sıfır kümesidir.
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(2) A ve B açık kümeler olsun. Bu durumda A×B de açıktır, dolayısıyla
A × B ∈ Ln. Sayılabilir çoklukta Qp

i , Q
q
j kutularıyla A =

⊔
i∈I Q

p
i ve B =⊔

j∈J Q
q
j . Böylece A×B =

⊔
i,j Q

p
i ×Qq

j ve

λn(A×B) =
∑
i,j

λn(Q
p
i ×Qq

j) =
∑
i,j

λp(Q
p
i )λq(Q

q
j)

=

(∑
i

λp(Q
p
i )

)∑
j

λq(Q
q
j)

 = λp(A)λq(B).

(3) A ve B, sınırlı Gδ-kümeleri olsunlar. Sınırlı ve azalan Uk ⊂ Rp ve
Vk ⊂ Rq açık küme dizilerini Uk ↓ A ve Vk ↓ B olacak biçimde seçelim.
Uk × Vk ⊂ Rn açık ve Uk × Vk ↓ A × B olduğundan A × B de bir Gδ-
kümesidir; dolayısıyla A×B ∈ Ln ve Önerme 3.2.20 (ii) ve (2) ile

λn(A×B) = lim
k
λn(Uk × Vk) = lim

k
(λp(Uk)λq(Vk))

= lim
k
λp(Uk) lim

k
λq(Vk) = λp(A)λq(B).

(4) A ve B sınırlı ve Lebesgue ölçülebilir olsunlar. Teorem 3.2.24 (i) ile
G ve G′ sınırlı Gδ-kümeleri ve S, S′ sıfır kümeleri A⊔S = G ve B ⊔S′ = G′

olacak biçimde seçilebilir. Bu durumda G×G′ = (A×B)⊔ (A× S′)⊔ (S ×
B) ⊔ (S × S′) olur. (1)’den dolayı A × S′, S × B,S × S′ kümelerinin her
biri Rn’de birer sıfır kümesidir; bu nedenle bunların S′′ birleşimi de bir sıfır
kümesidir. Yine Teorem 3.2.24 (i) ile A × B Lebesgue ölçülebilir ve (3) ile
λn(A×B) = λn(G×G′) = λp(G)λq(G

′) = λp(A)λq(B).
(5) A ve B sınırlı olması gerekmeyen ölçülebilir kümeler olsunlar. Her

k,m ∈ N∗ için Qm
k := [−k, k] × · · · × [−k, k] (m kez çarpım) olmak üzere

Ak := A∩Qp
k, Bk := B∩Qq

k ve (A×B)k := (A×B)∩Qn
k olsun. Bu durumda

Ak, Bk ve (A × B)k kümeleri Lebesgue ölçülebilirler. Ak ↑ A, Bk ↑ B ve
(A×B)k ↑ A×B olduğundan Önerme 3.2.20 (i) ve (4) ile, (A×B)k = Ak×Bk

olduğunu da gözetirsek,

λn(A×B) = lim
k
λn(Ak ×Bk) = lim

k
λp(Ak)λq(Bk) = λp(A)λq(B).

■

3.3 Lebesgue İntegrali

Teorem 2.4.12’de (fk) ⊂ R(Ω) ve fk
Ω

=⇒ f ise f ∈ R(Ω) ve
´
Ω f = lim

´
Ω fk

olduğunu kanıtladık. Düzgün yakınsaklık çok güçlü bir kavramdır. Fonksi-
yonlarımız R değerli olsunlar. Bir (fk) fonksiyon dizisinden, düzgün yakın-
saklıktan farklı, istenebilecek koşullardan ikisi düzgün sınırlılık ve monoton
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yakınsaklıktır. (fk) fonksiyon dizimize bir M ≥ 0 ile her x ∈ Ω ve her k için
|fk(x)| ≤M sağlanmışsa düzgün sınırlıdır diyelim. I = [0, 1] olsun. Örnek
2.4.11 (2)’de düzgün sınırlı ve aynı zamanda monoton artan bir (fk) ⊂ R(I)
fonksiyon dizisi verdik. Bu dizinin limiti olan f bir sınırlı fonksiyondur, ancak
f /∈ R(I). Dolayısıyla, ne düzgün sınırlılık, ne de monoton yakınsaklık tek
başlarına limit fonksiyonun integrallenebilirliğini garantilemez; örneğimizde
gördüğümüz gibi, bu iki koşul bir arada olsalar bile bu böyledir.

Lebesgue yeni bir integral kavramının peşindedir. En doğal ön koşulu-
muz, yeni integral kavramımız Riemann integrallenebilir fonksiyonları kapsa-
malı ve bunların integralini korumalıdırlar. Buna ek olarak Teorem 2.4.12’de
düzgün yakınsaklık yerine monoton yakınsaklık alabilmeliyiz. Lebesgue her
sınırlı [a, b] aralığı ve her sınırlı f : [a, b] → R fonksiyonu için bir L

´ b
a f

integrali açıklamak istiyor (H. Lebesgue, Oevres Scientifiques, Vol.II, s.114).
Riemann integrali söz konusu olduğunda biz önce f ’nin Riemann integralle-
nebilir olmasının tanımını verdik, sonra R([a, b])’nin özelliklerini araştırdık.
Lebesgue’in betimleyici5 olarak adlandırdığı yöntemi tam ters yönde çalı-
şır: Önce açıklayacağı integralin, onu, geçici olarak L

´ b
a f≡ L

´ b
a f(x)dx ile

gösterelim, sağlaması gereken asgari özellikleri verir, sonra tanımı belirler.
Lebesgue L

´ b
a f integralinin şu özellikleri olmasını ister: a, b, c, h ∈ R olmak

üzere
(i) L

´ b
a f(x)dx = L

´ b+h
a+h f(x− h)dx .

(ii) L
´ b
a f + L

´ c
b f + L

´ a
c f = 0 .

(iii) L
´ b
a (f + g) = L

´ b
a f + L

´ b
a g.

(iv) f ≥ 0 ve a < b ise L
´ b
a f ≥ 0.

(v) L
´ 1
0 1 = 1.

(vi) fk, f : [a, b] → R sınırlı ve fn ↗ f ise limL
´ b
a fk = L

´ b
a f .

Riemann integrali (i)-(v) özelliklerini sağlar, ancak (vi) özelliğini sağla-
maz. f, g : [a, b] → R sınırlı fonksiyonlarsa L

´ b
a (f + g) = L

´ b
a f + L

´ b
a g,

her r ∈ R için L
´ b
a rf = rL

´ b
a f , f ≤ g =⇒ L

´ b
a f ≤ L

´ b
a g, f ≥ 0 =⇒

L
´ b
a f ≥ 0, L

´ c
a f = −L

´ a
c f , L

´ a
a f = 0 ve L

´ b
a 1 = b − a = v1 ([a, b])

olduğu kolayca görülür(bkz. [28], s.56).
a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b ve mi = inf f ([xi−1, xi]) ve Mi =

sup f ([xi−1, xi]) olmak üzere

n∑
i=1

mi (xi − xi−1) ≤ L

ˆ b

a
f ≤

n∑
i=1

Mi (xi − xi−1)

5descriptive
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olur ve bu bize ˆ b

a
f ≤ L

ˆ b

a
f ≤

ˆ b

a
f

eşitsizliğini verir. Dolayısıyla f Riemann integrallenebilirse
´ b
a f = L

´ b
a f

olur. Bu eşitlik (i)-(v)’i sağlayan her L
´ b
a integrali için geçerlidir. Henüz (vi)

özelliğini kullanmadık.
Şimdi f : [a, b] → [m,M) sınırlı fonksiyonu verilsin. m = y0 < y1 < · · · <

yn = M ve Bi := [yi−1, yi) olmak üzere [m,M)’nin Y0 = {B1, . . . , Bn} par-
çalanışını alalım. Ai := f−1([yi−1, yi)) dersek [a, b]’nin Z0 = {A1, · · · , An}
parçalanışını elde ederiz. Bu durumda φ0 :=

∑
1≤i≤n yi−11Ai ve Φ0 :=∑

1≤i≤n yi1Ai fonksiyonları için [a, b] aralığında φ0 ≤ f ≤ Φ0 olduğundan

L

ˆ b

a
φ0 =

∑
1≤i≤n

yi−1L

ˆ b

a
1Ai ≤ L

ˆ b

a
f ≤

∑
1≤i≤n

yiL

ˆ b

a
1Ai = L

ˆ b

a
Φ0.

(3.20)
Şimdi [m,M) ’nin bir (Yk) parçalanış dizisini Y0 ≺ Y1 ≺ · · · ve ∥Yk∥ ≤
1
2 ∥Yk−1∥ olacak biçimde seçelim. φ0’ı oluşturduğumuz gibi φk’leri oluştu-
ralım. Açıkça φk ↗ f6. Dolayısıyla L

´ b
a f = limk L

´ b
a φk olur. Yukarıdaki

eşitlikten kolayca görüleceği gibi, herhangi bir sınırlı f : [a, b] → R ve-
rildiğinde, A ⊂ [a, b] altkümeleri için L

´ b
a 1A integrallerini bilmek L

´ b
a f

integralini bilmek için yeterlidir. Özel olarak A = [c, d] ⊂ [a, b] bir kapalı
aralıksa

L

ˆ b

a
1A = d− c = v1 ([c, d]) = v2 ([c, d]× [0, 1]) (3.21)

olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla Lebesgue, L
´

integralinin belirlenmesini
ölçü problemine dönüştürür: Her sınırlı A ⊂ R için sayılabilir toplamsal, öte-
lemelere göre değişmez ve m([0, 1]) = 1 koşulunu sağlayan bir m : Ps(R) →
[0,+∞) dönüşümü bulunuz(ölçü problemi). Bu yaklaşımda m(A)’ya A’nın
uzunluğu der. Bu problemin çözümü yoktur. A kümesinin sınırsız olmasına
ve λ1(A) = +∞ olmasına izin vererek Lebesgue L1 ⊂ P(R) σ-cebirine ve
λ1 : L1 → [0,+∞] ölçüsüne ulaşır. (3.21)’den dolayı A ∈ L1([a, b]) için

L

ˆ
A
1A := λ1(A) = λ2 (A× [0, 1]) .

olarak açıklanır.
“İntegralin, Cauchy-Riemann’a göre tanımından benimkine geçmek için

değişken aralığının parçalanışından değer aralığının parçalanışına geçmek
6φk’nin tanımından [a, b]’de 0 ≤ f − φk ≤ ∥Yk∥ ve lim ∥Yk∥ = 0 olduğundan ayrıca

φk
[a,b]
=⇒ f .
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yeterlidir (Lebesgue )”.7Lebesgue’in bu alıntısına açıklık getirmek için bir
f : [a, b] → [0,M ] pozitif sınırlı fonksiyonunu ele alalım. 0 = y0 < y1 <
· · · < yn = M olmak üzere Y = {y0, . . . , yn} parçalanışı verilsin (bkz. Şekil
3.2). Ai := f−1([yi−1, yi)) olmak üzere, φY :=

∑
i yi−11Ai ve ΦY :=

∑
i yi1Ai

olsun. Her bir Ai Lebesgue ölçülebilir ise

A(f,Y) =

n∑
i=1

yi−1λ1(Ai) = L

ˆ b

a
φY = λ2 ([0, φY ]) Lebesgue alttoplamı ve

U(f,Y) =

n∑
i=1

yiλ1(Ai) = L

ˆ b

a
ΦY = λ2 ([0,ΦY ]) Lebesgue üsttoplamı

oluşturulabilir.

x

M

yi

a

y1
y0

yi−1

Ai

b

y

Şekil 3.2: Lebesgue yaklaşımının görselleştirilmesi.

x-ekseni ile f ’nin grafı arasında kalan [0, f) kümesinin alanına A(f,Y)
ile içeriden, U(f,Y) ile dışarıdan yaklaşılır. Lebesgue, [0,M ] ’in her Y parça-
lanışı için Ai’ler Lebesgue ölçülebilirse, f fonksiyonu ölçülebilir der. Bunun
olması için gerek ve yeter koşul her 0 ≤ l ≤ L ≤ M için f−1 ([l, L))’nin Le-
besgue ölçülebilir olmasıdır. f ölçülebilir ve ∥Y∥ < ε ise U(f,Y)−A(f,Y) <
ε(b − a) olur. (Yk) parçalanış dizisi için ∥Yk∥ → 0 ise, (Yk) dizisinin se-
çiminden bağımsız olarak (A(f,Yk)) ve (U(f,Yk)) dizilerinin aynı sayıya
yakınsadığı kolayca görülür; bu sayı f ’nin [a, b] aralığındaki Lebesgue integ-
ralidir. Demek ki, f : [a, b] → R sınırlı fonksiyonları söz konusu olduğunda
L
´ b
a f Lebesgue integraline Riemann integraline benzer biçimde yaklaşa-

biliriz. f : [a, b] → R sınırsız olduğunda Φk’ler oluşturulamaz ve yalnızca

7Kelimenin altını biz çizdik.
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φk’lerle çalışmak zorunda kalırız. Bu durumda ise φk ↗ f olmak üzere

L

ˆ b

a
f = limL

ˆ b

a
φk = limλ2 ([0, φk]) = λ2 ([0, f)) . (3.22)

Biz Lebesgue’in anlatımına sadık kalarak, irdelemeleri bir [a, b] kapalı
aralığındaki sınırlı f fonksiyonları için yaptık. Elbette bir Q⊂ Rn kapalı
kutusundaki sınırlı fonksiyonlar için bu irdelemeler aynen geçerlidir, ve bu
kez integrali L

´
Q f ile gösterirsek (3.22) eşitliği

L

ˆ
Q
f = limL

ˆ
Q
φk = limλn+1 ([0, φk]) = λn+1 ([0, f)) (3.23)

şeklini alır.
Çoğu analiz kitabında karşılaşacağımız yukarıdaki kısa anlatım Lebesgue

yaklaşımını yansıtır; sanki Lebesgue her şeyi tersyüz etmiş ve tüm keramet
bundaymış izlenimi yaratılır. İşin kötüsü, Riemann yaklaşımıyla olan benzer-
liklerin üstü örtülü kalır. Yukarıdaki anlatımdaki A1, . . . , An kümeleri [a, b]
kapalı aralığının Lebesgue ölçülebilir kümelerle bir parçalanışıdır. ∥Y∥ < ε
olması ise f ’nin Ai’lerdeki salınımlarının ≤ ε olması demektir. Standart
yaklaşımda, integral tanımından önce gelen ölçülebilir fonksiyonların oyna-
dığı rol, A’nın Lebesgue ölçülebilir sayılabilir parçalanışlarından, f ’ye uygun
bazılarını, sl(f,Ai) ≤ ε olanları, elde etmektir. Lebesgue’in söylediği, Y par-
çalanışlarından yola çıkmanın bir zorunluluk değil yeterli olduğudur. Eğer f
fonksiyonumuz değerlerini bir V Banach uzayında alıyorsa ortada Y parça-
lanışı kalmaz! Biz ise doğrudan A’nın tüm sayılabilir parçalanışlarından yola
çıkacağız.

Biz Lebesgue integralini üç yaklaşımla tanımlayacağız: Ölçüsel, Darboux
tipi ve Riemann tipi yaklaşımlar. Bunlardan ölçüsel ve Darboux tipi yakla-
şımlar yalnızca R-değerli fonksiyonlar için anlamlıdır. Buna karşın Riemann
tipi yaklaşım vektör değerli fonksiyonlar için de anlamlıdır.

3.3.1 Ölçüsel Yaklaşım

Uzlaşma: Bu altkısımda A ⊂ Rn daima bir Lebesgue ölçülebilir kümeyi
gösterecek ve f : A→ R olacaktır. A’nın veya f ’nin sınırlı olması gerekmez!

g, f : A → R ve g ≤ f ise daha önce [g, f), [g, f ], (g, f) ve (g, f ] küme-
lerini tanımladık. Elbette bunlar Rn+1’nin altkümeleridirler. Eğer g ≡ a ise
bu kümeleri [a, f), ve [a, f ] ile göstereceğiz; f = a için benzer gösterimler
kullanılır.

(−∞, f) := {(x, y) ∈ A× R|y < f(x)}
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kümesine f ’nin tam grafaltı diyelim. Aşağıdaki tanımın temeli (3.23) eşit-
liğidir.

Tanım 3.3.1 f : A → [0,+∞) olsun. [0, f) Lebesgue ölçülebilirse, kı-
saca [0, f) ∈ Ln+1 ise f fonksiyonu λ-ölçülebilir diyelim. Bir g : A → R
fonksiyonuna ise g+ ve g− fonksiyonlarının her ikisi de λ-ölçülebilirse, λ-
ölçülebilir diyelim.

(i) f : A→ [0,+∞) λ-ölçülebilirseˆ
A
fdλn := λn+1([0, f)) (3.24)

değerine f ’nin Lebesgue integrali denir.
´
A fdλn = +∞ olabilir.

(ii) f : A → R olsun. f+ ve f−’nin her ikisi de λ-ölçülebilir, ancak´
A f

+dλn ve
´
A f

−dλn’nin ikisi birden +∞ değilse
ˆ
A
fdλn := λn+1([0, f

+))− λn+1([0, f
−)) =

ˆ
A
f+dλn −

ˆ
A
f−dλn

(3.25)
değerine f ’nin λn-ye göre Lebesgue integrali denir.

(iii) f , λ-ölçülebilir,
´
A f

+dλn ve
´
A f

−dλn’nin her ikisi de sonlu ise f
fonksiyonu (λn’ye göre) Lebesgue integrallenebilir denir. A’daki Le-
besgue integrallenebilir fonksiyonların kümesini L(A) ile göstereceğiz.

Bu tanıma göre bazı f fonksiyonlarının λn’ye göre Lebesgue integralleri
varken, kendileri λn’ye göre Lebesgue integrallenebilir olmayabilirler; bu ör-
neğin

´
A fdλn = ±∞ için söz konusudur. Bu söylem öylesine yerleşmiş ki

değiştirmeyi göze alamadık. Örneğin A = [0,+∞) ve f ≡ 1 ise [0, f) =
A × [0, 1) kutusu Lebesgue ölçülebilir, dolayısıyla

´
A f = λ2([0, f)) = +∞,

ancak f Lebesgue integrallenemez! Eğer f : R → R fonksiyonu x ≥ 0 için
1, x < 0 için −1 değerini alıyorsa λ2([0, f+)) = +∞ ve λ2([0, f−)) = +∞
olduğundan

´
fdλ1 tanımsızdır, dolayısıyla integrallenemez!

Sonuç 3.3.2 f ∈ R(A) ise f ∈ L(A) ve
´
A fdjn =

´
A fdλn.

Kanıt. Teorem 3.2.22 (i). ■

Tanım 3.3.1 yalnızca ölçüye dayanır ve görsel bir destek de sunar; bu
anlamda güçlü bir tanımdır. Ancak bize verilen integrallenebilir bir fonksi-
yonun integralinin nasıl hesaplanacağı hakkında fazla bilgi vermez. İlk işimiz
hangi f fonksiyonları için [0, f+) ve [0, f−) kümelerinin her ikisinin de Le-
besgue ölçülebilir olduğunu belirlemek olacaktır.

Uzlaşma: A = Rn ise
´
Rn fdλn yerine kısaca

´
fdλn yazacağız. Yanlış an-

laşılma endişesi yoksa
´
A fdλn ve

´
fdλn yerine yalın olarak

´
A f ve

´
f
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yazacağız. Tanım 3.3.1’den de görüleceği gibi f ≥ 0 tipinde fonksiyonlara
odaklanmak yeterlidir. Ayrıca belirtmedikçe fonksiyonlarımız bu tipten ola-
caktır.

Teorem 3.3.3 (Lebesgue Monoton Yakınsak-lık Teo-remi) Her k ∈
N için fk : A → R+ λ-ölçülebilir ve fk ↑ f ise f de λ-ölçülebilir ve

´
A fk ↑´

A f .

Kanıt. [0, fk) ölçülebilir ve [0, fk) ↑ [0, f) olduğundan [0, f) de ölçülebilir.
Ölçümüz alttan sürekli olduğundan λn+1([0, fk)) ↑ λn+1([0, f)). ■

Önerme 3.3.4 f, g : A → R+ λ-ölçülebilir fonksiyonlarsa aşağıdaki öner-
meler geçerlidir:

(i) f ≤ g ise
´
A f ≤

´
A g.

(ii) I sayılabilir olmak üzere {Ai}i∈I , A’nın Lebesgue ölçülebilir kümelere
bir parçalanışı ise ˆ

A
f =

∑
i∈I

ˆ
Ai

f.

(iii)
´
A 1A = λn(A).

(iv) A bir sıfır kümesi ise
´
A f = 0.

(v) Hemen her yerde f = g =⇒
´
A f =

´
A g.

(vi) 0 ≤ p ∈ R ise
´
A pf = p

´
A f .

(vii)
´
A(f + g) =

´
A f +

´
A g.

Kanıt. Tüm bu önermelerin algımızda geometrik karşılığı vardır.
(i) f ≤ g =⇒ [0, f) ⊂ [0, g) =⇒ λn+1([0, f)) ≤ λn+1([0, g)) =⇒

´
A f ≤´

A g.
(ii) fi := f |Ai dersek her şeyden önce [0, fi) = [0, f) ∩ (Ai × R) oldu-

ğundan fi Lebesgue ölçülebilir. [0, f) =
⊔

i∈I [0, fi) olduğundan sav λn+1’in
toplamsallığından çıkar.

(iii)
´
A 1A = λn+1([0,1A)) = λn+1(A × [0, 1)) = λn(A)λ1([0, 1)) =

λn(A).
(iv) [0, f) ⊂ A× R ve A× R bir sıfır kümesidir. Bu savı verir.
(v) S ⊂ A bir sıfır kümesi ve her x ∈ A\S için f(x) = g(x) olsun. (ii) ve

(iv) ile
ˆ
A
f =

ˆ
A\S

f +

ˆ
S
f =

ˆ
A\S

f =

ˆ
A\S

g =

ˆ
A\S

g +

ˆ
S
g =

ˆ
A
g.

(vi) T : Rn+1 → Rn+1 dönüşümü T (x, xn+1) = (x, pxn+1) olsun. Q ∈ Qn

ve an+1 ≥ 0 olmak üzere, T dönüşümü Q′ = Q × [0, an+1) kutusunu Q′′ =
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Q × [0, pan+1) kutusuna resmeder. λn+1(Q
′′) = pan+1λn(Q) = pλn+1(Q

′).
Dolayısıyla buradan λn+1([0, pf)) = pλn+1([0, f)) elde ederiz. Bu, savı verir.

x

y
f + g

f

g

Şekil 3.3: Önerme 3.3.4(vii)’ye görsel destek.

(vii) Görsel olarak aşikar olan bu savın kanıtını vermeyeceğiz. İlgili okur
[31], s.378’e bakabilir. Bu sav Riemann yaklaşımında, yakınsak iki toplamın
toplamlarının da yakınsak ve toplamın limitinin limitlerin toplamına eşit
olması anlamına gelecektir. ■

Önerme 3.3.5 f : A → R+ olsun. [0, f)’nin ölçülebilir olması [0, f ]’nin
ölçülebilir olmasına denktir ve bunlardan birisinin ölçülebilir olması duru-
munda λn+1([0, f)) = λn+1([0, f ]). Dolayısıyla f λ-ölçülebilirse Gf grafı bir
sıfır kümesidir.

Kanıt. (1) [0, f) ölçülebilir olsun. Her k ∈ N∗ için fk := (1 + 1/k)f olsun.
Bu durumda bir S ⊂ A× {0}kümesi ile

[0, f ] =

( ⋂
k∈N∗

[0, fk)

)
⊔ S. (3.26)

Her [0, fk) ölçülebilir, dolayısıyla
⋂

k[0, fk) ölçülebilir. Ayrıca A × {0} de
Rn+1 ölçülebilir ve bir sıfır kümesi olduğundan (3.26) ile [0, f ] ölçülebilir.
Eğer λn+1([0, f)) = +∞ ise [0, f) ⊂ [0, f ] olduğundan λn+1([0, f ]) = +∞ =
λn+1([0, f)) olur. λn+1([0, f)) < +∞ ise

λn+1([0, fk)) = (1 + 1/k)λn+1([0, f)) < +∞

olacağından, [0, fk) ↓
⋂
[0, fk) olduğunu da gözetirsek, Önerme 3.2.20 (ii) ile

λn+1(
⋂

[0, fk)) = lim
k
λn+1([0, fk)) = lim

k
(1+1/k)λn+1([0, f)) = λn+1([0, f))

olur. A×{0} ise Rn+1’de bir sıfır kümesi olduğundan (3.26) ile λn+1([0, f ]) =
λn+1([0, f) olur.
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x

y

f

Şekil 3.4: Tam grafaltı (−∞, f)

(ii) Şimdi [0, f ] ölçülebilir olsun. Bu kez her k ∈ N∗ için gk := (1 −
1/k)f olsun. Yine A × {0}’a düşen bir S sıfır kümesi ile [0, gk]↑([0, f) ⊔ S)
olduğundan, Önerme 3.2.20 (ii) ile λn+1([0, f ]) = λn+1([0, f) olur. ■

Sonuç 3.3.6 f ’nin λ-ölçülebilir olması (−∞, f)’nin ölçülebilir olmasına
denktir.

Kanıt. [f, 0] kümesi tam da [0, f+]’nın H := Rn × {0} hiperdüzleminde
yansımasıdır; dolayısıyla biri ölçülebilirse diğeri de ölçülebilir. Diğer yandan
A× (−∞, 0] ve A× (−∞, 0) kutuları Lebesgue ölçülebilir.

f λ-ölçülebilirse , H’ye düşen bir S sıfır kümesi ile

(−∞, f) = [0, f+) ∪ ((A× (−∞, 0]) \[f, 0]) ∪ S

olduğundan (−∞, f) ölçülebilir.
Tersine (−∞, f) ölçülebilirse [0, f) = (−∞, f)\ (A× (−∞, 0)) ölçülebilir

ve bir S sıfır kümesi ile

[f, 0] = ((−∞, f)\ (A× (−∞, 0))) ∪ S

de ölçülebilir. Özetle f+ ve f− de λ-ölçülebilir. ■

Önerme 3.3.7 Her k ∈ N için fk : A → R+ λ-ölçülebilirse lim inf fk ve
lim sup fk de λ-ölçülebilir.

Kanıt. fk := infi≥k fi(x) , f̄k := supi≥k fi(x) olsun. Önerme 3.3.5’ten dolayı
[0, fi) ve [0, fi] kümeleri ölçülebilir olduğundan,

[0, fk] =
⋂
i≥k

[0, fi] ve [0, f̄k) =
⋃
i≥k

[0, fi)

kümeleri ölçülebilir. Bu ve fk ↗ f := lim inf fk, f̄k ↘ f̄ := lim sup fk
bağıntıları savı verir. ■
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xn+1

g

fk

fk

fk

A

Şekil 3.5: Lebesgue Sınırlandırılmış Yakınsaklık Teoremi.

Sonuç 3.3.8 fk : A → R+ λ-ölçülebilir fonksiyonlar ve fk → f ise f de
λ-ölçülebilir.

Kanıt. fk → f olduğundan fk ↑ f olur. [0, fk) ↑ [0, f) ve her fk λ-ölçülebilir
olduğundan [0, f) Lebesgue ölçülebilir. ■

Teorem 3.3.9 (Lebesgue Sınırlandırılmış Yakınsaklık Teoremi) g :
A→ R+ Lebesgue integrallenebilir, her k ∈ N için fk : A→ R+ λ-ölçülebilir
ve 0 ≤ fk ≤ g olsun. Ayrıca fk

A−→ f ise f de Lebesgue integrallenebilir ve´
A f = limk

´
A fk.

Kanıt. Şekil 3.5’e bakıldığında bu teoremin savı, kanıt gerektirmeyecek ka-
dar, apaçık ortadadır. fk ve f̄k, Önerme 3.3.7’nin kanıtındaki gibi olsunlar.
Bu durumda her k için fk ≤ fk ≤ f̄k ≤ g, dolayısıyla λn+1

(
[0, f̄k)

)
< +∞

olur. Sonuç 3.3.8’den dolayı f λ-ölçülebilir. [0, fk) ↑ [0, f) ve [0, f̄k) ↓ [0, f)
olduğundan λn+1([0, fk)) ↑ λn+1([0, f)) ve λn+1([0, f̄k)) ↓ λn+1([0, f)). Di-
ğer yandan λn+1([0, fk)) ≤ λn+1([0, fk)) ≤ λn+1([0, f̄k)) olduğundan savımız
Sandviç Teoremi’nden çıkar. ■

Uyarı 3.3.10. Teoremimizde g’nin varlığı çok önemlidir. Her k ∈ N∗ için
fk : [0, 1] → R+ fonksiyonun grafı, [0, 1/k]’de tabanı [0, 1/k] ve alanı 1 olan
ikizkenar üçgenin ikiz kenarları ve [1/k, 1]’de ise f ≡ 0 olsun. Bu durumda
her k için fk ≤ g koşulunu sağlayan Lebesgue integrallenebilir bir g yoktur.
Ayrıca fk → 0 ve 1 =

´
fk → 1 ̸= 0 =

´
lim fk. Bu örnekte ve Örnek

2.4.11’de olduğu gibi her fk ve ∃ lim fk = f integrallenebilir ancak lim
´
fk ̸=´

f olabilir!
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Teorem 3.3.11 (Fatou Önsavı) Her k ∈ N için fk : A → R+ λ-
ölçülebilirse ˆ

A
lim inf fk ≤ lim inf

ˆ
A
fk.

Kanıt. fk := infi≥k fi(x) ve f := lim inf fk olsun. fk ↑ f olduğundan
[0, fk) ↑ [0, f), dd

ˆ
A
lim inf fk =

ˆ
A
f = lim

ˆ
A
fk. (3.27)

Diğer yandan her m ≥ k için fk ≤ fm olduğundan
´
A fk ≤ infm≥k

´
A fm.

Dolayısıyla lim
´
A fk ≤ lim inf

´
A fk. Bu (3.27) ile savı verir. ■

Not 3.3.12 A ∈ Ln sınırlı, A1, . . . , Ak Lebesgue ölçülebilir, A =
⊔k

i=1 Ai ve αi ∈ R
olmak üzere f =

∑
i αi1Ai tipindeki fonksiyonlara A da sonlu Lebesgue merdivenleri

diyelim ve bu fonksiyonların kümesini Msl(A) ile gösterelim.
f =

∑
i αi1Ai ∈ Msl(A) ve αi ≥ 0 ise [0, f) =

⊔
i Ai × [0, αi) ölçülebilir ve

ˆ
A

fdλn = λn+1([0, f)) =
∑
i

λn+1(Ai × [0, αi)) =
∑
i

αiλn(Ai). (3.28)

f fonksiyonunun, A’nın bir başka B1, . . . , Bm parçalanışına göre gösterimi f =
∑

j βi1Bj

ise elbette
∑

j βjλn(Bj) = λn+1([0, f)) =
∑

i αiλn(Ai) olur. Msl(A) bir R-vektör uzayı
ve

´
A
: Msl(A) → R bir R-doğrusal dönüşümdür. ▲

3.3.2 Ölçülebilir Fonksiyonlar

Not. Bu altkısımda fonksiyonlar için “ölçülebilir” kavramını verecek ve bu-
nun bir önceki altkısımda verdiğimiz “λ-ölçülebilir” kavramıyla örtüştüğünü
kanıtlayacağız. Bu kanıttan sonra “λ-ölçülebilir” yerine de kısaca “ölçülebilir”
adlandırmasını kullanacağız. Genelde doğrudan ölçülebilir fonksiyonlardan
yola çıkılır. Bu nedenle, bir önceki altkısımda λ-ölçülebilir fonksiyonlara iliş-
kin kanıtladığımız teoremleri, bir tekrar da olsa, ölçülebilir fonksiyonlar için
yeniden kanıtlayacağız. ▲

(X, T ) bir topolojik uzay olmak üzere X’teki σ(T ) σ-cebirine X’in Borel
cebiri demiş ve doğal topolojiyle alınmış Rn’in Borel cebirini Bn ile göster-
miştik.

Tanım 3.3.13 A ∈ Ln, (X, T ) bir topolojik uzay ve f : A→ X olsun. Her
B ∈ σ(T ) için f−1(B) ∈ Ln ise f dönüşümü ölçülebilir diyeceğiz.8

8“Ln−σ(T )-ölçülebilir” demek daha doğru bir adlandırma olurdu! Topolojik uzaylarda
sürekli fonksiyon tanımına benzerliğe dikkat ediniz.
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Not 3.3.14 A ∈ Ln ve f : A → R verilsin. f̂ : Rn → R fonksiyonu f̂ |A := f ve
f̂ |Ac ≡ 0 olarak açıklansın. Her B ∈ B için 0 /∈ B ise f̂−1(B) = f−1(B) ve 0 ∈ B
ise f̂−1(B) = f−1(B) ∪ Ac olur. Bunun bir sonucu olarak f ’nin ölçülebilir olması f̂ ’nin
ölçülebilir olmasına denktir. ▲

E ailesi Bm’in herhangi bir üretim sistemi ise: f ölçülebilir⇐⇒Her E ∈ E
için f−1(E) ∈ Ln. Biz ise 3.1.2’de Bm’nin epeyce üreten sistemi ile tanıştık.
A

f→ Rm g→ Rp olmak üzere f ve g ölçülebilirse, doğrudan tanımdan, g ◦ f
ölçülebilir. Özellikle her sürekli f ölçülebilir. Bizi özellikle B1 ve R’nin B̄1

Borel cebiri ilgilendirmektedir. Bu arada

B̄1 =
{
B ∪ C|B ∈ B1, C ⊂ {−∞,+∞}

}
=
{
A ⊂ R|A ∩ R ∈ B1

}
olduğu kolayca görülür. Her f : A → R fonksiyonunu bir f : A → R fonk-
siyonu olarak düşünebiliriz. f : A → R fonksiyonunun ölçülebilir olmasının
f : A→ R fonksiyonunun ölçülebilir olmasına denk olduğu kolayca görülür.
Dolayısıyla f : A→ R fonksiyonlarına odaklanmak yeterlidir.

Bir f : A→ R fonksiyonu ve bir c ∈ R için

{f > c} := f−1 ((c,+∞]) , {f ≥ c} := f−1 ([c,+∞]) ve

{f < c} := f−1 ([−∞, c)) , {f ≤ c} := f−1 ([−∞, c])

olarak açıklansınlar.

E( := {(c,+∞]|c ∈ R} , E[ := {[c,+∞]|c ∈ R} ve

E) := {[−∞, c)|c ∈ R} , E] := {[−∞, c]|c ∈ R}

ailelerinin her biri B̄1’in bir üreten sistemi olduğundan izleyen önsav apaçık-
tır.

Lemma 3.3.15 f : A → R ölçülebilir ⇐⇒ Her c ∈ R için {f > c} ölçü-
lebilir ⇐⇒ Her c ∈ R için {f ≥ c} ölçülebilir ⇐⇒ Her c ∈ R için {f < c}
ölçülebilir ⇐⇒ Her c ∈ R için {f ≤ c} ölçülebilir.

Ayrıca bu, doğrudan aşağıdaki bağıntılardan da görülebilir:

{f ≥ c} =
+∞⋂
k=1

{
f > c− 1

k

}
, {f > c} =

+∞⋃
k=1

{
f ≥ c+

1

k

}
ve

{f < c} = A\ {f ≥ c} , {f ≤ c} = A\ {f > c} .

Lemma 3.3.16 A,B ölçülebilir, B ⊂ A ve f : A→ R olsun.
(i) f ölçülebilirse f |B de ölçülebilir.
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(ii) I sayılabilir, her i ∈ I için Ai ⊂ A ölçülebilir ve f |Ai ölçülebilir olsun.
Bu koşullarda A =

⋃
i∈I Ai ise f de ölçülebilir. A’da hhy f = g ve f

ölçülebilirse ise g de ölçülebilir.

Kanıt. {f |B > c} = {f > c}∩B; bu (i)’yi verir. {f > c} =
⋃

i∈I {f |Ai > c};
bu (ii)’yi verir. Şimdi S ⊂ A bir sıfır kümesi ve A\S’de f = g olsun. Dola-
yısıyla g fonksiyonu A\S’de ölçülebilir; S bir sıfır kümesi olduğundan S’de
de ölçülebilir, sonuçta (ii) ile A’da ölçülebilir. ■

f, g : A→ Rn ise {f > g} := {x ∈ A|f(x) > g(x)} olsun.

{f ≥ g}, {f = g}, {f ̸= g} kümeleri benzer biçimde tanımlanırlar.

Önerme 3.3.17 A ∈ Ln ve f, g : A→ R ölçülebilirlerse {f > g}, {f ≥ g},
{f = g}, {f ̸= g} kümelerinin her biri ölçülebilir.

Kanıt. f(x) > g(x) ⇐⇒ ∃r ∈ Q (f(x) > r > g(x)) olduğundan

{f > g} =
⋃
r∈Q

({f > r} ∩ {r > g}) .

{f > r} ∩ {r > g} Lebesgue ölçülebilir olduğundan, sayılabilir çoklukta öl-
çülebilir kümenin birleşimi olarak {f > g} Lebesgue ölçülebilir. Dolayısıyla
sırasıyla {f ≥ g} = {g > f}c, {f = g} = {f ≥ g} \ {f > g} ve {f ̸= g} =
{f = g}c kümeleri de ölçülebilirler. ■

Önerme 3.3.18 f, g : A→ R ölçülebilir ve c ∈ R, p > 0 ise f+, f−, cf, |f |p
(burada (+∞)p := +∞ alınacaktır), A’da sıfır değerini almıyorsa 1/f , fg
ve eğer her yerde tanımlıysa f + g fonksiyonları da ölçülebilir.

Kanıt. A′ := {|f | < +∞} , F+ := {f = +∞} ve F− := {f = −∞} olsun.
f+, f−, cf , |f |p ve 1/f fonksiyonları, sırasıyla φ(t) := t+, t−, ct, |t|p, 1/t(t ̸=
0) olmak üzere φ ◦ f fonksiyonlarıdırlar. φ fonksiyonu f(A′)’de sürekli ol-
duğundan φ ◦ f fonksiyonu A′’de ölçülebilir. Bu fonksiyonların her biri ise
F+ ve F− de sabit değerler aldıklarından bu kümelerde ölçülebilir; Önsav
3.3.16 (ii)’den dolayı ise fonksiyonlar A’da ölçülebilirler.

Şimdi f +g fonksiyonu A’da tanımlı olsun. Her c için ψ(t) = c− t sürekli
olduğundan ψ ◦g = c−g ölçülebilir. Dolayısıyla Önerme 3.3.17 ile her c ∈ R
için {f + g > c} = {f > c− g} ölçülebilir. Önsav 3.3.15’ten f+g ölçülebilir.

A∞ := {f = ±∞}∪{g = ±∞} = F+∪F−∪G+∪G− kümesi ölçülebilir.
Dolayısıyla fg’nin A1 := A\A∞’da ölçülebilir olduğunu kanıtlamak yeterli-
dir. f ve g fonksiyonlarının A1’deki değerleri R’de olduğundan A1’de, şimdiye
kadar kanıtladıklarımızla, fg = 1

2

(
|f + g|2 − |f |2 − |g|2

)
fonksiyonu ölçüle-

bilir. ■
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Sonuç 3.3.19 f ölçülebilir⇐⇒f+, f− ölçülebilir.

Her k ∈ N için fk : A→ R ise, bilindiği gibi her x ∈ A için:(
inf
k≥0

fk

)
(x) = inf {fk(x)|k ∈ N} ,

(
sup
k≥0

fk

)
(x) = sup {fk(x)|k ∈ N}

lim inf
k

fk = sup
m

(
inf
k≥m

fk

)
ve lim sup

k
fk = inf

k

(
sup
k≥m

)
.

Önerme 3.3.20 Her k ∈ N için fk : A→ R ölçülebilir olsun.
(i) infk fk, supk fk,lim infk fk, lim supk fk fonksiyonları da ölçülebilirler.
(ii) {x ∈ A|∃ lim fk(x)} ölçülebilir.
(iii) Her x ∈ A için (fk(x)) yakınsaksa f = lim fk ölçülebilir.

Kanıt. (i) Bu savlar aşağıdaki bağıntılardan çıkarlar:{
sup
k
fk ≤ c

}
=
⋂
k

{fk ≤ c} ve
{
inf
k
fk ≥ c

}
=
⋂
k

{fk ≥ c} .

(ii) Önerme 3.3.17 ve {x ∈ A|∃ lim fk(x)} = {lim inf fk = lim sup fk}’den
çıkar. (iii) ise doğrudan (ii)’den çıkar. ■

Not. Analizdeki tüm bildik limit işlemleri bizi ölçülebilir fonksiyonlardan
ölçülebilir fonksiyonlara götürür. A kümesi ölçülemezse 1A fonksiyonu ölçü-
lemez. Ölçülebilir fonksiyonunun tanımından dolayı ölçülemeyen bir fonksi-
yonun varlığı ölçülemeyen bir kümenin varlığına denktir. Bu nedenle pratikte
karşılaştığımız fonksiyonlar hep ölçülebilir fonksiyonlardır. ▲

Önerme 3.3.21 f : A→ [0,+∞] ölçülebilir fonksiyonu verilsin. φk : A→
[0,+∞] sonlu basamaklı merdiven fonksiyonları, (φk) monoton artan bir dizi
ve her x ∈ A için f(x) = limk φk(x) olacak biçimde bulunabilir. Eğer f
sınırlı ise bu yakınsaklığın düzgün olması sağlanabilir.

Her f : A → R ölçülebilir fonksiyonu için, sonlu basamaklı merdi-
ven fonksiyonlarının bir (ψk) dizisi, her x ∈ A için |ψk(x)| ≤ |f(x)| ve
limk ψk(x) = f(x) olacak biçimde bulunabilir.

Kanıt. Her k ∈ N∗ için Ck := {f ≥ k} = f−1 ([k,+∞]) ve

Akν :=
{
ν · 2−k ≤ f < (ν + 1) · 2−k

}
= f−1

(
[ν · 2−k, (ν + 1) · 2−k)

)
, 0 ≤ ν < k2k,

φk :=
∑

0≤ν<k2k

ν · 2−k · 1Akν
+ k · 1Ck
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olsunlar. Akν = Ak+1,2ν⊔Ak+1,2ν+1 olduğundan φk ≤ φk+1. Ayrıca f(x) < k
ise 0 ≤ f(x) − φk(x) < 2−k olduğundan φk(x) ↗ f(x) olduğu kolayca
görülür. Eğer f sınırlı ise 0 ≤ f(x)− φk(x) < 2−k eşitsizliğinden görüldüğü
gibi bu yakınsaklık düzgündür.

f : A → R ölçülebilir ise monoton artan sonlu merdivenlerin
(
ψ+
k

)
ve(

ψ−
k

)
dizileri ψ+

k ↗ f+ ve ψ−
k ↗ f− olacak biçimde seçilir ve ψk := ψ+

k −ψ−
k

olarak tanımlanırsa |ψk| ≤ |f | ve f = limk ψk. ■

“λ-ölçülebilir” ve “ölçülebilir” kavramları denktir, kanıtlayacağız. Önce
iki önsav.

Lemma 3.3.22 Ölçülebilir f : A → [0,+∞) fonksiyonları λ-ölçülebilir
fonksiyonlardır.

Kanıt. p ≥ 0 için Ap := {f ≥ p} olsun. Varsayımımızdan Ap bir ölçülebilir
kümedir. Ayrıca her (x, y) ∈ Ap × [0, p) için y < f(x) olacağından (x, y) ∈
[0, f) ve sonuçta Bp := Ap × [0, p) ⊂ [0, f) olur. Çarpım teoreminden dolayı
Bp ⊂ Rn+1 kümesi ölçülebilir. Şimdi r ≥ 0 rasyonel sayılarını r0, r1, r2, . . .
olarak sıralarsak bu durumda [0, f) =

⋃
k Brk , sayılabilir çoklukta ölçülebilir

kümenin birleşimi olarak ölçülebilir. Dolayısıyla f λ-ölçülebilir. ■

Önsavın bir sonucu olarak ölçülebilir f için
´
A f tanımlıdır.

Lemma 3.3.23 f : A→ [0,+∞) ölçülebilir ve
´
A f = 0 ise hhy f(x) = 0.

Kanıt. f ölçülebilir olduğundan
´
A f tanımlıdır(bkz. Önsav 3.3.22) ve

´
A f =

λn+1([0, f)) = 0. Her k ∈ N∗ için Sk := {f ≥ 1/k} ölçülebilir ve Sk ×
[0, 1/k) ⊂ [0, f) olduğundan, Çarpım Teoremi ile

0 ≤ λn(Sk) ·
1

k
= λn+1(Sk × [0, 1/k)) ≤ λn+1([0, f)) =

ˆ
A
f = 0

olur. Buradan her k için λn(Sk) = 0 elde edilir. Dolayısıyla S :=
⋃

k≥1 Sk ⊂
A bir sıfır kümesidir ve her x ∈ A\S için f(x) = 0. ■

Teorem 3.3.24 f : A→ [0,+∞) fonksiyonun ölçülebilir olması için gerek
ve yeter koşul λ-ölçülebilir olmasıdır.

Kanıt. Savın bir yönünü Önsav 3.3.22’de gösterdik. Diğer yönü iki adımda
kanıtlayacağız. f λ-ölçülebilir olsun.

(1) A = Q ∈ Qn bir kompakt kutu ve 0 < M ∈ R olmak üzere her x ∈ A
için f(x) ≤ M olsun. Teorem 3.2.24(ii) ile kapalı Ki ⊂ [0, f) ⊂ Q × [0,M ]
kümelerini ve bir F Fσ-kümesini Ki ↑ F ⊂ [0, f) ve λn+1(F ) = λn+1([0, f))



144 Rn’DE İNTEGRAL

olacak biçimde seçebiliriz. Ki’ler aynı zamanda sınırlı olduklarından, kom-
pakttırlar.

gi(x) :=

{
max {y|(x, y) ∈ Ki} ,Ki ∩ (Q× R) ̸= ∅
0 ,Ki ∩ (Q× R) = ∅

olsun. (gi) dizisi monoton artan ve üstten sınırlı olduğundan bir g fonksiyo-
nuna yakınsar; ayrıca g ≤ f ve λn+1([0, g)) = λn+1([0, f)). Diğer yandan gi
üstten yarısüreklidir, dolayısıyla ölçülebilir9. Her r ∈ R için g−1((−∞, r)) =⋃

i g
−1
i ((−∞, r)) açık olduğundan g ölçülebilir. Benzer biçimde, Teorem 3.2.24(i)

ile Ui açık kümeleri [0, f) ⊂ Ui ⊂ Q × [0,M ], Ui ↓ U ve λn+1(U) =
λn+1([0, f)) olacak biçimde seçebiliriz. Bu kez

hi(x) :=

{
max {y|(x, y) ∈ Ki} , Ui ∩ (Q× R) ̸= ∅
0 , U ∩ (Q× R) = ∅

olarak tanımlarsak hi fonksiyonları alttan yarısüreklidir; ayrıca hi ↓ h ise
f ≤ h ve λn+1([0, h)) = λn+1([0, f)). Dolayısıyla her r ∈ R için h−1

i ((r,+∞))
kümesi açıktır; öyleyse ölçülebilir. Sonuç olarak her r ∈ R için h−1(r,+∞) =⋂

i h
−1
i ((r,+∞)) ölçülebilir. Sonuçta h ölçülebilir, f ≤ h ve λn+1([0, f)) =

λn+1([0, h)). g ve h fonksiyonları ölçülebilir. g ≤ f ≤ h ve
´
g ≤

´
f ≤

´
h

ve h = g + (h − g) olduğundan
´
(h − g) = 0 olur. Önsav 3.3.23’ten dolayı

A’da hhy h− g = 0. Dolayısıyla A’da hhy f = h ve h ölçülebilir olduğundan
f ölçülebilir.

(2) A ⊂ Rn herhangi bir küme olsun. Her k ∈ N∗ için Qn
k = [−k, k] ×

· · · × [−k, k] ⊂ Rn olmak üzere Ak = A ∩ Qn
k olsun. fk : Qn

k → [0,+∞)
fonksiyonu

fk(x) :=

{
min {f(x), k} x ∈ Ak

0 x ∈ Qn
k\Ak

olarak açıklansın. fk ölçülebilir olduğundan (1)’den dolayı ölçülebilir. Dola-
yısıyla Qn

k ’de fk ve Rn\Qn
k ’de ≡ 0 olarak açıklanan f̂k : Rn → [0,+∞) f̂k

fonksiyonu ölçülebilir. f̂ : Rn → [0,+∞) fonksiyonu A’da f ve Rn\A’da ise
≡ 0 olarak açıklansın. f̂k ↑ f̂ olduğundan f̂ ölçülebilir. Dolayısıyla f = f̂ |A
ölçülebilir.

■

Not 3.3.25 Biz, iç ölçü ve özelliklerine girmedik. İç ölçüleri işleyen [9]’da “λ-ölçülebilir
fonksiyonların ölçülebilir” olmasının güzel bir kanıtını bulabilirsiniz. Bu kanıtı kısaca

9X bir metrik uzay ve f : X → R olsun. Her a ∈ X ve limxi = a olan her (xi) ⊂ Xdizisi
için lim sup f(xi) ≤ f(a) ise f fonksiyonu X’te üstten yarı süreklidir denir. f ’nin üstten
sürekli olması için gvyk her r ∈ R için f−1((−∞, r))’nin açık olmasıdır.
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özetleyeceğiz.E ⊂ Rn herhangi bir küme, I = [0, l] (l ≥ 0) ve Q := E × I olsun. Bu
durumda

λ̄n+1(Q) = lλ̄n(E) ve λn+1(Q) = lλn(E). (3.29)

Dolayısıyla Q’nun ölçülebilir olması için gerek ve yeter koşul E’nin ölçülebilir olmasıdır
ve bu durumda λn+1(Q) = λn(E) · l (Bu, iç ölçüye girmeden, Çarpım Teoremi 3.2.26 ve
Yaklaşım Teoremi 3.2.23 ile de görülebilir).

f : A → [0,+∞) fonksiyonu λ-ölçülebilir olsun. Her l, h ∈ R ve h > 0 için Sl,h :=

Rn×[l, l+h) olsun. Sl,h ve [0, f) ölçülebilir olduklarından Fl,h := Sl,h∩[0, f) de ölçülebilir.
Al := {f > l} olsun. Elbette Al+h ⊂ Al ve h ↓ 0 için Al+h ↑ Al. Bu durumda I = [0, h)

olmak üzere Al+h × I ⊂ Fl,h ⊂ Al × I olur. Buradan, iç ve dış ölçülerin monotonluğu ve
(3.29) ile

hλ̄n(Al+h) = λ̄n+1(Al+h × I) ≤ λn+1(Fl,h) ≤ λn+1(Al × I) = hλn(Al).

Buradan h ↓ 0 ile λ̄n(Al) ≤ λn(Al) olur; dolayısıyla Al ölçülebilir. Özellikle A0 = {f > 0}
ölçülebilir, öyleyse {f = 0} = A\A0 ölçülebilir. r ∈ R ve r < 0 ise {f > r} = A0 ∪ (A\A0)

de ölçülebilir. Sonuçta her r ∈ R için {f > r} ölçülebilir, dolayısıyla f ölçülebilir.
▲

Uzlaşma: “λ-ölçülebilir” ve “ölçülebilir” denk kavramlar olduğu için bundan
sonra her iki kavram için yalın olarak “ölçülebilir” adlandırmasını kullana-
cağız.

Şimdi 3.3’te söylenen, değer bölgesinin parçalanışlarıyla çalışmanın yeterli
olacağı savına açıklık getirelim. Önce A ⊂ Rn sınırlı ve ölçülebilir olsun.
f : A → R bir sınırlı ve ölçülebilir fonksiyon ve f(A) ⊂ [α, β] olsun. f ≥ 0
durumunu irdelemek yeterlidir. α ≤ l < l′ ≤ β için daima f−1([l, l′)) Le-
besgue ölçülebilir. α = l0 < l1 < · · · < lk = β olmak üzere 1 ≤ i ≤ k
için Yi := [li−1, li) ve Ai = f−1(Yi) olsun. Y := {Y1, . . . , Yk} olmak üzere
∥Y∥ = max1≤i≤k |li − li−1| olsun. mi = inf f(Ai) ve Mi = sup f(Ai) ol-
sun. ai ∈ Ai nasıl seçilirse seçilsin daima li−1 ≤ mi ≤ f(ai) ≤ Mi ≤ li
geçerlidir. A(f,Y) :=

∑
miλn(Ai), U(f,Y) :=

∑
Miλn(Ai) ve R(f,Y) :=∑

f(ai)λn(Ai), ayrıca φY :=
∑

1≤i≤k li−11Ai ve ΦY :=
∑

1≤i≤k li1Ai olmak
üzere∑

1≤i≤k

li−1λn(Ai) ≤ A(f,Y) ≤ R(f,Y) ≤ U(f,Y) ≤
∑

1≤i≤k

liλn(Ai) (3.30)

geçerlidir. Şimdi Y parçalanışını inceltirsek
ˆ
A
φY = λn+1([0, φY ]) =

∑
1≤i≤k

li−1λn(Ai)

artarken
´
AΦY = λn+1([0,ΦY ]) =

∑
1≤i≤k liλn(Ai) azalır. ∥Y∥ ≤ ε ise∣∣´

AΦY −
´
A φY

∣∣ ≤ ελn(A) geçerlidir. Dolayısıyla I := supY λn+1([0, φY ]) =
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infY λn+1([0,ΦY ]). Daima φY ≤ f ≤ ΦY olduğundan I =
´
A f = λn+1([0, f ])

olur. Böylece, A sınırlı ve f : A→ [0,+∞) sınırlı ve ölçülebilirse
´
A f Lebes-

gue integralini, Riemann integralinde olduğu gibi, sonlu Y parçalanışlarından
kazanılan sonlu R(f,Y) toplamlarıyla kazanabileceğimizi öğrendik.

Şimdi A ölçülebilir ve f : A→ [0,+∞) ölçülebilir olsun. Her k ∈ N∗ için
Q[k] := [−k, k]×· · ·× [−k, k] ⊂ Rn olmak üzere A[k] := A∩Q[k] olmak üzere
f[k] : A[k] → [0,+∞) fonksiyonu

f[k](x) :=

{
f(x) f(x) ≤ k

k f(x) > k

olarak tanımlansın. Yukarıdaki paragrafta
´
A[k]

f[k] ele alındı. Diğer yandan
f[k] ↑ f ve [0, f[k]] ↑ [0, f) olduğundan

ˆ
A
f = lim

k→+∞

ˆ
A[k]

f[k]

olur. Son iki paragraf Lebesgue integraline bir başka yaklaşımın kısa öze-
tidir ve A’nın, değer bölgesinin Y parçalanışlarından elde edilen, f−1(Y)
parçalanışlarıyla çalışmanın yeterli olacağını da öğrenmiş olduk.

3.3.3 Riemann Tipi Yaklaşım

Uzlaşma: Bu altkısımda A hep Lebesgue ölçülebilir bir A ⊂ Rn kümesini,
K ise R veya C olmak üzere V daima bir K Banach uzayını gösterecektir.
Fonksiyonlarımız ise daima A’da tanımlı V değerli olacaktır. Özellikle daima
f : A→ V olacaktır.

A ∈ Ln olmak üzere A’nın bir Z parçalanışından A =
⊔

i∈I Ai olan bir
{Ai}i∈I ⊂ Ln sayılabilir ayrık ailesi anlaşılacaktır. A’nın sayılabilir parçala-
nışlarının kümesi ZA ile gösterilecektir. Bir Z = {Ai}i∈I ∈ ZA parçalanışını
bazen Z = {Ai}i≥1 olarak göstereceğiz; böyle yazdığımızda bir k ∈ N ile her

i ≥ k için Ai = ∅ olabilir. A’nın Z = {Ai} ve Z ′ =
{
A′

j

}
gibi iki parçalanışı

verildiğinde her bir Ai bir takım A′
j ’lerin birleşimi olarak yazılabiliyorsa –

başka sözlerle, her bir A′
j bir Ai’nin altkümesi ise – Z ′ parçalanışı Z parçala-

nışından daha incedir diyecek ve bunu Z ≺ Z ′ ile göstereceğiz. Z = {Ai} ve
Z ′ =

{
A′

j

}
parçalanışlarının her ikisi de ZA’da ise ZZ ′ :=

{
Ai ∩A′

j

}
∈ ZA

ve Z ≺ ZZ ′, Z ′ ≺ ZZ ′. Özetle (ZA,≺)yukarı doğru yönlenmiş bir kümedir.
Z = {Ai}i∈I ∈ ZA ve her i ∈ I için bir ai ∈ Ai seçilmişse, bunu yine kı-
saca Z(a) ile göstereceğiz. Bu Z(a)’ların kümesini yine Z∗

A ile göstereceğiz.
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Z(a),Z ′(a′) ∈ Z∗
A için yine

Z(a) ≺ Z ′(a′) :⇐⇒ Z ≺ Z ′

olarak açıklansın. (Z∗
A,≺) yukarı doğru yönlenmiştir.

Bir B ⊂ A için

sl(f,B) := sup
x,y∈B

∥f(x)− f(y)∥ ,

sl(f,B) = +∞ olabilir. Her Z = {Ai}i∈I ∈ ZA için bu kez

Sl(f,Z) :=
∑
i∈I

sl(f,Ai)λn(Ai).

Elbette Sl(f,Z) = +∞ olabilir.
Eğer V ̸= R ise f ’nin grafaltı anlamsızdır; benzer biçimde alttoplam,

üsttoplam, altintegral ve üstintegral kavramları anlamını yitirir. Diğer yan-
dan Lebesgue integralinin Riemann integralini genelleştirmesini istiyorsak,
özellikle her Riemann integrallenebilir fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir
olmasını istiyorsak, f fonksiyonumuz ε-ölçütü benzeri bir koşulu sağlamalı-
dır.

Tanım 3.3.26 Her ε > 0 için bir Z ∈ ZA parçalanışı Sl(f,Z) ≤ ε olacak
biçimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu ε-ölçülebilir diyelim.

Sonuç 3.3.27 f, g : A → V fonksiyonları ε-ölçülebilir ve a, b ∈ K ise
af + bg ve ∥f∥ fonksiyonları da ε-ölçülebilir.

Kanıt. Savımız doğrudan

Sl(af + bg,Z) ≤ ∥a∥Sl(f,Z) + ∥b∥ Sl(g,Z)

ve Sl(∥f∥ ,Z) ≤ Sl(f,Z) eşitsizliklerinden çıkar. ■

f fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir olması için ε-ölçülebilir ol-
ması bir ön koşuldur. Z = {Ai}i∈I ∈ ZA ve her i ∈ I için vi ∈ V olmak
üzere f :=

∑
i∈I vi1Ai tipindeki fonksiyonlara basit fonksiyonlar diyelim.

i, j ∈ I için i ̸= j olduğunda daima vi ̸= vj ise f normal gösterimdedir
diyelim. Her basit fonksiyon normal gösterime getirilebilir. Sl(f,Z) = 0 ol-
duğundan her basit f fonksiyonu ε-ölçülebilir.

Riemann integralinde, A ∈ J n ve f : A→ R sınırlı, Z = {A1, . . . , Ak} ∈
Z(A) ve ai ∈ Ai olmak üzere,

∑k
i=1 f(ai)jn(Ai) toplamlarının limitlerine

odaklandık. f(ai), jn(Ai) ∈ R olduğu için bu sonlu toplamları oluşturmada
bir sorunla karşılaşmadık.
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Şimdi ise I sayılabilir ve Z(a) = {Ai}i∈I ∈ Z∗
A olmak üzere

R(f,Z(a)) :=
∑
i∈I

f(ai)λn(Ai) (3.31)

Lebesgue toplamlarının limitine odaklanacağız. Riemann integralindeki
sonlu toplamlardan sayılabilir toplamlara geçtik.

Ancak (3.31)’in bir anlamı olabilmesi için her şeyden önce her bir i ∈ I
için f(ai)λn(Ai) ∈ V , dolayısıyla λn(Ai) ∈ R olmalıdır.

Z<
A :=

{
Z = {Ai}i∈I | ∀i ∈ I : λn(Ai) < +∞

}
ve

Z∗<
A :=

{
Z ∈ Z∗

A|Z ∈ Z<
A

}
olsun. Yine (3.31)’in bir anlamı olabilmesi için (f(ai)λn(Ai))i∈I ailesi topla-
nabilir, dolayısıyla mutlak yakınsak olmalıdır; özetle∑

i∈I
∥f(ai)∥λn(Ai) < +∞ (3.32)

olmalıdır. Şimdi λn(A) = +∞ ve bir 0 ̸= v ∈ V ile f ≡ v olsun. Her Z par-
çalanışı için Sl(f,Z) = 0 olduğundan f fonksiyonu ε-ölçülebilir. Ancak Z ∈
Z∗<
A nasıl seçilirse seçilsin daima

∑
i∈I ∥f(ai)∥λn(Ai) =

∑
i∈I ∥v∥λn(Ai) =

∥v∥λn(A) = +∞!

Not 3.3.28 Daha önce Mr(Ω) Riemann merdiven fonksiyonları ile tanıştık.

Ml(A, V )

:=

{∑
i∈I

vi1Ai | vi ∈ V, Z = {Ai}i∈I ∈ Z<
A ,
∑
i∈I

λn(Ai) ∥vi∥ yakınsak

}

kümesine A’daki Lebesgue merdivenlerinin kümesi diyelim. Riemann merdivenlerinde
olduğu gibi Ml(A, V ) bir K-vektör uzayı olduğu kolayca görülür. Riemann merdivenle-
rinde olduğu gibi, eğer

∑
i∈I vi1Ai ve

∑
j∈J wj1Bj , f Lebesgue merdiveninin iki farklı

gösterimi ise
∑

i∈I ∥vi∥λn(Ai) =
∑

j∈J ∥wj∥λn(Bj) olduğu kolayca görülür ve
ˆ
A

f ≡
ˆ
A

fdλn :=
∑
i∈I

viλn(Ai)

olarak açıklanır.
´
A

: Ml(A, V ) → V dönüşümünün K-doğrusal olduğu kolayca görülür.
Kolmogorov-Fomin [24]’te K = R ve V = R durumunu incelerler. Lebesgue merdivenleri
(Altkısım 3.3.2 anlamında) ölçülebilir fonksiyonlardır. h ölçülebilir, (fk) , (gk) ⊂ Ml(A,R)
ve fk

A
=⇒ h, gk

A
=⇒ h ise lim

´
A
fk = lim

´
A
gk olduğunu kanıtlar ve

´
A
h := lim

´
A
fk

olarak açıklarlar. A’da Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlar tam da bu tip h fonksiyonlardır
ve

´
A
h ise onların Lebesgue integralidir. Biz bu yolu izlemeyeceğiz; ancak okura bu güzel

kitaba göz atmasını öneririz. ▲
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Lemma 3.3.29 f : A → V , Z = {Ai}i≥1 ∈ Z<
A ve Sl(f,Z) ≤ ε olsun.

ai, a
′
i ∈ Ai olmak üzere

∑
i≥1 f(ai)λn(Ai) ve

∑
i≥1 f(a

′
i)λn(Ai) serilerinden

biri mutlak yakınsaksa diğeri de mutlak yakınsaktır ve∥∥∥∥∥∥
∑
i≥1

f(ai)λn(Ai)−
∑
i≥1

f(a′i)λn(Ai)

∥∥∥∥∥∥ ≤ ε. (3.33)

Kanıt. Her i ≥ 1 için∥∥f(ai)λn(Ai)− f(a′i)λn(Ai)
∥∥ =

∥∥f(ai)− f(a′i)
∥∥λn(Ai) ≤ sl(f,Z)λn(Ai),

dolayısıyla ∑
i≥1

∥∥f(ai)λn(Ai)− f(a′i)λn(Ai)
∥∥ ≤ ε

ve sav buradan çıkar. ■

Lemma 3.3.30 Z,Z ′ ∈ ZA ve Z ≺ Z ′ ise Sl(f,Z ′) ≤ Sl(f,Z).

Kanıt. Z = {Ai}i≥1 ve Z ′ = {Bj}j≥1 olsun. Paketleme teoremi ile

Sl(f,Z ′) =
∑
j≥1

sl(f,Bj)λn(Bj) =
∑
i≥1

 ∑
Bj⊂Ai

sl(f,Bj)λn(Bj)

 ≤

≤
∑
i≥1

 ∑
Bj⊂Ai

sl(f,Ai)λn(Bj)

 =
∑
i≥1

sl(f,Ai)λn(Ai) = Sl(f,Z).

■

Önerme 3.3.31 f : A→ V , Z = {Ai}i∈I ve Z ′ =
{
A′

j

}
j∈J

parçalanışları

Z<
A’da olmak üzere Sl(f,Z) < +∞, Sl(f,Z ′) < +∞ olsun. Bu koşullarda
R(f,Z(a)) ve R(f,Z ′(a′) Lebesgue toplamlarından biri mutlak yakınsaksa,
diğeri de mutlak yakınsaktır ve∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′(a′))

∥∥ ≤ Sl(f,Z) + Sl(f,Z ′). (3.34)

Kanıt. (1) Z ≺ Z ′ olsun. R(f,Z(a)) mutlak yakınsaksa

∑
i∈I

∥f(ai)∥λn(Ai) =
∑
i∈I

∥f(ai)∥

 ∑
A′

j⊂Ai

λn(A
′
j)

 (3.35)

=
∑

i∈I,j∈J,Bj⊂Ai

∥f(ai)∥λn(A′
j) (3.36)
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olur. Tersine (3.35) eşitliğinin sağındaki seri yakınsaksa solundaki seri de
yakınsaktır. Dolayısıyla mutlak yakınsaklık durumunda∑

i∈I
f(ai)λn(Ai) =

∑
i∈I,j∈J,A′

j⊂Ai

f(ai)λn(A
′
j) (3.37)

(3.37) eşitliğinin sağındaki serinin terimlerini
∑

j∈J f(a
′
j)λn(A

′
j) serisinin te-

rimleriyle kıyaslayacağız. Her sonlu alttoplam için∑
i,j

∥∥f(ai)− f(a′j)
∥∥λn(A′

j) ≤
∑
i,j

sl(f,Ai)λn(A
′
j)

≤
∑

sl(f,Ai)λn(Ai) ≤ Sl(f,Z).

Dolayısıyla R(f,Z(a)) ve R(f,Z ′(a′)) Lebesgue toplamlarından biri mutlak
yakınsaksa diğeri de mutlak yakınsaktır ve∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′(a′))

∥∥ ≤ Sl(f,Z)

geçerlidir.
(2) Genel durumda Z ′′ := ZZ ′ = {A′′

k}k∈K olsun ve a′′k ∈ A′′
k noktaları

keyfi seçilsinler. Bu durumda (1)’den dolayıR(f,Z(a))’nın veR(f,Z ′(a′))’nün
mutlak yakınsaklıkları, ayrı ayrı R(f,Z ′′(a′′))’nün mutlak yakınsaklığına
denktirler. Dolayısıyla R(f,Z(a))’nın mutlak yakınsaklığı R(f,Z ′(a′))’nün
mutlak yakınsaklığına denktir ve∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′(a′))

∥∥ ≤
∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z ′′(a′′))

∥∥
+
∥∥R(f,Z ′′(a′′))−R(f,Z ′(a′))

∥∥
≤Sl(f,Z) + Sl(f,Z ′).

■

Lebesgue integrali, Riemann integralinde olduğu gibi Lebesgue toplam-
larının limiti olacaksa, f fonksiyonumuz için elimizde en azından mutlak ya-
kınsak bir Lebesgue toplamımız olmalıdır. Dolayısıyla fonksiyonumuz, (AK)
ile göstereceğimiz bir asgari koşulu sağlamalıdır:

(AK) ∃Z(a) ∈ Z∗<
A (Sl(f,Z) < +∞ ve R(f,Z(a)) mutlak yakınsak.)

Önsav 3.3.29 ve 3.3.31’den dolayı,

Z<
f :=

{
Z ∈ Z<

A|Sl(f,Z) < +∞
}

olmak üzere her Z(a) ∈ Z∗<
f için R(f,Z(a)) mutlak yakınsaktır. Dikkat

edilirse (R(f,Z(a)))Z∈Z∗<
f

, V ’de bir ağdır.
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Lemma 3.3.32 f : A → V fonksiyonu ε-ölçülebilir ve (AK) asgari koşu-
lunu sağlıyorsa (R(f,Z(a)))Z∈Z<

f
ağı V ’de bir Cauchy ağıdır; dolayısıyla V

tam olduğundan bu ağ yakınsaktır.

Kanıt. f fonksiyonu asgari koşulu sağladığından Z<
f ̸= ∅. ε > 0 keyfi verilsin.

f fonksiyonu ε-ölçülebilir olduğundan Sl(f,A) ≤ ε/2 olacak biçimde bir
A ∈ ZA vardır. Her B ∈ Z<

A için Önsav 3.3.30’dan C := AB ∈ Z<
A ve

Sl(f, C) ≤ ε/2 olur. Her Z,Z ′ ∈ Z<
A için C ≺ Z ve C ≺ Z ′ ise Önsav 3.3.30

ve 3.3.31 ile ∥∥R(f,Z)−R(f,Z ′)
∥∥ ≤ Sl(f,Z) + Sl(f,Z ′) ≤ ε

elde edilir. Dolayısıyla (R(f,Z)Z∈Z∗<
A

bir Cauchy ağıdır ve Teorem 1.1.5’ten
dolayı yakınsaktır. ■

Tanım 3.3.33 f : A→ V (AK) koşulunu sağlayan ε-ölçülebilir bir fonksi-
yonsa ˆ

A
f ≡

ˆ
A
fdλn := lim

Z(a)∈Z∗<
f

R(f,Z(a))

limitine f ’nin A’da Lebesgue integrali denir.

L(A, V ) := {f |f : A→ V Lebesgue integrallenebilir} .

Teorem 3.3.34 (Dizi Ölçütü) f : A → V (AK) koşulunu sağlayan ε-
ölçülebilir bir fonksiyonsa lim Sl(f,Zk) = 0 koşulunu sağlayan (Zk) ⊂ Z<

f

dizileri vardır ve (Zk) böyle bir dizi ise
ˆ
A
f ≡

ˆ
A
fdλn = lim

k
R(f,Zk).

Kanıt. (i) ε > 0 keyfi verilsin ve Zε parçalanışı Sl(f,Zε) < ε olacak biçimde
seçilsin. Önsav 3.3.30’dan dolayı her Z ≻ Zε için∥∥R(f,Z(a))−R(f,Z(a′))

∥∥ ≤ Sl(f,Zε) < ε (3.38)

olur. Dolayısıyla (R(f,Z(a))) bir Cauchy ağıdır ve Teorem 1.1.5’ten ötürü
yakınsaktır.

(ii) (Zk), (Z ′
k) ⊂ Z(Ω) dizileri limk≥1 Sl(f,Zk) = 0 = limk≥1 Sl(f,Z ′

k)
olacak biçimde verilsinler. (3.38) eşitsizliğinden (R(f,Zk)) ve (R(f,Z ′

k)) di-
zileri yakınsaktırlar. (3.34)’ten∥∥R(f,Zk)−R(f,Z ′

k)
∥∥ ≤ Sl(f,Zk) + Sl(f,Z ′

k) → 0,

dolayısıyla limR(f,Zk) = limR(f,Z ′
k).
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Eğer daha baştan Z1 ≺ Z2 ≺ · · · değilse W1 := Z1 ve k ≥ 2 için Wk :=
Z1 · · · Zk alarak W1 ≺ W2 ≺ · · · sağlanır. Elbette lim Sl(f,Wk) = 0. Az önce
kanıtlanandan (R(f,Wk)) dizisi yakınsaktır; W1 ≺ W2 ≺ · · · olduğundan
bu limit (R(f,Z)) Cauchy ağının limitidir. ■

Önerme 3.3.35 L(A, V ) bir K-vektör uzayıdır ve
´
A : L(A, V ) → V dö-

nüşümüm K-doğrusaldır, dd ∀f, g ∈ L(A, V ) ve ∀a, b ∈ K için af + bg ∈
L(A, V ) ve ˆ

A
(af + bg) = a

ˆ
A
f + b

ˆ
A
g. (3.39)

Ayrıca f ∈ L(A, V ) ise ∥f∥ ∈ L(A,R) ve∥∥∥∥ˆ
A
f

∥∥∥∥ ≤
ˆ
A
∥f∥ . (3.40)

Kanıt. Sonuç 3.3.27’den dolayı af + bg ve ∥f∥fonksiyonları ε-ölçülebilir.
(3.39) limit kurallarından çıkar. Sl(∥f∥ ,Z) ≤ Sl(f,Z) eşitsizliği ve f ∈
L(A, V )’den f ∈ L(A,R) elde edilir. Zi ∈ Z∗<

f parçalanışları limi Sl(f,Zi) =
0 olacak biçimde seçilsin. Bu durumda limi Sl(∥f∥ ,Zi) = 0 olur. Her bir
Zi’yi Zi = {Aik}k≥1 olarak yazalım ve aij ∈ Aij noktalarını keyfi seçelim.
Her k ∈ N∗ için

∀i, k ∈ N∗ için

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=1

f(aij)λn(Aij)

∥∥∥∥∥∥ ≤
k∑

j=1

∥f(aij)∥λn(Aij)

olduğundan her i için ∥R(f,Zi)∥ ≤ R(∥f∥ ,Zi) olur. Bu eşitsizlikte i→ +∞
limitine geçersek

∥∥´
A f
∥∥ ≤

´
A ∥f∥ olur. ■

Riemann integralinde olduğu gibi burada da bu temel bilgilerle yetine-
ceğiz ve genelde olduğu gibi R-değerli fonksiyonları incelemeye yöneleceğiz.
Bu fonksiyonlar açıkca R-değerli fonksiyonları kapsar. R-değerli fonksiyonlar
içinse elimizde “λ-ölçülebilir”, “ölçülebilir” ve “ε-ölçülebilir” gibi üç farklı kav-
ram var. İlk ikisinin denkliğini daha önce kanıtladık. R-değerli fonksiyonlar
için bu üç kavramın denk olduğunu kanıtlayacağız.

Teorem 3.3.36 A ⊂ Rn Lebesgue ölçülebilir ve f : A → Rm olsun. Aşağı-
daki önermeler denktir:

(i) Her ε > 0 için bir Z ∈ Z<
A parçalanışı Sl(f,Z) ≤ ε olacak biçimde

vardır.
(ii) Her ε > 0 için bir Z = {Ai}i∈I ∈ Z<

A parçalanışı her i ∈ I için
sl(f,Ai) ≤ ε olacak biçimde vardır.
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Kanıt. (i) =⇒ (ii): (i) sağlansın ve ε > 0 keyfi verilsin. Her r > 0 için A’nın
bir Zr =

{
A

(r)
i

}
i≥1

parçalanışını

Sl(f,Zr) =
∑
i≥1

sl(f,A
(r)
i )λn(A

(r)
i ) ≤ ε

r

olacak biçimde seçelim. Ir :=
{
i ∈ N∗| sl(f,A(r)

i ) ≤ ε
}

olsun. Jr := N\Ir
dersek

ε ·
(∑

i∈Jr
λn(A

(r)
i

)
≤
∑
i∈Jr

sl(f,A
(r)
i )λn(A

(r)
i ) ≤ ε

r

olur. Br :=
⊔

i∈Jr A
(r)
i dersek λn(Br) ≤ 1/r olur. Z ′

r =
{
A

(r)
i

}
i∈Ir

⊔ {Br}
olsun. Elbette Z ′

r ∈ Z<
A. Şimdi sırasıyla r = 1, 2, . . . alacağız. Z ′

1 ile

A =

⊔
i∈I1

A
(1)
i

 ⊔B1

elde ederiz. Z ′
2 ile B1’in

B1 =

⊔
i∈I2

A
(2)
i ∩B1

 ⊔ (B1 ∩B2)

parçalanışını elde ederiz. Bu işlemi sürdürürsek A’nın

A =

⊔
i∈I1

A
(1)
i

 ⊔

⊔
i∈I2

A
(2)
i ∩B1

 ⊔

⊔
i∈I3

A3
i ∩B1 ∩B2

 ⊔ · · ·

· · · ⊔

⊔
i∈Ir

A(r)
i ∩

r−1⋂
ρ=1

Bρ

 ⊔ · · · ⊔
+∞⋂
ρ=1

Bρ

parçalanışını elde ederiz.
{
A

(1)
i |i ∈ I1

}
∪
{
A

(r)
i ∩⋂r−1

ρ=1Bρ|i ∈ Ir, r = 2, 3, . . .
}

ailesi sayılabilir çoklukta ayrık ölçülebilir kümelerden oluşur. Bunları C1,
C2, . . . olarak sıralayalım. Tanım gereği daima sl(f, Ck) ≤ ε. Diğer yandan
B :=

⋂
ρ≥1Bρ olmak üzere λn(B) = 0 ve A =

(⊔
k≥1Ck

)
⊔ B. Şimdi Rm

uzayımızı çapları ≤ ε olan sağdan yarıaçık Q1, Q2, . . . küplerine parçalaya-
lım. Dl := B∩f−1(Ql) dersek bir yandan sl(f,Dl) ≤ ε olurken, diğer yandan
bir sıfır kümesinin altkümeleri olarak Dl kümeleri ölçülebilir kümelerdir. So-
nuçta A’nın {Ck}k≥1 ∪ {Dl}l≥1 parçalanışıyla (ii) sağlanır.
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(ii) =⇒ (i): ε > 0 keyfi verilsin. Koşulumuzdan her k ∈ N∗ için bir
Zk =

{
A

(k)
i

}
i≥1

∈ Z<
A parçalanışını her i için sl(f,A

(k)
i ) ≤ ε2−k olacak

biçimde seçebiliriz. {Qk}k≥1 ailesi Rn’nin birim küplere bir parçalanışı olsun.
Bu durumda A =

⊔
k≥1A ∩Qk ve λn(A ∩Qk) ≤ 1. Şimdi her bir A ∩Qk’yi

Zk ile parçalayarak A’nın Z =
{
A

(k)
i ∩Qk

}
i,k≥1

parçalanışını elde edelim.

Bu durumda

Sl(f,Z) =
∑
i,k≥1

sl(f,A
(k)
i ∩Qk)λn(A

(k)
i ∩Qk) ≤

∑
i,k≥1

ε2−kλn(A
(k)
i ∩Qk) ≤

≤
∑
k≥1

ε2−kλn(A ∩Qk) ≤
∑
k≥1

ε2−k = ε.

Sonuçta (i) sağlanır ve işimiz biter. ■

Teorem 3.3.37 f : A→ R için aşağıdaki önermeler denktirler:
(i) f λ-ölçülebilir.
(ii) f ölçülebilir.
(iii) f ε-ölçülebilir.

Kanıt. Savı f ≥ 0 için kanıtlamak yeterlidir. f ≥ 0 olsun.
(i) ⇐⇒ (ii) denkliği Teorem 3.3.24’te kanıtlandı.
(ii) =⇒ (iii): f ölçülebilir olsun ve ε > 0 keyfi verilsin. Her k ∈ Z için

Dk := [kε, (k+1)ε) ve Ak := f−1 (Dk) olmak üzere R’nin D = {Dk | k ∈ Z}
parçalanışı bize A’nın Zε := {Ak | k ∈ Z} parçalanışını verir. Her k için
sl(f,Ak) ≤ ε olduğundan Teorem 3.3.36 (ii) sağlanır. Dolayısıyla f ε-ölçülebilir.

(iii) =⇒ (i): ε > 0 keyfi verilsin. Herhangi bir Z = {Ai}i≥1 için mi :=

inf f(Ai) ve Mi := sup f(Mi) olmak üzere AZ :=
⊔

k≥1Ak×[0,mk] ve AZ :=⊔
k≥1Ai × [0,Mk] olsun. AZ , AZ kümeleri Rn+1’de Lebesgue ölçülebilir.

A(f,Z) := λn+1(AZ) =
∑
i≥1

miλn(Ai)

ve
U(f,Z) := λn+1(A

Z) =
∑
i≥1

Miλn(Ai)

olsun. AZ ⊂ [0, f) ⊂ AZ ve λn+1(A
Z)− λn+1(AZ) = Sl(f,Z) olur.

Z ≺ Z ′ için AZ ⊂ AZ′ ⊂ [0, f) ⊂ AZ′ ⊂ AZ (3.41)

(3.41) ve f fonksiyonumuz ε-ölçülebilir olduğundan her k ∈ N∗ için Zk ∈ Z<
A

parçalanışlarını Z1 ≺ Z2 ≺ · · · ve Sl(f,Zk) ≤ 1/k olacak biçimde seçebilir.
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Bu durumda A∗ :=
⋃

k≥1A
Zk ve A∗ :=

⋂
k≥1AZk

kümeleri Lebesgue ölçüle-
bilir, A∗ ⊂ [0, f) ⊂ A∗ ve λn+1(A∗) = λn+1(A

∗) olur. Sonuçta [0, f) grafaltı,
Lebesgue ölçülebilir A∗ kümesinden bir sıfır kümesi kadar fark ettiği için,
Lebesgue ölçülebilir. Sonuçta f , λ-ölçülebilir, dolayısıyla ölçülebilir. ■

Sonuç 3.3.38 f : A → Rm fonksiyonunun ölçülebilir olması için gerek ve
yeter koşul ε-ölçülebilir olmasıdır.

Kanıt. f = (f1, . . . , fm) : A→ Rm olsun. f ’nin ölçülebilir (veya ε-ölçülebilir)
olması her bir fi’nin ölçülebilir (veya ε-ölçülebilir) olmasına denktir; bu ko-
layca görülür. Savımız yukarıdaki teoremden çıkar. ■

3.3.4 Darboux ve Riemann Tipi Yaklaşımlar

Not. Bu altkısımda genelde izlenen yolu izleyeceğiz. Altkesim 3.3.1’deki
hiçbir bilgiyi kullanmayacak ve orada kanıtlanan teoremleri yeniden kanıtla-
yacağız. “Ölçülebilir fonksiyon” ise altkısım 3.3.2’deki “ölçülebilir” anlamında
kullanılacaktır! Riemann integralinde olduğu gibi Darboux yaklaşımı, üstü
örtülü ölçüsel yaklaşımdır. ▲

Uzlaşma: Bu kısımda A ⊂ Rn daima bir Lebesgue ölçülebilir küme ve
f : A → R olacaktır. f ’nin ±∞ değerlerini almasına izin veriyoruz. A’nın
bir Z parçalanışından A =

⊔
i∈I Ai olan bir {Ai}i∈I ⊂ Ln sayılabilir ayrık

ailesi anlaşılacaktır. A’nın sayılabilir parçalanışlarının kümesi ZA ile göste-
rilecektir. A da, f de sınırsız ve λn(A) = +∞ olabilir.

A kümesinin Z parçalanışları, bunların ZA ailesi ve bu ailedeki ≺ sırala-
ması altkısım 3.3.3’teki gibi tanımlanırlar. Yine Z∗

A ile ve onun ≺ sıralaması
oradaki gibi olacaktır. Bu altkısımda Z = {Ai} ∈ ZA ise bazı i’ler için
λn(Ai) = +∞ olabilir! Bir B ⊂ A için sl(f,B) ve bir Z ∈ ZA için Sl(f,Z)
kavramı yine altkısım3.3.3’teki gibi olacaktır.

mi := mf,Ai
:= inf

x∈Ai

f(x), Mi :=Mf,Ai
:= sup

x∈Ai

f(x) ve M i := sup
x∈Ai

|f(x)|

olsun. Riemann integralinde olduğu gibi burada da ai ∈ Ai olmak üzere
(miλn(Ai))i∈I , (Miλn(Ai))i∈I ve (f(ai)λn(Ai))i∈I aileleri toplanabilir olmak
koşuluyla

A(f,Z) :=
∑
i∈I

miλn(Ai), U(f,Z) :=
∑
i∈I

Miλn(Ai), ve (3.42)

R(f,Z(a)) :=
∑
i∈I

f(ai)λn(Ai) (3.43)
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olarak açıklanır.(3.42)’deki toplamlara sırasıyla f ’nin Z’ye göre alttoplamı,
üsttoplamı ve (3.43)’teki toplama f ’nin Z(a)’ya göre Lebesgue toplamı
diyelim10. Daha önce belirttiğimiz gibi 0 · (+∞) = (+∞) · 0 = 0 olacaktır.
Ayrıca Ai = ∅ ise sl(f, ∅)λn(∅) = 0 ve f(ai)λn(∅) = miλn(∅) =Miλn(∅) = 0
alınacaktır.

Bu altkısımda da bir f : A→ R fonksiyonuna, her ε > 0 için bir Zε ∈ ZA

parçalanışı Sl(f,Zε) ≤ ε olacak biçimde bulunabiliyorsa ε-ölçülebilir diye-
ceğiz. Karşılaşacağımız en basit ε-ölçülebilir f : A → R fonksiyonları, f(A)
değer bölgesi sayılabilir olan fonksiyonlardır. Bunlara genelde basit fonk-
siyonlar denir. i ̸= j için αi ̸= αj olmak üzere f(A) = {α0, α1, . . .} ise
Ai := f−1(αi) olmak üzere f =

∑
αi1Ai olur. Bu özel durumda mi =

Mi = f(ai) olacağından, yukarıdaki üç toplam örtüşür ve söz konusu üç
ailenin toplanabilir olması ise

∑+∞
i=0 αiλn(Ai) serisinin mutlak yakınsak ol-

ması demektir. İleride, ε-ölçülebilir herhangi bir f : A → R fonksiyonunun
Lebesgue integrallenebilir olmasının |f |’nin Lebesgue integrallenebilir olma-
sına denk olduğunu öğreneceğiz. Bu Riemann integrali için doğru değildir;
bkz. Örnek2.3.16 (ii). Bizi başka bir sürpriz beklemektedir.

Örnek 3.3.39. A ⊂ Rn Jordan ölçülebilir ve f : A → R sınırlı olduğunda, A’nın her Z
parçalanışı için A(f,A), U(f,Z), R(f,Z) toplamlarını sorunsuz oluşturabiliyorduk ve bun-
lar daima reel sayılardı. Şimdi A := (0, 1] ve f : A → R fonksiyonumuz ise f(x) = 1/

√
x ol-

sun. Z = {Ai}i∈I , A kümesinin Lebesgue ölçülebilir kümelere sayılabilir bir parçalanışı ol-
sun. Her sonlu I ve genellikle çoğu sonsuz I için UL(f,Z) =

∑
i∈I sup f(Ai)·λ1(Ai) = +∞

olur. Ancak her i ∈ N∗ için

Ai :=

(
1

i+ 1
,
1

i

]
, Z := {Ai}i≥1 ve sup f(Ai) =

√
i+ 1 ile

UL(f,Z) =
∑
i≥1

(
1

i
− 1

1 + i

)√
1 + i =

∑
i≥1

1

i
√
1 + i

≤
∑
i≥1

1

i3/2
< +∞

olur. Tanım kümesi sınırlı bile olsa sınırsız fonksiyonlara izin verdiğimizde yeni durum-
larla karşılaşıyoruz; bu durum özel önlemleri zorunlu kılıyor. f ’nin Lebesgue integralin-
den söz edebilmemiz için en az bir Z parçalanışı için UL(f,Z) mutlak yakınsak olmalı,
dd UL(|f |,Z) < +∞ olmalıdır. Bu bir ön koşuldur. Diğer yandan Riemann integralinde
elimizde bir ε-Ölçütümüz var. Lebesgue integrali Riemann integralini genişletecekse Le-
besgue integrallenebilir her f fonksiyonu için, en azından her ε > 0 için bir sayılabilir
Z = {Ai}i∈I , Ai ∈ Ln parçalanışı Sl(f,Z) < ε olacak biçimde bulunabilmelidir.

Örnek (3.3.39)’da gördüğümüz gibi A(f,Z), U(f,Z) ve R(f,Z(a)) top-
lamlarının karakteri seçilen parçalanışa bağlıdır.

−M i ≤ mi ≤Mi ≤M i

olduğundan bir Z∗ parçalanışı için U(|f |,Z∗) < +∞ ise her Z∗ ≺ Z parça-
lanışı için A(f,Z), U(f,Z) ve R(f,Z(a)) toplamlarının her üçü de mutlak
yakınsaktırlar. Bu bizi aşağıdaki tanıma götürür.

10Kimi yazarlar Lebesgue toplamı yerine Riemann toplamı der.
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Tanım 3.3.40 A ∈ Ln ve f : A → R olsun. Bir Z ∈ ZA parçalanışı için
U(|f |,Z) < +∞ ise Z parçalanışı f-uygun ve f fonksiyonu A-uygundur
diyelim. f fonksiyonu A-uygunsa, f -uygun parçalanışların kümesini Zf (A)
veya karışıklığa yol açmayacaksa yalın olarak Zf ile göstereceğiz.

f -uygunluk özünde bir mutlak yakınsaklık koşuludur; bizi ilgilendiren üç
toplamın mutlak yakınsaklığını garantiler. Z parçalanışı f -uygun, Ai ∈ Z
ve λn(Ai) = +∞ ise f |Ai ≡ 0 olmak zorundadır. Ayrıca f -uygun bir Z
parçalanışı varsa f−1(+∞) ve f−1(−∞) kümeleri sıfır kümeleri olmak zo-
rundadırlar. Bu durumda bir sıfır kümesi dışında f fonksiyonun değerleri
R’de olmak zorundadır. Eğer λ(A) < +∞ ise her sınırlı f : A → R fonksi-
yonu her parçalanışa uygundur; bu durumda Zf = ZA.

Z = {Ai}i∈I parçalanışı f -uygun olsun. Bu durumda
⊔

i∈I Ai×[−M i,M i]
kümesi ölçülebilir ve ölçüsü sonludur; ayrıca bu küme Gf ve G|f | graflarını
içerir.

Lemma 3.3.41 f : A → R fonksiyonu A-uygunsa aşağıdakiler geçerlidir-
ler:

(i) {f = ±∞} := {x ∈ A|f(x) = ±∞} bir sıfır kümesidir.
(ii) Z,Z ′ ∈ Zf ve Z ≺ Z ′ ise

−∞ < A(f,Z) ≤ A(f,Z ′) ≤ U(f,Z ′) ≤ U(f,Z) < +∞. (3.44)

(iii) Z1,Z2 ∈ Zf ve Z1 ≺ Z2 ise A(f,Z1) ≤ U(f,Z2).
(iv) Her Z = {Ai} ∈ Zf ve her ai ∈ Ai seçimleri için

A(f,Z) ≤ R(f,Z(a)) ≤ U(f,Z)

ve her ε > 0 sayısına karşılık ai, bi ∈ Ai noktaları

U(f,Z)−R(f,Z(a)) ≤ ε ve R(f,Z(b))−A(f,Z) ≤ ε (3.45)

olacak biçimde bulunabilir.

Kanıt. (i) Bir A∗
i için sup f(A∗

i ) = ±∞ ise U(|f |,Z∗) < +∞’dan dolayı
λ(A∗

i ) = 0 olmak zorundadır. Dolayısıyla {f = ±∞} kümesi sayılabilir çok-
lukta sıfır kümesinin birleşimi olarak bir sıfır kümesidir.

(ii) ve (iii) Riemann integralinden tanıdık ve apaçıktırlar.
(iv) ε > 0 keyfi verilsin ve εi > 0 sayıları

∑
i≥1 εi = ε olacak biçimde

seçilsinler. Z∗ ≺ Z olduğundan U(|f |,Z) < +∞ olur. Dolayısıyla bir Ai

için λ(Ai) = +∞ ise f |Ai ≡ 0 olmak zorundadır. Dolayısıyla λ(Ai) = +∞
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veya λ(Ai) = 0 ise U(f,Z) ifadesindeki Miλn(Ai) terimleri sıfır olur. 0 <
λ(Ai) < +∞ olan her i için ai, bi ∈ Ai noktalarını

Mi − f(ai) <
εi

λn(Ai)
ve f(bi)−mi <

εi
λn(Ai)

olacak biçimde seçebiliriz. Bu durumda

R(f,Z(b))−A(f,Z) =
∑
i≥1

(f(bi)−mi)λn(Ai) ≤
∑
i≥1

εi = ε.

İkinci eşitsizlik benzer biçimde elde edilir. ■

Önsav 3.3.41 (ii)’den dolayı (Zf ,≺) yukarı doğru yönlenmiş bir kümedir:
Gerçekten de Z1,Z2 ∈ Zf ise Zi ≺ Z1Z2 ∈ Zf . Bu yönlenmiş kümeye ilişkin
bir (xZ) ağının limitini

lim
Z∈Zf

xZ veya lim
fZ

xZ

ile göstereceğiz. Hatırlatalım:

lim
fZ

xZ = α⇐⇒ ∀ϵ > 0∃Zε ∈ Zf ∀Z ∈ Zf (Z ≻ Zε =⇒ |xZ − α| < ε) .

(3.46)
Yine

Zf (a) := {Z(a)|Z ∈ Zf , ai ∈ Ai} ve Z(a) ≺ Z ′(a′) :⇐⇒ Z ≺ Z ′.

olarak açıklansın. Elbette (Zf (a),≺) de yukarı doğru yönlenmiştir.

Tanım 3.3.42 A ∈ Ln ve f : A→ R fonksiyonu A-uygun olsun.

L(f,A) := sup {A(f,Z)|Z ∈ Zf} = lim
fZ

A(f,Z) Lebesgue altintegrali.

L(f,A) := inf {U(f,Z)|Z ∈ Zf} = lim
fZ

U(f,Z) Lebesgue üstintegrali.

Eğer limfZ R(f,Z(a)) yakınsaksa f Lebesgue integrallenebilir denir ve

L(f,A) ≡
ˆ
A
fdλn ≡

ˆ
A
f := lim

fZ(a)
R(f,Z(a)) ’ye

f ’nin Lebesgue integrali denir. Son olarak,

L(A) :=
{
f |f : A→ R Lebesgue integrallenebilir

}
şeklinde tanımlayacağız.
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Her ne kadar f fonksiyonumuz ±∞ değerlerini alabilirse de f birA-uygun
fonksiyon olduğundan, Z ∈ Zf olmak üzere A(f,Z) üstten, U(f,Z) ise alt-
tan sınırlı olduğundan L(f,A), L(f,A) ∈ R, L(f,A) ≤ L(f,A) ve L(f,A) =
−L(−f,A). Ayrıca (3.44)’ten (A(f,Z))Z∈Zf

artan ve (U(f,Z))Z∈Zf
azalan

olduğundan, tanımdaki limitler vardır. Diğer yandan daima L(f,A) ∈ R.

Önerme 3.3.43 A ölçülebilir ve f : A→ R ise aşağıdaki önermeler geçer-
lidir:

(i) f ∈ L(A) ve L(f,A) = α⇐⇒L(f,A) = L(f,A) = α,
(ii) ε-Ölçütü: f ∈ L(A) ⇐⇒ f, A-uygundur ve her ε > 0 için bir Zε ∈ Zf

ile Sl(f,Zε) < ε sağlanır,
(iii) f ∈ L(A), g : A → R ve A’da hhy g = f ise g ∈ L(A) ve L(f,A) =

L(g,A),11

(iv) Monotonluk: f, g ∈ L(A) ve A’da hhy f ≤ g ise L(f,A) ≤ L(g,A).
Monotonluk L ve L için de geçerlidir.

Kanıt. Tüm bu savlar Riemann integralindeki benzerleri gibi kanıtlanır.
(i) Doğrudan Önsav 3.3.41 (iii), (iv)’ten çıkar. (ii)’nin kanıtı Önerme

(2.3.6)’nın kanıtının aynısıdır.
(iii) Koşulumuzdan S := {x ∈ A|f(x) ̸= g(z)} bir sıfır kümesidir; do-

layısıyla Zf = Zg. Şimdi S := {S,A\S} ∈ ZA olsun. Bir Z∗ ∈ Zf keyfi
verilsin. Gerekirse Z∗’dan SZ∗’a geçerek daha baştan S ≺ Z∗ varsayabili-
riz. Şimdi Z∗ ≺ Z = {Ai} ∈ ZA keyfi verilsin. Ai ⊂ S ise ai nasıl seçilirse
seçilsin f(ai)λ(Ai) = g(ai)λ(Ai) = 0 olur. Eğer Ai ⊂ A\S ise bu kez daima
f(ai)λ(Ai) = g(ai)λ(Ai) olur. Sonuçta daima R(f,Z(a)) = R(g,Z(a)) ve
bu (3.46) ile savı verir.

(iv) S := {x ∈ A|f(x) > g(x)} bir sıfır kümesidir. f̃ : A→ R fonksiyonu
A\S’de f olsun ve S’deki değerleri ise f̃(x) ≤ g(x) olacak biçimde istenildiği
gibi açıklansın. Açıkça Zf = Zf̃ = Zg. (iii)’ten dolayı

L(f,A) = L(f̃ , A) = lim
fZ

R(f̃ ,Z(a)) ≤ lim
fZ

R(g,Z(a)) = L(g,A).

■

Uzlaşma: Şimdi f, g ∈ L(A) olsun. Bir x ∈ A için f(x) = −g(x) ∈ {±∞}
ise f(x) + g(x) tanımsızdır. Bu tipten x noktalarının kümesine T dersek
Önsav 3.3.41 (i)’den dolayı T bir sıfır kümesidir. Dolayısıyla f ve g’nin
T ’deki değerlerini istediğimiz sonlu sayılarla değiştirebiliriz, örneğin daima

11Anımsatalım, “A’da hhy f = g” şu anlama gelmektedir: S := {x ∈ A|f(x) ̸= g(x)}
bir sıfır kümesidir.
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0 alabiliriz, elde edilen fonksiyonlar yine L(A)’dadırlar ve Önerme 3.3.43
(iii)’ten dolayı integralleri değişmez. Hatta S := {f = ±∞}∪{g = ±∞} sıfır
kümesinde fonksiyonlarımıza istediğimiz sonlu değerleri verebiliriz. Özetle:
f + g’yi oluşturduğumuzda daima f, g : A → R varsayabiliriz. Her α ∈ R
için αf ∈ L(A) olduğu apaçıktır.

Bu uzlaşmalarla aşağıdaki önerme geçerlidir.

Önerme 3.3.44 A ∈ Ln ise
(i) L(A) bir R-vektör uzayı ve L : L(A) → R bir doğrusal dönüşümdür.
(ii) f ∈ L(A), φ : R → R Lipschitz sürekli ve φ(0) = 0 ise φ ◦ f ∈ L(A);

özellikle |f |, f+, f− ∈ L(A). Bunun bir sonucu olarak herhangi bir
f : A→ R fonksiyonu için

f ∈ L(A) ⇐⇒ f+, f− ∈ L(A) ve f ∈ L(A) ise
ˆ
A
f =

ˆ
A
f+ −

ˆ
A
f−.

(3.47)

Kanıt. (i) α, β ∈ R, f, g ∈ L(A) ve S := {f = ±∞} ∪ {g = ±∞} ve S =
{S,A\S} olsun. f, g fonksiyonları Z∗-uygun olsunlar; yukarıda yaptığımız
gibi S ≺ Z∗ varsayabiliriz. Bu durumda her Z∗ ≺ Z(a) = {Ai, ai} ∈ ZA için
Ai ⊂ S ise f(ai)λ(Ai) = 0 = g(ai)λ(Ai) olur. Ai ⊂ A\S ise

(αf + βg)(ai)λ(Ai) = αf(ai)λ(Ai) + βg(ai)λ(Ai)

bağıntısı R’de geçerlidir. R(f,Z(a)) ve R(g,Z(a)) mutlak yakınsak olduk-
larından

R(αf + βg,Z(a)) = αR(f,Z(a)) + βR(g,Z(a)).

Burada Z(a) üzerinden limite geçersek savımızı kazanırız.
(ii) Önsav 3.3.41 (i)’den dolayı f : A→ R varsayabiliriz. Koşullarımızdan

bir α > 0 ile her s, t ∈ R için|φ(s)− φ(t)| ≤ α |s− t|. Özellikle, φ(0) = 0
olduğundan, her s için |φ(s)| ≤ α |s|. Açıkca Z ∈ Zf ise

U(|φ ◦ f | ,Z) ≤ αU(|f |) < +∞.

Dolayısıyla Z ∈ Zφ◦f . Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. Önerme 3.3.43 (ii)’den
dolayı bir Zε = {Ai} ∈ Zf parçalanışı Sl(f,Zε) < ε/α olacak biçimde bulu-
nabilir.

sl(φ ◦ f,Ai) ≤ α sl(f,Ai) olduğundan Sl(φ ◦ f,Zε) ≤ α Sl(f,Zε) < ε.

Dolayısıyla Önerme 3.3.43 (ii) ile φ◦f ∈ L(A). Özel olarak φ(s) = |s|, s+, s−
alırsak φ ◦ f = |f |, f+, f− olur. Savın kalanı (i)’den çıkar. ■

A Jordan ölçülebilir ve f : A→ R sınırlı ise Z(A) ⊂ ZA olduğundanˆ
A

f ≤ L(f,A) ≤ L(f,A) ≤
ˆ

A
f.
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Sonuç 3.3.45 f ∈ R(A) ise f ∈ L(A) ve f ’nin Riemann ve Lebesgue
integrallerinin değerleri aynıdır.

Öyleyse her iki tür integral için
´
A f gösteriminin sakıncası yoktur. Önerme

3.3.44 (ii)’den dolayı yalnızca f : A → [0,+∞] tipinde fonksiyonları ince-
lemek yeterlidir. Bu tip fonksiyonları incelemek daha kolaydır. R+’da her
monoton artan dizi yakınsaktır; üstten sınırlı ise bir α sayısına, aksi du-
rumda +∞’a yakınsar. Bunun sonucu olarak R+’da her

∑
i ai serisi ya bir

α gerçel sayısına ya da +∞’a yakınsaktır.

Uyarı. Özdışı integrallerde durum farklıdır. f :(0,+∞) → R fonksiyonu
her (0, a) , (a > 0) aralığında Riemann integrallenebilir olsun. f fonksiyonu
(0,+∞)’da özdışı integrallenebilirken f fonksiyonu (0,+∞)’da Lebesgue in-
tegrallenemeyebilir. Örneğin f(x) := sinx

x için

lim
a→+∞

ˆ a

0

sinx

x
dx =

π

2
,

ancak ˆ
(0,+∞)

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ dλ1 = lim

a→+∞

ˆ a

0

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ dλ1 = +∞.

Dolayısıyla |f | /∈ L ((0,+∞)) öyleyse f /∈ L ((0,+∞)).

Not 3.3.46 (1) f : [0, 1] → R fonksiyonu f ≡ 0 olsun. f fonksiyonu Riemann integral-
lenebilir, dolayısıyla Lebesgue integrallenebilir. Her x ∈ [0, 1] için x ∈ Q ise g(x) = 1,
x /∈ Q ise g(x) = 0 olsun. [a, b] aralığında hhy f(x) = g(x) olduğu için g de Lebes-
gue integrallenebilir. Ancak g fonksiyonu [a, b] de Riemann integrallenemez. Dolayısıyla
R([a, b]) ⊊ L([a, b]).

(2) f ∈ R(A) ise Sonuç 2.3.18 (ii)’den f2 ∈ R(A). Bu Lebesgue integrali için doğru
değildir. Örneğin A = (0, 1] ve f(x) = 1/

√
x ise f ∈ L(A) ancak f2 /∈ L(A)! ▲

f = (f1, . . . , fm) : A → Rm fonksiyonu verilsin. i = 1, . . . ,m için her
bir fi fonksiyonu A-uygun ise f fonksiyonu A-uygundur diyelim. Zi parçala-
nışları fi uygunsa Z := Z1 · · · Zm parçalanışı f -uygundur. Zf yine f -uygun
parçalanışların ailesini göstersin. limfZ R(f,Z(a)) varsa f fonksiyonu Le-
besgue integrallenebilir diyelim.

∃ lim
fZ

R(f,Z(a)) = (α1, . . . , αm) ⇐⇒ ∃ lim
fiZ

R(f,Z(a)) = αi, i = 1, . . . ,m.

Dolayısıyla f ’nin Lebesgue integrallenebilir olması her bir fi’nin Lebesgue
integrallenebilir olmasına denktir ve bu durumda

ˆ
A
f ≡

ˆ
A
(f1, . . . , fm) =

(ˆ
A
f1, . . . ,

ˆ
A
fm

)
.
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3.3.5 Pozitif Değerli Fonksiyonlar

Önerme 3.3.44 (ii)’den dolayı f : A → R fonksiyonunun integrallenebilirliği
f± : A→ [0,+∞] fonksiyonlarının integrallenebilirliğine denktir. Bu nedenle
bu alt kısımda f : A → [0,+∞] tipinde fonksiyonları inceleyeceğiz. Bunlar
içinse

f ∈ L(A) ve
ˆ
A
f = α⇐⇒ L(f,A) = L(f,A) = α < +∞ (3.48)

olduğu apaçıktır.
R+’da verilen her sayılabilir {ai}i∈I ailesi toplanabilir; ancak burada

toplamın +∞ olmasına izin veriyoruz. Paketleme Teoremi geçerlidir.
Şimdi f : A→ [0,+∞] olsun. Bu durumda her Z ∈ Z(A) için, +∞ değe-

rini almalarına izin verilmek koşuluyla, A(f,Z), U(f,Z) toplamları daima
tanımlıdır. Z ≺ Z ′ olmak koşuluyla yine A(f,Z) ≤ A(f,Z ′) ≤ U(f,Z ′) ≤
U(f,Z) geçerlidir. L(f,A) < +∞ ise U(f,Z∗) = U(|f | ,Z∗) < +∞ olan Z∗

parçalanışları vardır, dd bu durumda f A-uygundur.

Uzlaşma: f : A → [0,+∞] fonksiyonu A-uygun olsun olmasın L(f,A) =
L(f,A) = α ise, α = +∞ olsa bile,

´
A f = α yazacağız. Ancak 0 ≤ α < +∞

ise f integrallenebilir diyeceğiz. Herhangi bir f : A → R için
´
A f

+,
´
A f

−

integrallerinin her ikisi birden +∞ değilse yineˆ
A
f :=

ˆ
A
f+ −

ˆ
A
f−

olarak tanımlayacağız ; yine ancak
´
A f ∈ R ise f , A’da integrallenebilir

diyeceğiz.

Lemma 3.3.47 (i) A,B ∈ Ln, A ⊂ B ve 0 ≤ p < +∞ olsun.
´
B p·1A =

pλn(A). Özellikle λn(A) < +∞ ise 1A ∈ L(B) ve
´
B 1A = λn(A).

(ii) f ∈ L(A), f ≥ 0 ve
´
A f = 0 ise A’da hhy f = 0.

Kanıt. (i) B’nin Z∗ := {A,B\A} parçalanışı p1A-uygundur ve her Z ≻
Z∗ parçalanışı için pλn(A) = A(p1A,Z∗) = A(p1A,Z) = U(p1A,Z) =
U(p1A,Z∗) = pλn(A) olduğundan p1A ∈ L(B) ve

´
B p1A = pλn(A). Özel-

likle
´
B 1A = λn(A).

(ii) α > 0 için Aα := {x ∈ A|f(x) ≥ α} olsun. ε > 0 keyfi verilsin. Bu
durumda bir Z ∈ Zf parçalanışı U(f,Z) < ε olacak biçimde vardır. Her
Ai ∈ Z için Mi bildik biçimde açıklanmış olsun. Bα :=

⋃{Ai ∈ Z|Mi ≥ α}
olsun. Bu durumda Aα ⊂ Bα ve

αλn(Aα) ≤ αλn(Bα) ≤ U(f,Z) < ε
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olur. Buradan, ε > 0 keyfi olduğundan λn(Aα) = 0 olur. P := {x ∈ A|f(x) > 0}
dersek P =

⋃
k≥1A1/k olduğundan λn(P ) = 0 olur. ■

Teorem 3.3.48 A ∈ Ln, f : A → [0,+∞] herhangi bir fonksiyon ve Z∗ =
{Bi} ise A’nın ölçülebilir Bi kümelerine sayılabilir bir parçalanışı olsun. Bu
durumda

L(f,A) =
∑
i

L(f,Bi) ve L(f,A) =
∑
i

L(f,Bi).

Kanıt. Zi ∈ ZBi ise Z :=
⋃

iZi ∈ ZA. Tersine A’nın bir Z = {Aj} parça-
lanışı verilmiş ve Z∗ ≺ Z ise Zi := {Aj |Aj ⊂ Bi} olmak üzere Zi ∈ ZBi ve
Z :=

⋃
iZi ∈ ZA. Buradan, f ’nin değerlerini [0,+∞]’da aldığını da gözetir-

sek, paketleme teoreminden

A(f,Z) =
∑
i

A(f |Bi,Zi) ve U(f,Z) =
∑
i

U(f |Bi,Zi) (3.49)

elde ederiz. Savımızı altintegraller için kanıtlayacağız; üstintegraller için ben-
zer biçimde kanıtlanır. Her Z∗ ≺ Z ∈ ZA için (3.49) eşitliklerindenA(f,Z) ≤∑

i L(f,Bi) ve bunun ardından L(f,A) ≤ ∑
i L(f,Bi) elde ederiz. Diğer

yandan her m ∈ N∗ için yine (3.49)’dan

L(f,A) ≥ A(f |B1,Z1) + · · ·+A(f |Bm,Zm)

elde ederiz. Bu eşitsizlik keyfi Z1, . . . ,Zm’ler için geçerli olduğundan bize

L(f,A) ≥ L(f,B1) + · · ·+ L(f,Bm)

eşitsizliğini verir. m ∈ N∗ keyfi olduğundan L(f,A) ≥ ∑
i L(f,Bi) elde

ederiz. Sonuçta L(f,A) =
∑

i L(f,Bi) olur. ■

Sonuç 3.3.49 A ∈ Ln, Z = {Ai} ∈ ZA ve f : A → R olsun. f ∈ L(A)
olması için gvyk her i için f ∈ L(Ai) ve

∑
i

´
Ai

|f | < +∞ olmasıdır. Bu
sağlanmışsa ˆ

A
f =

∑
i

ˆ
Ai

f. (3.50)

Kanıt. f+’nın A ve Ai’deki altintegrallerini α, αi ve üstintegrallerini ise β, βi
ile gösterelim. f ∈ L(A) ise Önerme 3.3.44 (ii)’den f+ ∈ L(A), dolayısıyla
α = β < +∞. Teorem 3.3.48’den dolayı ise

∑
i αi = α = β =

∑
i βi. Bu

eşitlik ve αi ≤ βi’den her i için αi = βi < +∞, dolayısıyla f+ ∈ L(Ai) olur.
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Tersine her i için αi = βi ve
∑

i αi < +∞ ise α = β < +∞, dolayısıyla
f+ ∈ L(A) olur. Benzeri f−için geçerlidir. Bu (3.48) ile savı verir. ■

Sonuç 3.3.49’un bir sonucu ise her ölçülebilir f : Rn → [0,+∞) için

λf : Ln → [0,+∞], λf (A) :=

ˆ
A
f, A ∈ Ln

ile tanımlanan λf ’nin bir ölçü olduğudur.
Şimdi A,B ∈ Ln, B ⊂ A ve f : B → R olsun. fA bilindiği gibi f ’yi

A\B’ye ≡ 0 olarak genişleten fonksiyondur. Bu durumda
´
A\B fA = 0 ve

{B,A\B} ise A’nın bir parçalanışıdır. Dolayısıyla Sonuç 3.3.49’dan

f ∈ L(B) ⇐⇒ fA ∈ L(A) ve f ∈ L(B) ise
ˆ
B
f =

ˆ
A
fA. (3.51)

Lemma 3.3.50 f : A → [0,+∞] ölçülebilirse L(f,A) = L(f,A). Ayrıca
L(f,A) < +∞ ise f ∈ L(A).

Kanıt. L(f,A) = +∞ ise sav aşikar. Şimdi L(f,A) < +∞ olsun. Önce
λn(A) < +∞ durumunu ele alalım. ε > 0 keyfi verilsin. ε′ > 0 sayısını
ε′λn(A) < ε olacak biçimde seçelim. Her k ∈ N için Bk := [kε′, (k + 1)ε′)
olmak üzere {Bk}k∈N ∪{+∞} ailesi [0,+∞]’un ölçülebilir kümelere bir par-
çalanışıdır. f fonksiyonu ölçülebilir olduğundan, Ak := f−1(Bk) ve S :=
f−1(+∞) olmak üzere Zε′ := {Ak}k∈N ∪ {S} ∈ ZA. Ayrıca f ’nin Ak’deki
infimum ve supremumları için kε′ ≤ mi ≤ Mi ≤ (k + 1)ε′) geçerlidir.
inf f(S) = +∞, diğer yandan koşulumuzdan L(f,A) < +∞; dolayısıyla
λn(S) = 0 olmak zorundadır. Sonuçta

U(f,Zε′) =
∑
k

Mkλn(Ak) ≤
∑
k

(
mk + ε′

)
λn(Ak) ≤ A(f,Zε′) + ε′λn(A).

Dolayısıyla Sl(f,Zε) ≤ ε′λn(A) < ε. Önerme 3.3.43 ε-Ölçütünden f ∈ L(A).
Şimdi λn(A) = +∞ olsun. A’yı ölçüleri sonlu olan, sayılabilir çoklukta

ölçülebilir Ci, i ∈ I kümelerine parçalayalım. f |Ci ölçülebilir ve yukarıda
kanıtlanandan ise f |Ci ∈ L(Ci). Savın kalanı Teorem 3.3.48’den çıkar. ■

Teorem 3.3.51 (Ölçülebilirlik-İntegrallenebilirlik) A ∈ Ln ve f :
A→ R olsun. f ∈ L(A) olması için gvyk f ’nin ölçülebilir ve L(|f | , A) < +∞
olmasıdır. Eğer f ölçülebilir ve bir g ∈ L(B) ile |f | ≤ g ise f ∈ L(A).

Kanıt. (1) f ∈ L(A) olsun. Bir Z∗ ∈ ZA parçalanışı U(|f | ,Z∗) < +∞ ola-
cak biçimde vardır. A’nın her Z = {Ai} ≻ Z∗ parçalanışına, mi = inf f(Ai)
ve Mi = sup f(Ai) olmak üzere, φ :=

∑
mi1Aive Φ :=

∑
Mi1Ai basit
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fonksiyonlarını karşılık getirelim. φ, Φ fonksiyonları ölçülebilir ve A(f,Z) =
A(φ,Z), U(f,Z) = U(Φ,Z). Şimdi her k ∈ N∗ için, Önerme 3.3.43 ε-
Ölçütünden, Zk parçalanışlarını Z∗ ≺ Z1 ≺ Z2 ≺ · · · ve Sl(f,Zk) < 1/k
olacak biçimde seçebiliriz. Zk parçalanışına ilişkin φk,Φk fonksiyonlarını yu-
karıdaki gibi oluşturalım. Bunlar ölçülebilir fonksiyonlardır; (φk) bir mono-
ton artan dizi iken (Φk) bir monoton azalan dizidir. Bunların limitleri olan
φ ve Φ fonksiyonları da ölçülebilir ve φ ≤ f ≤ Φ geçerlidir.

A(f,Zk) = A(φk,Zk) ≤ A(φ,Zk) ≤ A(Φ,Zk) ≤ U(Φk,Zk) = U(f,Zk)

bağıntılarından φ,Φ ∈ L(A) ve
´
A f =

´
A φ =

´
AΦ elde edilir. 0 ≤ Φ− φ ∈

L(A) ve
´
A(Φ−φ) = 0 olduğundan Önsav 3.3.47 (ii)’den A’da hhy Φ−φ = 0,

dolayısıyla A’da hhy f = φ. Önsav 3.3.16 (iii)’ten f ölçülebilir.
Tersine, eğer f ölçülebilirse f+ ve f− de ölçülebilirdir; hatta L(f±, A) ≤

L(|f | , A) < +∞ olduğundan, yukarıdaki önsavdan, integrallenebilirler. Do-
layısıyla f = f+ − f− integrallenebilir. ■

Bu teoremle ölçülebilir fonksiyonlar ve integrallenebilir fonksiyonlar ara-
sındaki ilişkiyi netleştirmiş olduk.

Not 3.3.52 Önerme 3.3.21 ve Teorem 3.3.51’in kanıtı Lebesgue integralini açıklamanın
bir başka yolunu verirler. A ⊂ Rn ölçülebilir ve f : A → R ölçülebilir olsun. f ≥ 0 olsun;
salt bu durumu incelemenin yeterli olduğunu biliyoruz. Her φ =

∑
ai1Ai ∈ Msl(A) için

(bkz. 3.3.12) için
´
A
φ =

∑
aiλn(Ai) olarak açıklanır. Monoton artan (φk) ⊂ Msl(A)

dizileri φk ↑ f olacak biçimde vardır.
(´

A
φk

)
dizisi [0,+∞]’da yakınsaktır ve bu limit

(φk) dizisinin seçiminden bağımsızdır; bu kanıtlanır.
´
A
f := lim

´
A
φi olarak açıklanır.´

A
f < +∞ ise f fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir denir. ▲

Önerme 3.3.53 A ∈ Ln ve f : A → Rp Lebesgue integrallenebir ve ∥∥ ise
Rp’de herhangi bir norm ise ∥∥∥∥ˆ

A
f

∥∥∥∥ ≤
ˆ
A
∥f∥ .

Kanıt. f = (f1, . . . , fp)∈ L(A) olduğundan her i için |fi|∈ L(A); dolayısıyla
|f1| + . . . + |fp|∈ L(A). Ayrıca Rp’de herhangi iki norm denk olduğundan
bir C > 0 ile ∥f∥ ≤ C(|f1| + . . . + |fp|) olur. Teorem 3.3.51 ile ∥f∥ ∈
L(A). Herhangi bir Z(a) ∈ ZA parçalanışı için ∥R(f,Z(a))∥ ≤ R(|f |,Z(a))
geçerlidir; bu, limitin monotonluğuyla birlikte, savı verir. ■

3.3.6 Yakınsaklık Teoremleri

Uzlaşma: Bu altkısımda A ⊂ Rn daima bir ölçülebilir küme olacaktır.
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fk, f ∈ L(A) ve f = lim fk ise hangi koşullarda
´
A f ≡

´
A lim fk =

lim
´
A fk olduğunu araştıracağız. Riemann integraline göre daha iyi durum-

dayız; ancak koşulsuz olmayacağını örnekleyelim.

Örnek 3.3.54. Her ε > 0 için, Iε := [−ε, ε] olmak üzere fε : R → [0,+∞] fonksiyonu
fε := 1

2ε
· 1Iε olarak açıklansın.

lim
ε↘0

fε(x) =: f0(x) =

{
0 , x ̸= 0,

+∞ , x = 0.

Bu durumda limε↘0

´
R fε = 1 ̸= 0 =

´
R f0. Veya her n ∈ N için gn : R → R fonksiyonu

1[n,n+1] olsun. gn ∈ L(R),
´
R gn = 1, lim gn =: g ≡ 0 ve g ∈ L(Rn) ve yine lim

´
R gn ̸=´

R lim gn.

Teorem 3.3.55 (B. Levi) Her k ∈ N için fk : A→ [0,+∞] bir ölçülebilir
fonksiyon, (fk) bir monoton artan dizi ve her x ∈ A için f(x) := limk fk(x)
olsun. Bu koşullarda ˆ

A
f ≡

ˆ
A
lim
k
fk = lim

ˆ
A
fk.

Sağdaki limit sonlu ise f ∈ L(A).12

Kanıt. Önerme 3.3.20(iii)’ten dolayı f ölçülebilir. f ve fk’nin A’daki in-
tegrallerini sırasıyla I ve Ik ile gösterelim. fk ≤ f olduğundan Ik ≤ I,
dolayısıyla α := limk Ik ≤ I olur. I ≤ α olduğunu gösterirsek işimiz biter.
α = +∞ ise elbette I ≤ α. Şimdi α < +∞ durumunu inceleyelim. Önce bir
arasav kanıtlayacağız: B ⊂ A ve 0 ≤ m ≤ +∞ olsun.

(∗) Her x ∈ B için m ≤ f(x) ise mλ(B) ≤ lim
k

ˆ
B
fk =: α(B).

(* ) savını kanıtlayalım. m = 0 ise sav aşikar. Şimdi m > 0 ve 0 < c < m
olsun. Bc

k := {fk > c} ∩B kümesi ölçülebilir ve

cλ(Bc
k) ≤

ˆ
Bc

k

fk ≤ α(B).

Buradan, Bc
k ↑ B olduğundan, cλ(B) ≤ α(B) elde edilir. Bu eşitsizlikten

c ↗ m ile mλ(B) ≤ α(B) elde edilir; arasav kanıtlanmıştır. Şimdi bir Z =
{Ai} ∈ ZA parçalanışı verilsin ve A(f,Z) =

∑
imiλ(Ai) olsun. (*) arasavını

A1, . . . , Ap’lere uygular ve Bp := A1 ⊔ · · · ⊔Ap alırsak
p∑

i=1

miλ(Ai) ≤
p∑

i=1

lim
k→+∞

ˆ
Ai

fk = lim
k→+∞

ˆ
Bp

fk ≤ α.

12Bazı x’ler için f(x) = +∞ olabilir. Yine
´
A
f = +∞ olabilir; o zaman f /∈ L(A).
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Buradan p → +∞ limitine geçersek A(f,Z) ≤ α olur. Z parçalanışı keyfi
olduğundan I ≤ α elde ederiz; bu α ≤ I ile birlikte I = α eşitliğini verir. ■

Sonuç 3.3.56 (i) Her k ∈ N için fk : A → [0,+∞] ölçülebilir ve f :=∑
fk ise f ölçülebilir ve

ˆ
A
f ≡

ˆ
A

(∑
k

fk

)
=
∑
k

ˆ
A
fk.

(ii) (fk) ⊂ L(A) dizisi monoton ve
{´

A fk
}
k∈N sınırlı ise limk fk =: f ∈

L(A) ve ˆ
A
f ≡

ˆ
A

(
lim
k
fk

)
= lim

k

ˆ
A
fk.

Kanıt. (i) Bir k için
´
A fk = +∞ ise sav apaçık doğrudur. Aksi durumda

ise her fk integrallenebilir, dolayısıyla her m ∈ N için gm := f0 + · · · + fm
integrallenebilir. Savımız

´
A gm =

∑m
i=0

´
A fi eşitliği ve Levi Teoremi’nden

çıkar.
(ii) (fk) monoton artan olsun. S := {|f0| = +∞} bir sıfır kümesidir. hk

fonksiyonu S’de ≡ 0, A\S’de ise fk − f0 olarak açıklansın. Bu durumda
(hk) monoton artan bir dizidir ve hk fonksiyonları negatif değerler almaz.
Levi Teoremi’nden h := limk hk integrallenebilir; dolayısıyla f = h + f0
integrallenebilir ve

´
A f =

´
A h+

´
A f0. Diğer yandan fk = hk+f0, dolayısıyla

lim
k

ˆ
A
fk = lim

k

ˆ
A
hk +

ˆ
A
f0 =

ˆ
A
h+

ˆ
A
f0 =

ˆ
A
f.

(fk) monoton azalansa (−fk) monoton artandır; sav buradan çıkar. ■

Teorem 3.3.57 (Fatou Önsavı) (fk), A’da negatif değerler almayan öl-
çülebilir fonksiyonlar dizisi iseˆ

A
lim inf fk ≤ lim inf

ˆ
A
fk.

Kanıt. gk := infm≥k fm fonksiyonu negatif değerler almaz ve (gk) monoton
artan ölçülebilir fonksiyonlar dizisidir. Levi Teoremi’ndenˆ

A
lim inf fk =

ˆ
A
lim gk = lim

ˆ
A
gk. (3.52)

Her m ≥ k için gk ≤ fm, dolayısıyla
´
A gk ≤

´
A fm. Böylece

´
A gk ≤

infm≥k

´
A fm ve

lim

ˆ
A
gk ≤ lim inf

ˆ
A
fk.

Bu (3.52) ile savı verir. ■
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Teorem 3.3.58 (Lebesgue Sınırlandırılmış Yakınsaklık Teoremi) g ∈
L(A), her fk : A→ R ölçülebilir ve A’da hhy (fk(x))dizisi bir f(x)’e yakın-
sak olsun. Eğer her k için |fk|≤ g ise fk, f ∈ L(A) ve

ˆ
A
f ≡

ˆ
A
lim fk = lim

ˆ
A
fk.

Bu teorem kompleks değerli ve vektör değerli fonksiyonlar için de doğrudur.

Kanıt. Her bir fk’nın R-değerli olduğunu ve (fk) dizisinin tüm A’da ya-
kınsak olduğunu varsayabiliriz. |fk| , |f | ≤ g olduğundan, Teorem 3.3.51 ile
fk, f ∈ L(A). Negatif değerler almayan (g − fk) ve (g + fk) dizilerine Fatou
Önsavı’nı uygularsak

ˆ
A
g ±

ˆ
A
f =

ˆ
A
(g ± f) ≤ lim inf

ˆ
A
(g ± fk)

elde ederiz. Buradan

lim inf

ˆ
A
(g + fk) =

ˆ
A
g + lim inf

ˆ
A
fk

ve
lim inf

ˆ
A
(g − fk) =

ˆ
A
g − lim sup

ˆ
A
fk

eşitliklerini kullanarak

lim sup

ˆ
A
fk ≤

ˆ
A
f ≤ lim inf

ˆ
A
fk

elde ederiz; işimiz biter. ■

Teorem 3.3.59 A ∈ Ln, X bir metrik uzay, f : X × A → R, her x ∈ X
için f(x, ·) ∈ Ln(A) ve

F (x) :=

ˆ
A
f(x, ·) ≡

ˆ
A
f(x, y)dλ(y)

olsun. a ∈ X verilsin ve f(·, y) fonksiyonu hh y ∈ Y için a’da sürekli olsun.
Lebesgue integrallenebilir bir g : A → [0,+∞] fonksiyonu ve her x ∈ X için
bir Sx sıfır kümesi

∀x ∈ X ∀y ∈ A\Sx |f(x, y)| ≤ |g(y)|

olacak biçimde verilsinler. Bu koşullarda F fonksiyonu a’da süreklidir.
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Kanıt. Koşullarımızdan bir S ⊂ A sıfır kümesi, her y ∈ A\S için, f(·, y)
fonksiyonu a’da sürekli olacak biçimde vardır. Şimdi (xn) ⊂ X ve xk →
a olsun. S∗ := S ∪ ⋃k≥0 Sxk

kümesi sayılabilir çoklukta sıfır kümesinin
birleşimi olarak bir sıfır kümesidir. Dolayısıyla her y ∈ A\S∗ için

f(xk, y) → f(a, y) ve |f(xk, y)| ≤ g(y).

Lebesgue Sınırlandırılmış Yakınsaklık Teoreminden

F (a) =

ˆ
A
f(a, y)dλ(y) = lim

k

ˆ
A
f(xk, y)dλ(y) = lim

k
F (xk).

Dolayısıyla F fonksiyonu a noktasında süreklidir. ■

Teorem 3.3.60 I ⊂ R bir açık aralık, A ∈ Ln, f : I ×A→ R ve her x ∈ I
için f(x, ·) ∈ L(A) olsun ve her x ∈ I için F : I → R fonksiyonu

F (x) :=

ˆ
A
f(x, ·)dλ ≡

ˆ
A
f(x, y)dλ(y)

olarak açıklansın. S ⊂ Y bir sıfır kümesi olmak üzere her y ∈ A\S için
f(·, y) fonksiyonu a ∈ I noktasında türevlenebilir olsun. Her x ∈ I için
verilmiş bir Sx ⊂ A sıfır kümesi ve integrallenebilir bir g : A → [0,+∞]
fonksiyonu ile her y ∈ A\Sx için

|f(x, y)− f(a, y)|
|x− a| ≤ g(y)

sağlansın. Bu koşullarda F fonksiyonu a’da türevlenebilir ve

F ′(a) =
ˆ
A

∂f

∂x
(a, ·)dλ ≡

ˆ
A

∂f

∂x
(a, y)dλ(y).

Kanıt. (xk) ⊂ I dizisini limxk = a olacak biçimde keyfi seçelim. S∗ :=
S ∪⋃k Sxk

⊂ A bir sıfır kümesidir ve her y ∈ A\S∗ için

lim
k→+∞

f(xk, y)− f(a, y)

xk − a
=
∂f

∂x
(a, y) ve∣∣∣∣f(xk, y)− f(a, y)

xk − a

∣∣∣∣ ≤ g(y)

Lebesgue Sınırlandırılmış Yakınsaklık Teoreminden, k → +∞ ile

F (xk)− F (a)

xk − a
=

ˆ
A

f(xk, y)− f(a, y)

xk − a
dλ(y) →

ˆ
A

∂f

∂x
(a, y)dλ(y).

■
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3.4 Cavalieri, Fubini ve Dönüşüm Teoremleri

Uzlaşma: Bu kesimde daima p, q ∈ N∗ ve n = p + q olacaktır. Rp,Rq ve
Rn’nin noktalarını sırasıyla x, y ve z ile göstereceğiz. z yerine bazen (x, y)
de yazacağız.

A ∈ Lp, B ∈ Lq, n = p + q olmak üzere C := A × B’ye Rn’de bir
ölçülebilir kutu diyelim. Çarpım Teoremi 3.3.24’te A×B ∈ Ln ve λn(A×
B) = λp(A)λq(B) olduğunu kanıtladık. C ⊂ Rn olmak üzere her x ∈ Rp ve
her y ∈ Rq için

Cx := {y ∈ Rq|(x, y) ∈ C} ve Cy := {x ∈ Rp|(x, y) ∈ C}

olarak açıklansın. Özel olarak C = A×B ise

Cx :=

{
B x ∈ A

∅ x /∈ A
ve Cy :=

{
A y ∈ B

∅ y /∈ B

ve Çarpım Teoremi 3.2.26 ile

λn(C) =

ˆ
Rp

λq(Cx)dλp(x) =

ˆ
Rq

λp(Cy)dλq(y). (3.53)

olur. Cavalieri Teoremi bunun her Lebesgue ölçülebilir C ⊂ Rn için doğru
olduğunu öne sürer. Ancak burada vurgulanması gereken bir nokta var.
Q′ ⊂ Rp ve Q′′ ⊂ Rq kapalı kutular ve Q̊′ ̸= ∅ ve Q̊′′ ̸= ∅ olsun. Q = Q′×Q′′

olmak üzere Q̊ ⊂ C ⊂ Q koşulunu sağlayan her küme Lebesgue ölçülebilir.
Bu durumda y ∈ Q̊′′ ise Cy = Q′ ve y /∈ Q′′ ise Cy = ∅ kesitleri Lebesgue
ölçülebilirler. Eğer y ∈ ∂Q′′ ise Cy kümesi Q′’nün herhangi bir altkümesi ola-
cağından λp-ölçülebilir olması gerekmez. ∂Q′′ bir λq sıfır kümesi olduğundan
f(y) := λp(Cy) fonksiyonu Rq’da hhy de tanımlıdır. Benzeri g(x) := λq(Cx)
fonksiyonu için geçerlidir.

Ancak bir fonksiyonun bir sıfır kümesinde aldığı değerlerin, integrali açı-
sından bir rol oynamadığını biliyoruz. Dolayısıyla (3.53) eşitliğini öyle yaz-
makta bir sakınca yoktur; aşırı titiz okur o eşitlikte λp ve λq yerine sırasıyla
λp ve λq yazabilir.

İki basit gerçekle başlayacağız:
(a) A ⊂ Rp ve B ⊂ Rq kümeleri açık (veya Gδ-kümeleri) iseler C = A×B

de açıktır bir Gδ-kümesidir).
(b) C ⊂ Rn açık (veya bir Gδ-kümesi) ise Cx ve Cy kesitleri de açıktır

(veya Gδ-kümeleridir).
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Rq

Rp

Cx

Cx

Cy Cyx

y

C

Şekil 3.6: Cavalieri.

Bu savlar açık kümeler için aşikardır. Gδ-kümeleri içinse(⋂
i

Ai

)
×

⋂
j

Bj

 =
⋂
i,j

Ai×Bj ,

(⋂
k

Ck

)
y

=
⋂
k

Cky,

(⋂
k

Ck

)
x

=
⋂
k

Ckx

özdeşliklerinden çıkar.

Teorem 3.4.1 (Cavalieri) C ⊂ Rn ölçülebilirse hh y ∈ Rq için Cy kesiti
Rp’de ölçülebilir. Ayrıca f(y) := λp(Cy) olarak tanımlanan f : Rq → [0,+∞]
fonksiyonu ölçülebilir ve

λn(C) =

ˆ
Rq

f(y)dy =

ˆ
Rq

λp(Cy)dy =

ˆ
Rq

λp(Cy)dy. (3.54)

Benzer biçimde hh x ∈ Rp için Cx kesiti Rq’de ölçülebilir. Ayrıca g(y) :=
λq(Cx) olarak tanımlanan f : Rq → [0,+∞] fonksiyonu ölçülebilir ve

λn(C) =

ˆ
Rp

g(x)dx =

ˆ
Rp

λq(Cx)dx =

ˆ
Rq

λq(Cx)dx. (3.55)

Kanıt. Bu eşitliklerdeki son ifadelerde, Cy veya Cx ölçülebilir değilseler,
λp(Cy) ve λq(Cx) yerine [0,+∞]’deki herhangi bir değeri alabiliriz.

Biz (3.54) eşitliğini kanıtlamakla yetineceğiz; (3.55) eşitliği benzer bi-
çimde kanıtlanır. Savı basit yapılı C’lerden başlayarak kademeli biçimde ka-
nıtlayacağız. Φ(C) ile aşağıdaki önermeyi gösterelim:

C ∈ Ln, hh y ∈ Rq için Cy ölçülebilir, f ölçülebilir ve (3.54) geçerlidir.
(i) A = Q′ ∈ Qp ve B = Q′′ ∈ Qq birer kutu ve C = Q′ ×Q′′ ise Φ(C).

Gerçekten de y ∈ Q′′ ise Cy = Q′ ölçülebilir, y ∈ Rq\Q′′ ise Cy = ∅ yine
ölçülebilir. Bu durumda y ∈ Q′′ için f(y) = λp(Cy) = λp(Q

′) ve y /∈ Q′′

için f(y) = 0 olur. Özetle f = λp(Q
′) · 1Q′′ ölçülebilir ve

´
Rq f(y)dy =

λp(Q
′)λq(Q′′) = λn(C).
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(ii) Her k ∈ N için Ck ∈ Ln, Φ(Ck) ve {Ck} bir ayrık aile ise Φ (
⊔
Ck).

Her şeyden önce C :=
⊔
Ck ∈ Ln. Her k için Φ(Ck) olduğundan Rq’da

bir Sk sıfır kümesi her y ∈ Rq\Sk için Cky ∈ Lp ve fk(y) := λp(Cky) ile
tanımlanan fk : Rq → [0,+∞] fonksiyonu ölçülebilir olacak biçimde bu-
lunabilir. S :=

⋃
Sk ⊂ Rq kümesi bir sıfır kümesidir ve her y ∈ Rq\S

için Cy =
⊔
Cky ⊂ Rp ölçülebilir ve Önerme 3.3.20’den dolayı Rq\S’de

f(y) := λp(Cy) =
∑

k λp(Cky) =
∑

k fk(y) olarak tanımlanan f fonksiyonu
ölçülebilir. Sonuç 3.3.56 ile

λn(C) =
∑
k

λn(Ck)
Φ(Ck)
=

∑
k

ˆ
Rq

fk(y)dy =

ˆ
Rq

(∑
k

fk(y)

)
dy =

ˆ
Rq

f(y)dy.

(iii) Şimdi (Ck) ⊂ Ln monoton azalan bir dizi, Ck’ler sınırlı ve C :=
⋂
Ck

olsun. Her k için Φ(Ck) ise Φ(C) olduğunu görelim; bu (ii)’ye benzer biçimde
kanıtlanır. Herşeyden önce C ∈ Ln, hh her y için Cy =

⋂
Cky ölçülebilir.

f ve fk fonksiyonları (ii)’deki gibi tanımlandığında fk fonksiyonları integ-
rallenebilir ve fk ↘ f . Diğer yandan olduğundan Φ(Ck) varsayımımızdan
λp(Ck) =

´
Rq fk olduğundan, yine sonuç 3.3.56 ile f de integrallenebilir ve

λn(C) = limλn(Ck) = lim
´
Rq fk = lim

´
Rq f olur. Sonuçta Φ(C) geçerlidir.

(iv) Her açık U ⊂ Rn sayılabilir çoklukta ayrık kutunun birleşimi olarak
yazılabildiğinden, (i) ve (ii) ile Φ(U) geçerlidir. Bu ve (iii) ile her sınırlı Gδ

kümesi H =
⋂
Uk için Φ(H) geçerlidir.

Şimdi A bir sınırlı ölçülebilir küme olsun. Sonuç 3.2.25’ten dolayı A ⊂ H
koşulunu sağlayan ve bir sınırlı Gδ-kümesi olan H kümesi λn(H\A) = 0
olacak biçimde bulunabilir. Benzer biçimde sınırlı Gδ-kümesi K ise H\A ⊂
K ve λn(K) = 0 olacak biçimde bulunabilir. K için (3.54) sağlandığından

0 = λn(K) =

ˆ
Rq

λp(Ky)dy =⇒ Rq’de hh λp(Ky) = 0

olur. (H\A)y = Hy\Ay ⊂ Ky olduğundan hh y için λp (Hy\Ay) = 0 olur.
Hy ve Ky birer Gδ-kümeleri olduğundan, yine Sonuç 3.2.25 ile hh y için Ay

ölçülebilir ve λp(Hy) = λp(Ay) olur. Dolayısıyla f(y) = λp(Ay) fonksiyonu
ölçülebilir. (3.54) eşitliği H için geçerli, λn(A) = λn(H) ve λp(Hy) = λp(Ay)
olduğu için, bu eşitlik A için de geçerlidir. Dolayısıyla Φ(A).

(v) A ∈ Ln keyfi verilsin. Sayılabilir çoklukta ayrık, sınırlı ve ölçülebilir
Ai’lerle A =

⊔
iAi yazabiliriz. (iii)’ten Φ(Ai), (ii) ile Φ(A) elde ederiz. ■

Örnek 2.5.6’daki hesaplamalarla, A ⊂ Rn−1 ölçülebilir olmak üzere,
Rn’de, tabanı A ve yüksekliği h olan silindirin ölçüsünün hλn−1(A), tabanı
A ve yüksekliği h olan koninin ölçüsünün h

nλn−1(A) olduğu kolayca görülür.
f : Rn → R verilsin. Her x ∈ Rp için f(x, ·) : Rq → R ve f(·, y) : Rp → R

fonksiyonları f(x, ·)(y) := f(x, y) ve f(·, y)(x) := f(x, y) olarak açıklansın.
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Teorem 3.4.2 (Fubini I) f : Rn → [0,+∞] ölçülebilirse aşağıdakiler
geçerlidir:

(i) Rq’da bir N sıfır kümesi her y ∈ Rq\N için f(·, y) : Rp → [0,+∞]
fonksiyonu ölçülebilir olacak biçimde vardır.

(ii) Her y ∈ Rq\N için F (y) :=
´
Rp f(·, y)dλp ≡

´
Rp f(x, y)dx ve y ∈ N

ise F istenildiği gibi açıklansın, örneğin F |N ≡ 0. Bu durumda F :
Rq → [0,+∞] fonksiyonu ölçülebilir.

(iii)
ˆ
Rn

fdλn ≡
ˆ
Rn

f(z)dz =

ˆ
Rq

F (y)dy =

ˆ
Rq

(ˆ
Rp

f(x, y)dx

)
dy.

(3.56)
Bu önermede x ve y’nin rolleri değişebilir; kanıttan sonra değineceğiz.

Kanıt. Savımızı önce ölçülebilir C kümelerinin 1C özgün fonksiyonları, ar-
dından basit t fonksiyonları ve sonunda herhangi bir f ölçülebilir fonksiyon-
ları için kanıtlayacağız.

C ∈ Ln ve f := 1C olsun. Elbette 1C ölçülebilir. Teorem 3.4.1’den dolayı
Rq’da bir N sıfır kümesi her y ∈ Rq\N için Cy ölçülebilir olacak biçimde
vardır ve 1C(·, y)(x) = 1C(x, y) = 1Cy(x) ile F (y) =

´
Rp 1C(x, y)dx =

λp(Cy) olur. Teorem 3.4.1’den
ˆ
Rn

1C = λn(C) =

ˆ
Rq

λp(Cy)dy =

ˆ
Rq

(ˆ
Rp

1C(x, y)dx

)
dy.

Bunun bir sonucu olarak savımız her sonlu basamaklı
∑
αi1Ci için geçerlidir.

Şimdi f : Rn → [0,+∞] ölçülebilir fonksiyonu verilsin. Önerme 3.3.21’den
dolayı sonlu Lebesgue merdivenlerinin bir φk dizisi φk ↗ f olacak biçimde
bulunabilir. Nk ⊂ Rq sıfır kümeleri aşağıdakiler sağlanacak biçimde buluna-
bilirler:

(i)k : y ∈ Rq\Nk için φk(·, y) ölçülebilir,
(ii)k : y /∈ Nk için Φk(y) :=

´
Rp φk(x, y)dx ve y ∈ Nk için Φk(y) = 0 ,

(iii)k :
´
Rn φk(z)dz =

´
Rq

(´
Rp φk(x, y)dx

)
dy =

´
Rq Φk(y)dy.

N :=
⋃
Nk bir sıfır kümesidir. φk ↗ f ve Levi Teoremi 3.3.55’ten y /∈ N

için f(·, y)’nin ölçülebilirliği ve limΦk(y) = F (y) =
´
Rp f(x, y)dx eşitliği

çıkar. Bir kez daha Levi Teoremi ve F = limΦk’den F ’nin ölçülebilirliğini
ve

´
Rq F (y)dy = lim

´
Rq Φk(y)dy eşitliğini elde ederiz. Böylece (i) ve (ii)

kanıtlanmış olur. (iii) ise (iii)k’de limite geçerek elde edilir. ■

Teorem 3.4.3 (Fubini II) f : Rn → R ölçülebilir ve
ˆ
Rn

|f(z)| d z ve
ˆ
Rq

(ˆ
Rp

|f(x, y)| dx
)
dy (3.57)
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integrallerinden herhangi biri sonlu ise f ∈ L(Rn)ve Fubini I teoremi, orada
“ölçülebilir” yerine “integrallenebilir aldığımızda da doğrudur.

Kanıt. F±(y) :=
´
Rp f

±(x, y)dx olsun. Fubini I teoremini f±’ye uygularsakˆ
Rn

f±(z)dz =
ˆ
Rq

F±(y)dy

olur.
´
Rn |f | < +∞ ise 0 ≤ f± ≤ |f | olduğundan

´
f± < +∞ ve f Lebesgue

integrallenebilir. ■

Şimdi teoremimizde x ve y’nin rollerini değişelim. f : Rn → [0,+∞]
ölçülebilir olsun. Benzer biçimde Rp’de bir N sıfır kümesi her x ∈ Rp\N
için f(x, ·) : Rq → [0,+∞] ölçülebilir olacak biçimde bulabiliriz. Her x ∈
Rp\N için G(x) :=

´
Rq f(x, ·)dλq =

´
Rq f(x, y)dy olsun ve x ∈ N için G(x)

istenildiği gibi açıklansın. Bu durumda G : Rp → [0,+∞] ölçülebilir veˆ
Rn

f(z)dz =

ˆ
Rp

G(x)dx =

ˆ
Rp

(ˆ
Rq

f(x, y)dy

)
dx.

Buradan devam edersek f : Rn → R̄ integrallenebilirseˆ
Rn

f(z)dz =

ˆ
Rq

(ˆ
Rp

f(x, y)dx

)
dy =

ˆ
Rp

(ˆ
Rq

f(x, y)dy

)
dx.

elde ederiz. Bu işlem sürdürülerek, π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} herhangi bir
permütasyon ve x = (x1, . . . , xn) olmak üzereˆ

Rn

f(x)dx (3.58)

=

ˆ
R

(ˆ
R

(
· · ·

ˆ
R

(ˆ
R
f(x1, . . . , xn)dxπ(1)

)
dxπ(2) · · ·

)
dxπ(n−1)

)
dxπ(n)

elde edilir.
a, b ∈ R, a ≤ b, I = ⟨a, b⟩ ve f : I → R Lebesgue integrallenebilir

olsun. I ̸= [a, b] ise f ’yi [a, b] ’ye herhangi bir biçimde genişletelim; bu yeni
fonksiyonu da yine f ile gösterelim. ∂I = {a, b} bir sıfır kümesi olduğundan

ˆ b

a
fdλ1 :=

ˆ
[a,b]

fdλ1 =

ˆ
⟨a,b⟩

fdλ1.

Not 3.4.4 A ∈ Ln ve f ∈ L(A) olsun. f̂ : Rn → R̄ fonksiyonu f̂ |A := f ve f̂ |Ac ≡ 0
olarak açıklansın. Bu durumda f̂ ∈ L(Rn) veˆ

A

f(z)dz =

ˆ
Rq

f̂(x, y)dy

ˆ
Rn

f̂(z)dz

=

ˆ
Rq

(ˆ
Rp

f̂(x, y)dx

)
dy =

ˆ
Rp

(ˆ
Rq

f̂(x, y)dy

)
dx.
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Burada
´
Rp f̂(x, y)dx =

´
Ay

f(x, y)dx ve
´
Rq f̂(x, y)dy =

´
Ax

f(x, y)dy. Özel olarak Q′ ∈
Qp ve Q′′ ∈ Qq kutular olmak üzere A = Q′ ×Q′′ ise

ˆ
Q′×Q′′

f(z)dz =

ˆ
Q′′

(ˆ
Q′

f(x, y)dx

)
dy =

ˆ
Q′

(ˆ
Q′′

f(x, y)dy

)
dx.

▲

Uyarı 3.4.5. 1. Ardışık integraller alınabilirken bunların birbirine eşit ol-
ması gerekmez!

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1

x2 − y2

(x2 + y2)
dydx = −

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1

x2 − y2

(x2 + y2)
dxdy = π.

Fubini teoreminden dolayı f(x, y) fonksiyonumuz [−1, 1]2 kutusunda integ-
rallenemez. Bu arada y ̸= 0 için f(x, y) = ∂

∂x
∂
∂y arctan

x
y olduğunu belirtelim.

2. Ardışık integraller birbirine eşit olsa bile f ’nin integrallenebilir olması
gerekmez! Örneğin

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1

xy

(x2 + y2)2
dxdy =

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1

xy

(x2 + y2)2
dydx = 0,

ancak [0, 1]2’de f ≥ 0 olduğundan Fubini I ile

ˆ
[0,1]2

fdλ2 =

ˆ 1

0

ˆ 1

0

xy

(x2 + y2)2
dxdy =

1

2

ˆ 1

0

(
1

y
− y

1 + y2

)
dy = +∞.

Eğer f fonksiyonu [−1, 1]2’de integrallenebilir olsaydı [0, 1]2’de de integral-
lenebilir olurdu ki bu yukarıdaki sonuçla çelişir!

Teorem 3.4.6 (Dönüşüm Teoremi) V ⊂ Rn açık, Φ : V → Rn birebir
ve C1 sınıfından ve U := Φ(V ) olsun. Bir f : U → [0,+∞] fonksiyonu ve-
rilsin. f ’nin ölçülebilir olması için gvyk F := (f ◦ Φ) |detΦ′|’nün ölçülebilir
olmasıdır ve bu durumda

ˆ
U
f(x)dx ≡

ˆ
U
f =

ˆ
V
(f ◦ Φ)

∣∣detΦ′∣∣ (3.59)

≡
ˆ
V
f (Φ(u))

∣∣detΦ′(u)
∣∣ du =

ˆ
V
F (u)du.

Eğer f : U → R ise bu önerme “ölçülebilir” yerine “integrallenebilir” yazdı-
ğımızda da doğrudur.
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Kanıt. Analiz derslerinden U ’nun açık ve Φ−1’in de C1-sınıfından olduğunu
biliyoruz. A ⊂ U için φ(A) ile aşağıdaki önerme gösterilsin:

φ(A) :

A ⊂ U ölçülebilir, B := Φ−1(A) ölçülebilir ve λ(A) ≡
ˆ
U
1A =

ˆ
V
1B
∣∣detΦ′∣∣ .

(i) Savımız Q ⊂ U koşulunu sağlayan Q ∈ Qn kutuları için doğrudur.
Kutular Jordan ölçülebilir ve Jordan ölçüleri Lebesgue ölçüleri ile örtüştü-
ğünden Teorem 2.6.3’ten φ(Q) geçerlidir.

(ii) U ’da verilen sayılabilir ve ayrık {Ai}i∈I ailesi için, her i ∈ I için
φ(Ai) ise φ

(⊔
i∈I Ai

)
olur; burada 3.3.55 devreye girer.

(iii) U ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · , λn(A1) < +∞ ve her i ∈ N∗ için φ(Ai) ise
Sonuç 3.3.56 (ii) ile φ (

⋂
Ai).

Her açık A ⊂ U kümesini, kapanışları A’ya düşen sayılabilir çoklukta ay-
rık kutunun birleşimi olarak yazabiliriz; öyleyse her açık A ⊂ U için (ii) ile
φ(A). Bu ve (iii)’ten her sınırlı Gδ-kümesi A için φ(A) geçerlidir. Herhangi
bir sınırlı ölçülebilir A kümesine, sınırlı Gδ-kümeleriyle istenildiği kadar yak-
laşabiliyoruz; dolayısıyla φ(A) geçerlidir. Şimdi A ∈ Ln keyfi verilsin. A’yı
sayılabilir çoklukta sınırlı ve ayrık ölçülebilir kümelerin birleşimi olarak ya-
zabiliriz; öyleyse φ(A) geçerlidir. Öyleyse

ˆ
U
1A =

ˆ
V
1B
∣∣detΦ′∣∣ = ˆ

V
(1A ◦ Φ)

∣∣detΦ′∣∣ . (3.60)

Bu, (3.59) eşitliğinin 1A tipindeki fonksiyonlar için doğru olduğunu söyler.
Dolayısıyla, A1, . . . , Ak ⊂ A ölçülebilir ve c1, . . . , ck ∈ R olmak üzere savımız
sonlu basamaklı t =

∑
ci1Ai Lebesgue merdivenleri için de doğrudur ve

ayrıca T := (t ◦ Φ) |detΦ′| ölçülebilir.
(a) f : U → [0,+∞] ölçülebilir olsun. Sonlu basamaklı (tk) Lebes-

gue merdivenleri dizisi tk ↗ f olacak biçimde seçilebilir. Bu durumda,
Tk = (tk ◦ Φ) |detΦ′| olmak üzere Tk ↗ F , dolayısıyla F ölçülebilir ve (3.59)
eşitliği Levi Teoremi 3.3.55’ten çıkar.

(b) f : U → [0,+∞] verilsin ve F ölçülebilir olsun. Şimdi Ψ := Φ−1

olmak üzere Ψ : V → U koordinat dönüşümünden yola çıkar, Φ(Ψ(x)) = x ve
detΦ′detΨ′ = 1 olduğunu gözetirsek, (a)’dan f = F ◦Ψ’nin ölçülebilirliğini
ve (3.59) eşitliğini kazanırız. Böylece savımız f : U → [0,+∞] tipindeki
fonksiyonlar için kanıtlanmıştır.

(c) f : U → R ise f = f+ − f−ve savımız f+ ve f−’nin her biri için
doğru olduğundan f içinde doğrudur. ■

Φ : [0,+∞) × [0, 2π] → R2 dönüşümü Φ(r, φ) = (r cosφ, r sinφ) olsun.
Örnek 2.6.7’de bu dönüşümü ele aldık ve detΦ′(r, φ) = r olduğunu biliyoruz.
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Sonuç 3.4.7 f : R2 → R fonksiyonunun integrallenebilir olması için gvyk
F (r, φ) := f(r cosφ, r sinφ)r fonksiyonun [0,+∞) × [0, 2π]’de integrallene-
bilir olmasıdır. İntegrallenme durumunda

ˆ
R2

fdλ2 =

ˆ
[0,+∞)×[0,2π]

Fdλ2,

veya yaygın gösterimle
ˆ
R2

f(x, y)dxdy =

ˆ 2π

0

ˆ +∞

0
f(r cosφ, r sinφ)rdrdφ.

Kanıt. S := [0,+∞)×0 kümesi R2’de bir kapalı sıfır kümesidir. Dolayısıyla
U := R2\S açık ve ölçülebilir bir kümedir ve f ’nin R2’de integrallenebi-
lir olması f ’nin U ’da integrallenebilir olmasına denktir ve integrallenebilir
olma durumunda

´
R2 f =

´
U f . Diğer yandan V := (0,+∞) × (0, 2π) bir

açık kümedir ve Φ|V : V → U , C1 sınıfından bir eşyapı dönüşümüdür. Te-
oremimizden f ’nin U ’da integrallenebilir olması F ’nin V ’de integrallenebilir
olmasına denktir. ([0,+∞)× [0, 2π]) \V bir sıfır kümesi olduğundan, F ’nin
V ’de integrallenebilir olması [0,+∞) × [0, 2π]’de integrallenebilir olmasına
denktir ve integrallenebilir olma durumunda F ’nin bu kümeler üzerindeki
integralleri birbirine eşittir. Kanıt biter. ■

Sonuç 3.4.8 ΦK : R3 → R3 fonksiyonu

ΦK(r, φ, θ) := (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ)

olarak tanımlansın(bkz. (2.104). f : R3 → R fonksiyonu verilsin ve

F (r, φ, θ) := (f ◦ ΦK)(r, φ, θ)
∣∣detΦ′

K(r, φ, θ)
∣∣

= f(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ)
∣∣−r2 sin θ∣∣

olsun. f ’nin R3’te integrallenebilir olması F ’nin [0,+∞)× [0, 2π]× [0, π]’de
integrallenebilir olmasına denktir. İntegrallenebilme durumunda

ˆ
R3

f =

ˆ
[0,+∞)×[0,2π]×[0,π]

F,

veya açık yazılımla
ˆ
R3

f(x, y, z)dxdydz

=

ˆ π

0

ˆ 2π

0

ˆ +∞

0
f(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ)r2 sin θdrdφdθ.
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Kanıt. S := [0,+∞)×{0}×R kümesi R3’te bir kapalı sıfır kümesidir. Dola-
yısıyla f ’nin R3’te integrallenebilir olması U := R3\S açık kümesinde integ-
rallenebilir olmasına denktir ve integrallenebilme durumunda

´
R3 f =

´
U f .

Ayrıca V := (0,+∞) × (0, 2π) × (0, π) olmak üzere ΦK |V → U bir C1-
eşyapı dönüşümüdür ve teoremimizden dolayı f ’nin U ’da integrallenebilir
olması F ’nin V ’de integrallenebilir olmasına denktir. Öte yandan S′ :=
([0,+∞)× [0, 2π]× [0, π]) \V bir sıfır kümesi olduğundan, F ’nin V ’de in-
tegrallenebilir olması ise F ’nin [0,+∞) × [0, 2π] × [0, π]’de integrallenebilir
olmasına denktir ve bu integraller birbirine eşittir. Bu savı verir. ■

3.5 Vitali Örtüleri ve Yoğunluk

Tanım 3.5.1 A ⊂ Rn ve V ise Rn’de, tek noktadan oluşmayan V ⊂ Rn

kümelerinin bir ailesi olsun. Her a ∈ A ve her r > 0 için bir V ∈ V kümesi
a ∈ V ⊂ B̄r(a) olacak biçimde bulunabiliyorsa, V ailesi A’nın bir Vitali
örtüsüdür denir.13

V ailesi A’nın bir Vitali örtüsü, U ⊂ Rn bir açık küme ve A ⊂ U olsun.
O zaman V1 := {V ∈ V|V ⊂ U} ailesi de A’nın bir Vitali örtüsüdür. a ∈ A
ve r > 0 keyfi verilsinler. ρ > 0 sayısını ≤ min

{
1
2d(a, U

c), r
}

olacak biçimde
seçelim. V ailesi A için bir Vitali örtüsü olduğundan bir V ∈ V kümesi a ∈
V ⊂ B̄ρ(a) ⊂ B̄r(a) olacak biçimde vardır ve V ⊂ B̄ρ(a) ⊂ U olduğundan
V ∈ V1.

V ⊂ B̄r(a) ise V ’nin d(V ) çapı ≤ 2r olur. Dolayısıyla Vitali örtüleri
yeterinde küçük parçalar içerir. R1’deki kapalı toplarımız, α ≤ β olmak üzere
[α, β] kapalı aralıklarıdırlar. A = [a, b] ise V := {[α, β]|α, β ∈ Q, α < β} ailesi
A’nın bir Vitali örtüsüdür.

Teorem 3.5.2 (Vitali Örtü Önsavı) A ⊂ Rn kümesinin kapalı toplardan
oluşan bir V Vitali örtüsü verilsin. Verilen her ε > 0 sayısına karşılık, ε’a
bağlı, sayılabilir ve ayrık

{
B̄k

}
⊂ V ailesi, aşağıdaki koşullar sağlanacak

biçimde bulunabilir.
(i) C :=

⊔
B̄k olmak üzere A\C bir sıfır kümesidir.

(ii) λn(C) ≤ λ̄n(A) + ε. Bu özellikten dolayı
{
B̄k

}
ε-duyarlıdır denir.

Kanıt. (a) A kümesi sınırlı olsun ve ε > 0 keyfi verilsin. Sınırlı ve açık W
kümesini A ⊂ W ve λn(W ) ≤ λ̄n(A) + ε olacak biçimde seçelim. B ⊂ Rn

13Kimi yazar bu tanımda B̄r(a) kapalı topu yerine Br(a) açık topları veya a ∈ V ⊂ K
koşulunu sağlayan açık veya kapalı K küplerini(kutu değil!) alır. Bunlar kanıtlanacak
teoremleri değiştirmez.
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herhangi bir topsa, r(B) ile bu topun yarıçapını gösterelim. Elbette r(B) =
r(B̄).

V1 :=
{
B̄|B̄ ∈ V ve B̄ ⊂W

}
ve s1 := sup

{
r(B̄)|B̄ ∈ V1

}
olsun. V1 ailesi de A’nın bir Vitali örtüsüdür. s1 sayısı V’deki kapalı topların
W ’ye düşenlerinin yarıçaplarının supremumudur. W sınırlı olduğu için s1
sonludur. V1’den r1 yarıçapı ≥ s1/2 olan bir B̄1 ∈ V1 öğesini seçebiliriz.

V2 :=
{
B̄|B̄ ∈ V1 ve B̄ ∩ B̄1 = ∅

}
ve s2 := sup

{
r(B̄)|B̄ ∈ V2

}
olsun. Eğer V2 ̸= ∅ ise bir B̄2 ∈ V2’yi r2 := r(B̄2) ≥ s2/2 olacak biçimde
seçebiliriz. Şimdi B̄1, . . . , B̄k ayrık topları ve s1, . . . , sk sayıları seçilmiş ol-
sunlar. Ck :=

⊔
1≤i≤k B̄i olmak üzere

Vk+1 :=
{
B̄|B̄ ∈ Vk, B̄ ∩ Ck = ∅

}
olsun. Eğer Vk+1 = ∅ ise işimiz biter. Çünkü bu A ⊂ Ck ve C = Ck demektir,
dolayısıyla A\C = ∅ bir sıfır kümesidir. Ayrıca C ⊂W olduğundan λn (C) ≤
λn(W ) ≤ λ̄n(A) + ε sağlanır.

Şimdi her k ∈ N∗ için Vk ̸= ∅ olsun.
{
B̄k

}
⊂ V bir sayılabilir ayrık ailedir

ve C :=
⊔
B̄k dersek, sayılabilir kapalı topların birleşimi olarak C ölçülebilir

ve C ⊂ W olduğundan λn(C) ≤ λn(W ) ≤ λ̄n(A) + ε olur. Dolayısıyla (ii)
sağlanmıştır. Şimdi (i)’nin sağlandığını görelim. B̄k topumuzun merkezi ak
olsun; böylece B̄k = B̄rk(ak). Herşeyden önce∑

k≥1

τnr
n
k =

∑
k≥1

λn(B̄k) = λn(C) ≤ λn(W ) < +∞ (3.61)

olduğundan rk ↘ 0 ve sk ↘ 0 olur. Sonlu sayıda kapalı topların birleşimi
olarak her Ck kompakttır. Şimdi bir p için x ∈ A\Cp olduğunu varsayalım.
Bu durumda δ := d(x,Cp) > 0 olur. V, A’nın bir Vitali örtüsü olduğundan
bir B̄(a, r) ∈ V topu r < δ/2 olacak biçimde vardır. Elbette B̄(a, r)∩Cp = ∅
ve sp+1 ≥ r olur. Ayrıca sk ↘ 0 olduğundan

∃j ∈ N (j > p ve sj ≥ r > sj+1) .

r > sj+1 olduğundan B̄(a, r) topu B̄1, . . . , B̄j toplarından birini, diyelim
B̄m = B̄rm(am)’yi keser. B̄(a, r) ∩ Cp = ∅ olduğundan m > p olmak zo-
rundadır. Dolayısıyla, r ≤ sj ≤ sm ≤ 2rm olduğunu da gözetirsek, her
z ∈ B̄(a, r) ∩ B̄rm(am) için

∥x− am∥ ≤ ∥x− a∥+ ∥a− z∥+ ∥z − am∥ ≤ 2r + rm ≤ 4rm + rm = 5rm.
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Sonuçta ∥x− am∥ ≤ 5rm, dolayısıyla

A\Cp ⊂
⋃
k>p

B̄5rk(ak)

λ̄n (A\Cp) ≤
∑
k>p

λn
(
B̄5rk(ak)

)
=
∑
k>p

5nτnr
n
k =: Rp+1 (3.62)

olur.(3.61) ile limRp+1 = 0 ve 0 ≤ λ̄n (A\C) ≤ λ̄n (A\Cp) ≤ Rp+1 olduğun-
dan λ̄n (A\C) = 0 olur.

(b) A sınırsız olsun. Rn’de, köşeleri a ∈ Zn’de ve kenar uzunlukları 1
olan açık küplerimiz sayılabilir çokluktadır.14 Bunlar U1, U2, . . . olsunlar.
Her i ∈ N∗ için εi := ε/2i ve Ai := A ∩ Ui olsun. V her bir Ai’nin bir
Vitali örtüsüdür ve Ai sınırlıdır. Kanıtın (a) şıkkından dolayı V’nin sayı-
labilir bir Vi alt kümesi, Vi’deki toplar Ui’de ve Ci :=

⋃Vi olmak üzere,
Ai\Ci bir sıfır kümesi ve λn(Ci) ≤ λ̄n(Ai) + εi olacak biçimde bulunabilir.
S := Rn\

(⋃
i∈N∗

)
bir sıfır kümesidir. V∗ :=

⊔Vi ve C :=
⊔
Ci olmak üzere

A\C = (
⊔
(Ai\Ci)) ∪ (A ∩ S) bir sıfır kümesidir ve

λn(C) =
∑

λn(Ci) ≤
∑(

λ̄n(Ai) + εi
)
≤ λ̄n(A) + ε.

■

S := A\C bir sıfır kümesi ve A ⊂ C ∪ (A\C) = C ∪ S olduğundan

λ̄n(A) ≤ λ̄n(C) + λ̄n(S) ≤ λn(C) =
∑
i

λn(Ci) (3.63)

A ⊂ Rn ve x ∈ Rn olsun. x noktasını içeren B toplarının ailesini Bx ile
gösterelim.

lim
B↓x

:= lim
d(B)→0,B∈Bx

, lim sup
B↓x

:= lim sup
d(B)→0,B∈Bx

, lim inf
B↓x

:= lim inf
d(B)→0,B∈Bx

kısaltmalarını kullanalım. Bu gösterimle, eğer limit varsa

θ(A, x) := lim
B↓x

λ̄n (A ∩B)

λn(B)

sayısınaA kümesinin x noktasındaki yoğunluğu denir. Elbette 0 ≤ θ(A, x) ≤
1. θ(A, x) = 1 olan x noktalarına A kümesinin yoğunlaşma noktaları de-
nir. A ölçülebilir ve x noktası A’nın bir yoğunlaşma noktası ise, her B ∈ Bx

için λn(A ∩B) + λn(B\A) = λn(B) olduğundan

lim
B↓x

λn(B\A)
λn(B)

= 0. (3.64)

14Aslında Rn’de λn (Rn\
⋃

Ui) = 0 koşulunu sağlayan herhangi ayrık U1, U2, . . . açık
kümeleri işimizi görür. Örneğin U1 := B1(0) ve k ≥ 2 için Uk := Bk(0)\B̄k−1 alabiliriz.



3.5. VİTALİ ÖRTÜLERİ VE YOĞUNLUK 181

U ⊂ Rn açık ve x ∈ U ise x noktasının A’nın bir yoğunlaşma noktası olması
için gvyk x’in U ∩ A’nın bir yoğunlaşma noktası olmasıdır, dd θ(A, x) =
1 ⇐⇒ θ(U ∩ A, x) = 1. Eğer A bir açık küme ise her x ∈ A noktası A’nın
bir yoğunlaşma noktasıdır.

Teorem 3.5.3 (Lebesgue Yoğunluk Teoremi) A ⊂ Rn herhangi bir
altküme olsun. A’nın hemen hemen her noktası A’nın bir yoğunlaşma nok-
tasıdır.

Kanıt.A’yı sınırlı varsayabiliriz. ÖyleyseA kümesi sınırlı ve Z := {a ∈ A|θ(A, a) < 1}
olsun. 0 ≤ p < 1 için

Ap := {x ∈ A|θ(A, x) < p}
(

burada θ(A, x) := lim inf
B↓x

λ̄n (A ∩B)

λn(B)

)
olsun. 0 < pk < 1 ve pk ↗ 1 ise Apk ↑ Z olur. Bu nedenle her 0 < p < 1
için Ap’nin bir sıfır kümesi olduğunu göstermek yeterlidir. 0 < p < 1 olsun
ve p sabit tutulsun. ε > 0 keyfi verilsin. Bir Uε açık kümesini Ap ⊂ Uε ve
λn(Uε) ≤ λ̄n(Ap) + ε olacak biçimde seçelim. B ile Rn’deki topların ailesini
gösterirsek

V :=

{
B ∈ B|B ⊂ Uε,

λ̄n (A ∩B)

λn(B)
< p

}
ailesi Ap için bir Vitali örtüsüdür.15 Teorem 3.5.2’den dolayı sayılabilir ayrık
Bv toplarını λ̄n (Ap\

⊔
Bv) = 0 olacak biçimde seçebiliriz.

Ap =
⊔
v

(Ap ∩Bv) ∪
(
Ap\

⊔
v

Bv

)
⊂
⊔
v

(A ∩Bv) ∪
(
Ap\

⊔
v

Bv

)

olduğundan

λ̄n(Ap) ≤
∑
v

λ̄n (A ∩Bv) < p
∑
v

λn(Bv) ≤ pλn(Uε) ≤ p
(
λ̄n(Ap) + ε

)
olur. Burada ε↘ 0 limitine geçersek λ̄n(Ap) ≤ pλ̄n(Ap) elde ederiz. 0 < p <
1 olduğu için λ̄n(Ap) = 0 olur ve işimiz biter. ■

x ∈ Å ise θ(A, x) = 1 olduğu apaçıktır. Bir a ∈ A noktasına θ (A, a) = 1
ise A’nın iç noktası gibidir diyelim. Bu durumda Lebesgue Yoğunlaşma
Teoremi, Littlewood’un izleyen ilkesine dönüşür: Herhangi bir ölçülebilir kü-
menin hemen hemen her noktası bir iç nokta gibidir.

15B’deki topların tümü kapalı seçilebilir.
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3.6 Tek Değişkenli Lebesgue İntegrallenebilir Fonk-
siyonlar, Anateorem ve Kısmi İntegrasyon

Riemann integralinde olduğu gibi, çok değişkenli Lebesgue integrallenebi-
lir fonksiyonların integralinin hesaplamak, Fubini Teoremi yardımıyla tek
değişkenli Lebesgue integrallenebilir fonksiyonların integralini hesaplamaya
indirgenir. Burada ise, Riemann integralinde olduğu gibi, integral hesabın
Anateoremleri, değişken değiştirme ve kısmi integrasyon devreye girer.

Tanım 3.6.1 f : Rn → R integrallenebilir ve A ⊂ Rn ölçülebilir ve 0 <
λn(A) < +∞ ise

O(f,A) :=
1

λn(A)

ˆ
A
fdλn

sayısına f ’nin A’daki ortalama değeri denir.

Teorem 3.6.2 f : Rn → R Lebesgue integrallenebilirse hh p ∈ Rn için

f(p) = lim
B↓p

O(f,B) ≡ lim
B↓p

1

λn(B)

ˆ
B
fdλn. (3.65)

Kanıt. (1) A ⊂ Rn ölçülebilir ve f = 1A olsun. Bu durumda

O(1A, B) =
1

λn(B)

ˆ
B
1Adλn =

λn(A ∩B)

λn(B)
,

dolayısıyla limB↓pO(1A, B) = θ (A, p). Teorem 3.5.3’ten dolayı hh p ∈ Rn

için
θ(A, p) = lim

B↓p
O(1A, B) = 1 = 1A(p)

(2) f ≥ 0 ve f ölçülebilir olsun. α ∈ (0,+∞) keyfi verilsin ve

Aα :=

{
p ∈ Rn| lim sup

B↓p
|O(f,B)− f(p)| > α

}

olarak açıklansın. Her α > 0 için Aα’nın sıfır kümesi olduğunu görmek yeter-
lidir. Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. λ̄n(Aα) < ε olduğunu savunuyoruz. Önerme
3.3.21’den dolayı, sonlu basamaklı bir φ Lebesgue merdiveni 0 ≤ φ ≤ f ve
g := f − φ olmak üzere ˆ

Rn

gdλn <
αε

4
(3.66)

olacak biçimde seçilebilir. (1)’den dolayı hh p ∈ Rn için limB↓pO(φ,B) =
φ(p). Dolayısıyla Aα kümesi, aşağıda tanımladığımız A′

α kümesinden bir sıfır
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kümesi kadar farklıdır.

A′
α :=

{
p ∈ Rn| lim sup

B↓p
|O (g,B)− g(p)| > α

}
,

A′
α1 := {p ∈ Rn|g(p) > α/2} ,

A′
α2 :=

{
p ∈ Rn| lim sup

B↓p
O (g,B) > α/2

}

olmak üzere A′
α ⊂ A′

α1 ∪A′
α2. Dolayısıyla (3.66) ile

α

2
· λn

(
A′

α1

)
≤
ˆ
A′

α1

gdλn ≤
ˆ
Rn

gdλn ≤ αε

4
,

buradan da λn (A′
α1) ≤ ε/2 elde edilir. O (g,B) > α/2 koşulunu sağlayan B

kapalı topları A′
α2 için bir Vitali örtüsü oluşturur. Bu toplardan sayılabilir

tanesi, Teorem 3.5.2’deki gibi seçilirse, (3.63) ile

α

2
λ̄n
(
A′

α2

)
≤
∑
i

α

2
λn(Bi) ≤

∑
i

O(g,Bi)λn(Bi)

=
∑
i

ˆ
Bi

gdλn ≤
ˆ
Rn

gdλn <
αε

4
.

İki tarafı α
2 ’ye bölerek önce λ̄n (A′

α2) <
ε
2 , ardından her ε > 0 için

λ̄n(A
′
α) ≤ λ̄n

(
A′

α1

)
+ λ̄n

(
A′

α2

)
< ε

olduğundan A′
α, dolayısıyla Aα bir sıfır kümesidir. (2) durumunda sav ka-

nıtlanmıştır.
(3) f : Rn → R integrallenebilir olsun. f± fonksiyonlarına (2) uygulanır. ■

Sonuç 3.6.3 f : [a, b] → R Lebesgue integrallenebilirse

F (x) :=

ˆ x

a
fdλ1

integral fonksiyonu hemen her x ∈ [a, b] noktasında türevlenebilir ve türevin
olduğu noktalarda F ′(x) = f(x) geçerlidir.

Kanıt. R’deki kapalı toplar kapalı aralıklardır. Teorem 3.6.2’den dolayı hh
x ∈ (a, b) için yeterince küçük h > 0 sayıları ile

lim
h↓0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h↓0
1

h

ˆ x+h

x
fdλ1 = lim

h↓0
O(f, [x, h]) = f(x).
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Aynısı [h− x, x] aralıkları için geçerlidir. ■

Not. f : Rn → R Lebesgue integrallenebilir olmak üzere her A ∈ Ln için
F (A) :=

´
A fdλn olsun. p ∈ Rn olmak üzere, varsa

DF (p) := lim
B↓p

F (B)

λn(B)

limitine F ’nin p’deki türevi denir. F ’ye f ’nin integral fonksiyonu, genelde
belirsiz integrali denir. Bu adlandırmalarla Teorem 3.6.2 şu bildik şekli alır:
f ’nin F belirsiz integrali hh p noktasında türevlenebilir ve türevi f ’ye eşittir.
▲

Uyarı 3.6.4. Cantor-Lebesgue fonksiyonu: Cantor kümesini oluşturur-
ken ilk adımda attığımız açık (1/3, 2/3) aralığını I11 ile gösterelim. Kalan
iki aralığın ortalarından attığımız iki (1/9, 2/9) ve (7/9, 8/9) açık aralıklarını
sırasıyla I21, I22 ile gösterelim.

0

1

1

3
4

1
2

1
4

2
9

1
3

7
9

8
9

1
9

2
3

Şekil 3.7: Cantor fonksiyonu

Böyle devam ederek, her i ∈ N∗ için i.ci adımda attığımız açık aralık-
ları soldan sağa Ii1, Ii2, . . . , Ii2i−1 olarak numaralayalım. Bir F : [0, 1] → R
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fonksiyonunu her x ∈ Īij için F (x) := (2j − 1) 2−i olacak biçimde tanımla-
yalım, bkz Şekil (3.7). Bu fonksiyonun iyi tanımlı, monoton artan ve sürekli
olduğunu görmeyi okura bırakıyoruz. F fonksiyonu her Iij açık aralığında
sabit olduğundan orada türevlenebilir ve orada F ′ ≡ 0 olur. Dolayısıyla
U =

⋃
i,j Ii,j ’de F ′ ≡ 0. C = [0, 1]\U bir sıfır kümesi olduğundan [0, 1]’de

hhy F ′(x) = 0. Dolayısıyla F ′ Lebesgue integrallenebilir ve
´ 1
0 F

′ = 0. Do-
layısıyla ˆ 1

0
F ′ = 0 ̸= 1− 0 = F (1)− F (0).

ŞimdiG fonksiyonu [0, 1]’de sabit olsun. O zaman F veG sürekli, hh x ∈ [0, 1]
için F ′(x) = G′(x), ancak F −G sabit değil! Dolayısıyla Riemann integrali
için geçerli olan ve Anateorem II Lebesgue integrali için geçerli değil! F ve
G’yi sürekli almak yerine, aşağıda tanımlayacağımız anlamda, mutlak sürekli
alırsak, o zaman F −G’nin sabit olduğunu kanıtlayacağız.

Tanım 3.6.5 a, b ∈ R, a < b ve f : [a, b] → R verilsin. Her ε > 0
sayısına karşılık bir δε > 0 sayısı, [a, b]’ye düşen her sonlu sayıda ayrık
(α1, β1) , . . . , (αn, βn) aralıkları için∑

1≤i≤n

(βi − αi) < δε =⇒
∑

1≤i≤n

|f(βi)− f(αi)| < ε (3.67)

olacak biçimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu [a, b] aralığında mutlak sürek-
lidir denir.16

Her mutlak sürekli fonksiyon düzgün süreklidir, f : [a, b] → R mutlak
sürekli ve ε ve δε tanımdaki gibi olmak üzere, [a, b]’deki ayrık (αi, βi) , i ∈ N
aralıklarıyla ∑

i∈N
(βi − αi) < δε =⇒

∑
i∈N

|f(βi)− f(αi)| ≤ ε. (3.68)

f, g : [a, b] → R mutlak sürekli ise f ± g, fg ve rf, r ∈ R fonksiyonlarının da
mutlak sürekli olduğunu görmeyi okura bırakıyoruz. Ayrıca Lipschitz sürekli
fonksiyonlar mutlak süreklidir.

16Bu adlandırmada karasız kaldım. “Mutlak” sıfatı bizde mutlak değeri çağrıştırır. Mut-
lak süreklilikte mutlak değer işe karışmaz. Aslında sürekli fonksiyonlar arasında bazı sınıf-
landırmalar yapıyoruz: sürekli, düzgün sürekli, Lipschitz sürekli, mutlak sürekli. “Mutlak
sürekli fonksiyonlar” sürekliliği en güçlü olanıdır. O nedenle “tam sürekli” veya benzeri
bir adlandırma daha doğru olurdu!
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Not. Mutlak sürekli fonksiyonlar düzgün süreklidir(Tanım 3.6.5’te n = 1
alınız).

fn : [0, 1] → R fonksiyonu f(x) :=

{
xn sin 2π

x , x ∈ (0, 1], n ∈ N∗

0 , x = 0

olsun. Her n için fn düzgün sürekli, f1 mutlak sürekli ancak n ≥ 2 için fn
mutlak sürekli değildir. ▲

Teorem 3.6.6 f : [a, b] → R Lebesgue integrallenebilir olsun.
(i) F (x) :=

´ x
a f , x ∈ [a, b] integral fonksiyonu mutlak süreklidir.

(ii) Hemen her x ∈ [a, b] noktasında ∃F ′(x) = f(x).
(iii) G : [a, b] → R mutlak sürekli ve hemen her x ∈ [a, b] için G türevlene-

bilir ve G′(x) = f(x) ise F −G sabittir.17

Kanıt. (i) (a): E ⊂ [a, b] ölçülebilir ve f = 1E olsun. Her (α, β) ⊂ [a, b] için

F (β)− F (α) =

ˆ β

α
1Edλ1 = λ1 (E ∩ (α, β)) .

ε > 0 keyfi verilsin ve δε = ε seçilsin. Sonlu sayıda ayrık (αi, βi) aralıklarla∑
i (βi − αi) < δε ise∑

i

(F (βi)− F (αi)) =
∑
i

λ1 (E ∩ (αi, βi)) <
∑
i

(βi − αi) < δε = ε.

Dolayısıyla f = 1E için F mutlak süreklidir.
(b): f ≥ 0 olsun. ε > 0 keyfi verilsin. Sonlu basamaklı φ Lebesgue

merdiven fonksiyonunu 0 ≤ φ ≤ f ve g := f −φ olmak üzere,
´ b
a gdλ1 < ε/2

olacak biçimde seçelim. Φ(x) :=
´ x
a φdλ1 ise φ’nin integral fonksiyonu olsun.

(a)’dan ve integralin doğrusallığından bir δε > 0 sayısını [a, b]’ye düşen her
sonlu ve ayrık (α1, β1) , . . . , (αn, βn) aralıkları için∑

1≤i≤n

(βi − αi) < δε =⇒
∑

1≤i≤n

(Φ(βi)− Φ(αi)) < ε/2

olacak biçimde seçebiliriz. Dolayısıyla∑
i

(F (βi)− F (αi)) =
∑
i

ˆ βi

αi

gdλ1 +
∑

1≤i≤n

(Φ(βi)− Φ(αi))

≤
ˆ b

a
gdλ1 +

ε

2
< ε.

17Az ileride mutlak sürekli fonksiyon hemen her yerde türevlenebilir olduğunu öğrene-
ceğiz.
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ve F mutlak süreklidir.
(c) f : [a, b]→ R integrallenebilir olsun. İntegrallenebilir f± : [a, b] → R

fonksiyonları ile f± ≥ 0 ve f = f+ − f−. Her (α, β) ⊂ [a, b] için

|F (β)− F (α)| =
∣∣∣∣ˆ β

α
fdλ1

∣∣∣∣ ≤ ˆ β

α
|f | dλ1 =

ˆ β

α
f+dλ1 +

ˆ β

α
f−dλ1

olur. Bu ve (b)’den F ’nin mutlak sürekliliği çıkar. (i)’nin kanıtı biter.
(ii) Bu Sonuç 3.6.3’tür.
(iii) G mutlak sürekli ve hh x için ∃G′(x) = f(x) olsun. Bu durumda H :=
F − G fonksiyonu da mutlak süreklidir ve hh x için H ′(x) = 0 olur. H’nin
sabit olduğunu gösterirsek işimiz biter.

x∗ ∈ [a, b] keyfi verilsin ve sabit tutulsun. ε > 0 keyfi verilsin. Bu du-
rumda |H(x∗)−H(a)| < ε olduğunu göstermek yeterlidir. H mutlak sürekli
olduğundan bir δε > 0 sayısı ayrık Ik = (αk, βk) ⊂ [a, b], k = 1, 2, . . . aralık-
ları ile∑

k

λ1(Ik) =
∑
k

(βk − αk) < δε =⇒
∑
k

|H (βk)−H (αk)| <
ε

2
(3.69)

olacak biçimde bulunabilir.

X :=
{
x ∈ [a, x∗] | ∃H ′(x) ve H ′(x) = 0

}
olsun. Her x ∈ X için, istenildiği kadar küçük h > 0 sayısı,∣∣∣∣H(x+ h)−H(x)

h

∣∣∣∣ ≤ ε

2 (b− a)
(3.70)

olacak biçimde bulunabilir. Bu [x, x+ h] aralıkları X’in bir Vitali örtüsünü
oluşturur. Vitali Örtü Lemması’dan dolayı, bu aralıklardan sayılabilir tane
ayrık [xk, xk + hk] k = 1, 2, . . . aralığı neredeyse X’i örtecek biçimde bulu-
nabilir. [a, x∗]\X bir sıfır kümesi olduğundan

∑
k hk = x∗ − a. Dolayısıyla

bir N sayısı
∑

1≤k≤N hk > x∗ − a− δε olacak biçimde seçilebilir. N sayısını
sabit tutacağımızdan, gerekirse yeniden sıralama yaparak

a ≤ x1 < x1 + h1 ≤ x2 < x2 + h2 ≤ · · · ≤ xN < xN + hN ≤ x∗

sağlanır. Dolayısıyla

H (x∗)−H (a)

= [H (x∗)−H (xN + hN )] + [H (xN + hN )−H(xN )]

+ [H(xN )−H (xN−1 + hN−1)] + [H (xN−1 + hN−1)−H (xN−1)]

+ · · ·
+ [H (x2)−H (x1 + h1)] + [H (x1 + h1)−H (x1)]

+ [H (x1)−H (a)] .
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Bu eşitliğin sağında iki sütun var. İlk sütundaki terimlerin mutlak değerleri-
nin toplamı (3.69)’dan dolayı < ε

2 , ikinci sütundaki terimlerin mutlak değer-
lerinin toplamı ise (3.70)’ten dolayı < ε

2 olur. Sonuçta |H(x∗)−H(a)| < ε
olur ve işimiz biter. ■

I = [a, b] aralığı verilsinn ∈ N∗ ve a = x0 < x1 < · · · < xn = b
olmak üzere I’nın bu tipten D = {x0, x1, . . . , xn} parçalanışlarının kümesini
D ≡ D (I) ile gösterelim. Ayrıca f : [a, b] → R ise

V (f,D) :=
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

p(f,D) :=
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1))
+

n(f,D) :=
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1))
−

olarak açıklansın. D ≺ D′ ise V (f,D) ≤ V (f,D′), aynısı p(f,D) ve n(f,D)
için geçerlidir. Açıkca V (f,D) = p(f,D) + n(f,D).

Tanım 3.6.7 f : [a, b] → R verilsin.

V b
a f := sup

D∈D([a,b])
V (f,D) = sup

a=x0<x1<···<xn=b

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

değerine f ’nin [a, b]’deki değişimi denir. V b
a f < +∞ ise f fonksiyonu

[a, b]’de sınırlı değişimlidir denir.

f : [a, b] → R monoton artansa V b
a f = f(b) − f(a), f monoton aza-

lansa V b
a f = f(a) − f(b) olduğu kolayca görülür. Özetle; her monoton

f : [a, b] → R fonksiyonu sınırlı değişimlidirler ve V b
a f = |f(b)− f(a)|. Do-

layısıyla sınırlı değişimli fonksiyonların sürekli olmaları gerekmez! [0, 1]’de,
f(x) := x2 cos

(
π/x2

)
, 0 < x ≤ 1 ve f(0) := 0 olarak tanımlanan f fonksi-

yonu türevlenebilir ancak sınırlı değişimli değildir. f : [a, b] → R bir Lipsc-
hitz fonksiyonu ve bir M > 0 ile

∀x, y ∈ [a, b] =⇒ |f(y)− f(x)| ≤M |y − x| (3.71)

olsun. Bu durumda V b
a f ≤ M |b− a| olur. Özetle: Lipschitz fonksiyonları

sınırlı değişimlidir. Bunun bir sonucu olarak sürekli türevlenebilir fonksiyon-
lar Lipschitz süreklidirler. Bu durumda M := max {|f ′(x)| | a ≤ x ≤ b} ile
(3.71) sağlanır. Yine kolayca görüleceği gibi f fonksiyonu [a, b] aralığında sı-
nırlı değişimli ise a ≤ α ≤ β ≤ b olmak üzere [α, β]’da da sınırlı değişimlidir
ve V β

α f ≤ V b
a f .
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Tanım 3.6.8 f : [a, b] → R sınırlı değişimli olsun.

pf (x) := sup
D∈D([a,x])

p(f,D)

nf (x) := sup
D∈D([a,x])

n(f,D)

vf (x) := sup
D∈D([a,x])

V (f,D).

Doğrudan tanımdan pf ve nf fonksiyonların monoton artan olduğu ko-
layca görülür.

Teorem 3.6.9 (Jordan Ayrışım Teoremi) Bir f : [a, b] → R fonksi-
yonunun sınırlı değişimli olması için gerek ve yeter koşul monoton artan
f1, f2 : [a, b] → R fonksiyonları ile f = f1 − f2 olmasıdır.

Ayrıca f : [a, b] → R sınırlı değişimli ise her x ∈ [a, b] için

f(x)− f(a) = pf (x)− nf (x) ve (3.72)
vf (x) = pf (x) + nf (x).

Kanıt. Savın bir yönü aşikar. f1, f2 monoton artan ve f = f1 − f2 olsun.
Monoton fonksiyonlar sınırlı değişimli ve sınırlı değişimli fonksiyonlar bir
vektör uzayı oluşturduklarından f de sınırlı değişimli olur.

Şimdi f sınırlı değişimli olsun. (3.72)’yi kanıtlarsak işimiz biter; çünkü
f1 := pf + f(a) ve f2 := nf monoton artan fonksiyonlardır ve f = f1 − f2
olur.

Her x ∈ [a, b] için

vf (x) = sup
D∈D([a,x])

V (f,D) = sup
D∈D([a,x])

(p (f,D) + n (f,D))

≤ sup
D∈D([a,x])

p (f,D) + sup
D∈D([a,x])

n(f,D) = pf (x) + nf (x). (3.73)

Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. D1, D2 ∈ D ([a, x]) parçalanışlarını

pf (x)− p(f,D1) < ε/2 ve nf (x)− n (f,D2) < ε/2 (3.74)

olacak biçimde seçelim. xi−1 < t < xi olsun. f(t) ya f(xi−1) ile f(xi)’nin
arasındadır ya değildir. Bu iki durum ayrı ayrı irdelenerek

(f(xi)− f(t))+ + (f(t)− f(xi−1))
+ ≥ (f(xi)− f(xi−1))

+

(f(xi)− f(t))− + (f(t)− f(xi−1))
− ≥ (f(xi)− f(xi−1))

−

olduğu kolayca görülür. Dolayısıyla D := D1 ∪D2 için

p(f,D) ≥ p(f,D1) ve n(f,D) ≥ n(f,D2) (3.75)



190 Rn’DE İNTEGRAL

elde edilir. Buradan ise (3.74) ile

vf (x) ≥ v(f,D) = p(f,D)+n(f,D) > pf (x)−
ε

2
+nf (x)−

ε

2
= pf (x)+nf (x)−ε

elde edilir. ε ↘ 0 ile vf (x) ≥ pf (x) + nf (x) olur. Bu ve (3.73) ile vf (x) =
pf (x) + nf (x) olur. Doğrudan tanımdan her D ∈ D ([a, x]) için p(f,D) −
n(f,D) = f(x) − f(a) olduğu kolayca görülür. Buradan, önce p(f,D) +
f(a) = n(f,D) + f(x), ardından supremuma geçerek

f(x) = (pf (x) + f(a))− nf (x) (3.76)

elde edilir. Dolayısıyla f fonksiyonu monoton artan pf + f(a) ve nf fonksi-
yonlarının farkına eşittir. ■

Sonuç 3.6.10 f : [a, b] → R Lebesgue integrallenebilirse F (x) =
´ x
a fdλ1

integral fonksiyonu sınırlı değişimlidir.

Kanıt. F±(x) :=
´ x
a f

±dλ1 olmak üzere F± monoton artan ve F = F+−F−

olduğundan sav Jordan Ayrışım Teoremi’nden çıkar. ■

Lemma 3.6.11 f : [a, c] → R ve a < b < c ise V c
a f = V b

a f + V c
b f .

Kanıt. a = x0 < x1 < · · · < xm = b = y0 < y1 < · · · < yn = c olmak üzere∑
1≤i≤m

|f(xi)− f(xi−1)|+
∑

1≤j≤n

|f(yj)− f(yj−1)| ≤ V c
a f.

Bu eşitsizlikte önce ilk toplam, ardından ikinci toplam üzerinden supremuma
geçersek

V b
a f + V c

b f ≤ V c
a f (3.77)

olur. Şimdi a = x0 < x1 < · · · < xn = c verilsin. Bir k ile xk−1 ≤ b ≤ xk
olur. O zaman∑
1≤i≤n

|f (xi)− f (xi−1)| = |f(x1)− f(x0)|+ |f(b)− f(xk−1)|+ |f(xk)− f(b)|

+ · · ·+ |f(xn)− f(xn−1)| ≤ V b
a f + V c

b f. (3.78)

(3.77) ve (3.78) savı verir. ■

Buradan tümevarımla her a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b için

V b
a f =

∑
1≤i≤n

V xi
xi−1

. (3.79)



3.6. TEK DEĞİŞKENLİ LEBESGUE İNTEGRALLENEBİLİR
FONKSİYONLAR, ANATEOREM VE KISMİ İNTEGRASYON 191

Önerme 3.6.12 Her mutlak sürekli f : [a, b] → R fonksiyonu sınırlı deği-
şimlidir.

Kanıt. ε = 1 için δ > 0 sayısını her sonlu sayıda ayrık Ik = (αk, βk) ⊂ [a, b]
için ∑

k

(βk − αk) < δ =⇒
∑
k

|f(βk)− f(αk)| < 1 (3.80)

olacak biçimde seçebiliriz. [a, b] ’nin a = x0 < x1 < · · · < xN = b parçala-
nışını her 1 ≤ i ≤ N için |xi − xi−1| < δ olacak biçimde seçelim. (3.80)’den
V xi
xi−1

f ≤ 1, bu ve (3.79) ile V b
a f =

∑
1≤i≤n V

xi
xi−1

≤ N . Dolayısıyla f , [a, b]’de
sınırlı değişimlidir. ■

Analiz derslerinde f : [a, b] → R ve a < b ise

s :=
f(b)− f(a)

b− a

sayısına f ’nin [a, b]’deki eğimi denir.

Lemma 3.6.13 (Chebyshev Önsavı) f : [a, b] → R fonksiyonu mono-
ton artan ve I := [a, b]’deki eğimi s olsun. S > s olmak üzere I’ya düşen
sayılabilir çoklukta Ik aralıklarında f ’nin eğimleri ≥ S ise∑

k

λ1(Ik) ≤
s

S
λ1(I). (3.81)

Kanıt. Ik = [ak, bk] olmak üzere, f monoton artan olduğundan

f(b)− f(a) ≥
∑
k

(f(bk)− f(ak)) ≥
∑
k

S (bk − ak) = S ·
∑
k

λ1(Ik).

Buradan, f(b)− f(a) = s · λ1(I) olduğundan sav çıkar. ■

Tanım 3.6.14 f fonksiyonu x noktasının bir komşuluğunda tanımlı ise,
h ̸= 0 olmak üzere, R̄’deki

D+f(x) := lim sup
h↓0

f(x+ h)− f(x)

h
, D+f(x) := lim inf

h↓0
f(x+ h)− f(x)

h
,

D−f(x) := lim sup
h↑0

f(x+ h)− f(x)

h
, D−f(x) := lim inf

h↑0
f(x+ h)− f(x)

h

değerlerine f ’nin x’teki Dini türevleri denir.

f ’nin x noktasında türevlenebilir olması bu türevlerin sonlu ve birbirine
eşit olması demektir.
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Teorem 3.6.15 f : [a, b] → R monotonsa f fonksiyonu [a, b]’de hemen her
yerde türevlenebilir, f ′ integrallenebilir ve

ˆ b

a
f ′dλ1 ≤ f(b)− f(a). (3.82)

Kanıt. f ’nin hemen her yerde türevinin olduğunu kanıtlamak için iki şey
kanıtlanmalıdır: Birincisi dört Dini türevlerinin hhy birbirine eşit olduğu,
ikinci olarak türevin hhy sonlu olduğu kanıtlanmalıdır. f ’nin herhangi iki
türevinin birbirine hhy eşit olduklarını göstermek içinse, herhangi birinin
bir diğerinden büyük olduğu noktaların bir sıfır kümesi olduğu göstermek
yeterlidir. Biz örnek olarak

E :=
{
x ∈ [a, b] |D−f(x) < D+f(x)

}
’nin

bir sıfır kümesi olduğunu göstereceğiz. Tüm diğer durumlar benzer biçimde
kanıtlanır. s, S ∈ R sayılarını s < S olacak biçimde keyfi seçelim.

EsS :=
{
x ∈ [a, b] |D−f(x) < s < S < D+f(x)

}
olsun.

λ̄1(EsS) = 0

olduğunu savunuyoruz. h > 0 olmak üzere [x− h, x] tipindeki aralıklara sol
aralık, [x, x+ h] tipindekilere ise sağ aralık diyelim. Her x ∈ EsS için f ’nin
[x− h, x]’deki eğimi < s olan istenildiği kadar küçük sol [x− h, x] aralıkları
vardır. Dolayısıyla Vsol := {[x− h, x]| h > 0}, EsS ’nin bir Vitali örtüsüdür.
Şimdi ε > 0 keyfi verilsin. Vitali Örtü Önsavı ile sayılabilir çoklukta ayrık
Li ∈ Vsol aralıklarını ε-duyarlı olacak biçimde seçebiliriz. Yani L :=

⊔
i L̊i

dersek EsS\L bir sıfır kümesidir ve λ1(L) ≤ λ̄1(EsS) + ε.
Her y ∈ L için istenildiği kadar küçük sağ [x, x+h] ⊂ L∩EsS aralıkları,

f ’nin [x, x+h]’deki eğimi > S olacak biçimde bulunabilir. Bu tür sağ aralık-
lar L ∩EsS ’nin bir Vsağ Vitali örtüsünü oluşturur. Vitali Örtü Önsavı’ndan
sayılabilir çoklukta ayrık Rj sağ aralıkları L ∩ EsS ’yi bir sıfır kümesi dı-
şında örtecek biçimde bulunabilir. R :=

⊔
j Rj olsun. EsS\L bir sıfır kümesi

olduğundan {Rj} ailesi EsS ’yi neredeyse örter. Chebyshev Önsavı ile

λ̄1(EsS) ≤ λ1(R) =
∑
i

∑
Rj⊂Li

λ1 (Rj) ≤
∑
i

s

S
λ1(Li) ≤

s

S

(
λ̄1(EsS) + ε

)
elde edilir. Bu her ε > 0 için doğru olduğundan λ̄1(EsS) ≤ s

S λ̄1(EsS), do-
layısıyla λ̄1(EsS) = 0. Buradan EsS ölçülebilir ve λ1(EsS) = 0 elde edilir.
Sonuçta

E =
{
x ∈ [a, b] |D−f(x) < D+f(x)

}
=

⋃
(s,S)∈Q2, s<S

EsS
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bir sıfır kümesidir. {x ∈ [a, b] |D−f(x) < D+f(x)}’nin bir sıfır kümesi ol-
duğu benzer biçimde gösterilir. Dolayısıyla hhy D−f(x) = D+f(x). Sonlu
sayıdaki diğer seçenekler benzer biçimde kanıtlanır. Dolayısıyla f fonksiyonu
hhy türevlenebilir.

Şimdi f ’nin türevinin hhy sonlu olduğunu görelim. f monoton artan ol-
duğundan, herhangi bir Dini türevi sonlu değilse +∞ olmak zorundadır. Her
x < a için f(x) := f(a) ve b < x için f(b) =: f(x) olarak açıklayarak f fonk-
siyonunu R’ye genişletelim. Her n ∈ N∗ için f ’nin [x, x + 1/n] aralığındaki
eğimini gn(x) ile gösterelim, dd

gn(x) :=
f(x+ 1/n)− f(n)

1/n
= n [f(x+ 1/n)− f(x)] . (3.83)

f monoton artan olduğundan hhy süreklidir, dolayısıyla f ölçülebilir. Bunun
sonucu olarak gn ölçülebilir. (3.83)’ten hh x için ∃ limn gn(x) = D+f(x) =
f ′(x). Ölçülebilir gn’lerin limiti olarak f ′ ölçülebilir ve f ′ ≥ 0. Fatou Ön-
savı’ndan ˆ b

a
f ′dλ1 =

ˆ b

a
lim inf

n
gndλ1 ≤ lim inf

n

ˆ b

a
gn. (3.84)

Diğer yandan y = x+ 1/n dersek
ˆ b

a
f(x+ 1/n)dx =

ˆ b+1/n

a+1/n
f(y)dy

=

ˆ b

a+1/n
f +

ˆ b+1/n

b
f(b) =

ˆ b

a+1/n
f + f(b) · 1

n

olur. f monoton artan olduğundan n
´ a+1/n
a f ≥ n

´ a+1/n
a f(a) = f(a) ve

ˆ b

a
gndλ1 = n

(ˆ b

a+1/n
f + f(b) · 1

n
−
ˆ b

a
f

)

= f(b)− n

ˆ a+ 1
n

a
f ≤ f(b)− f(a).

Bu ve (3.84)’ten ˆ b

a
f ′dλ1 ≤ f(b)− f(a).

Dolayısıyla f ′ integrallenebilir. f monoton artan olduğundan f ′ ≥ 0, ayrıca´ b
a f

′ < +∞ olduğundan hhy f ′(x) ∈ R. ■

Sonuç 3.6.16 f : [a, b] → R Lipschitz fonksiyonları, sınırlı değişimli fonk-
siyonları ve mutlak sürekli fonksiyonları hhy türevlenebilirler.
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Kanıt. Sınırlı değişimli fonksiyonlar, Jordan Ayrışım teoremine göre iki mo-
noton artan fonksiyonun farkı olarak hhy türevlenebilirler. Lipschitz fonk-
siyonları sınırlı değişimlidir (doğrudan tanımdan çıkar), dolayısıyla hhy tü-
revlenebilirler. Mutlak sürekli fonksiyonlar sınırlı değişimlidir(bkz. Önerme
3.6.12), dolayısıyla hhy türevlenebilirler. ■

Not. Teorem 3.6.6(iii)’te mutlak sürekli G fonksiyonunun hhy türevlenebilir
olmasını istemiştik. Artık bunun kendiliğinden sağlandığını biliyoruz! ▲

Bazı kazanımlarımıza Riemann integralindeki adlandırmaları verelim.
Teorem 3.6.6 (i) ve (ii) şu şekli alır.

Teorem 3.6.17 (Lebesgue Anateoremi I ) f : [a, b] → R Lebesgue in-
tegrallenebilirse

F (x) :=

ˆ x

a
fdλ1

integral fonksiyonu mutlak süreklidir, hhy türevlenebilir ve türevin olduğu
noktalarda ise F ′(x) = f(x) geçerlidir.

Teorem 3.6.6(iii), Sonuç 3.6.16 ile birlikte şu şekli alır:

Teorem 3.6.18 (Lebesgue Anateoremi II ) G : [a, b] → R mutlak sü-
rekli ise hh x ∈ [a, b] için ∃G′(x), G′ ∈ L1 ([a, b]) ve her x ∈ [a, b] için

G(x)−G(a) =

ˆ x

a
G′fdλ1.

Teorem 3.6.19 (Kısmi İntegrasyon) F,G : [a, b] → R mutlak sürekli
fonksiyonlarsa

ˆ b

a
FG′ = F (b)G(b)− F (a)G(a)−

ˆ b

a
F ′G. (3.85)

Kanıt. F, G, veFG fonksiyonlarının her üçü de [a, b]’de mutlak sürekli
olduğundan orada hhy türevlenebilir. Dolayısıyla [a, b]’deki bir S sıfır kümesi
dışında üçü de türevlenebilir ve orada

(FG)′ = F ′G+ FG′ (3.86)

geçerlidir. İkinci Anateoremden F ′ ve G′ integrallenebilir. F,G sınırlı sü-
rekli fonksiyonlar olduğundan F ′G ve FG′ integrallenebilir (Bu savı (*) ile
gösterelim). (3.86)’dan

F (b)G(b)− F (a)G(a) =

ˆ b

a
FG′ +

ˆ b

a
F ′G.
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Ancak (*) önermesini kanıtlamış değiliz. Biz Lebesgue-Stieltjes integraline
girmedik. Bu konuyu işleyen her kitapta okur (*) önermesinin kanıtını bula-
bilir. Biz yine de (3.85) savının bir başka kanıtını vereceğiz. f, g : [a, b] → R
ve f ≥ 0, g ≥ 0 olsunlar.
(1) α, β ≥ 0 ve f ≡ α = α1I , g ≡ β = β1I sabit fonksiyonları olsunlar.
Bu durumda F (x) = αx + c ve G(x) = βx + c′ olur. c = c′ = 0 alınabilir,
çünkü aşağıdaki hesaplarda bu terimleri içeren terimler birbirini götürür;
bunu okura bırakıyoruz.

F (b)G(b)− F (a)G(a) = (αb) (βb)− (αa) (βa)

= αβb2 − αβa2ˆ b

a
FG′ +

ˆ b

a
F ′G =

ˆ b

a
αβxdx+

ˆ b

a
αβxdx = αβb2 − αβa2.

Savımız bu durumda doğrudur.
(2) f = φ ve g = ψ merdiven fonksiyonları olsunlar. I’nın bir I1 = ⟨a, x1⟩ , . . .,⟨xn−1, b⟩
parçalanışını f =

∑
i αi1Ii ve g =

∑
i βi1Ii olacak biçimde seçelim. (1)’den

dolayı savımız her bir Ii aralığında doğrudur. Bu aralıklardaki eşitlikleri ta-
raf tarafa toplayarak savımızı elde ederiz.
(3) f, g : [a, b] → [0,+∞) Lebesgue integrallenebilir olsunlar. φk, ψk :
[a, b] → [0,+∞) sonlu merdiven fonksiyonlarını φk ↗ f ve ψk ↗ g olacak
biçimde seçebiliriz. Φk ve Ψk fonksiyonları sırasıyla φk ve ψk’nın integral
fonksiyonları ise (2)’den dolayı her k için

Φk(b)Ψk(b)− Φk(a)Ψk(a) =

ˆ b

a
ΦkΨ

′
k +

ˆ b

a
Φ′
kΨk.

Burada limite geçersek sav Monoton Yakınsaklık Teoreminden çıkar.
(4) f, g : [a, b] → R integrallenebilir olsunlar. f = f+ − f−, g = g+ − g− ve
sav f± ve g± için doğru olduğundan f ve g içinde doğrudur. ■

Not. Bu teoremin Fubini Teoremi üzerinden yalın bir kanıtını verelim: T :=
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{(x, y) | a ≤ y ≤ x ≤ b} olsun.
ˆ b

a
F (x)g(x)dx =

ˆ b

a

(
F (a) +

ˆ x

a
f(y)dy

)
g(x)dx

=

ˆ b

a
F (a)g(x)dx+

ˆ
T
1T (x, y)f(y)g(x)dλ2

= F (a) (G(b)−G(a)) +

ˆ b

a

(ˆ b

y
g(x)dx

)
f(y)dy

= F (a) (G(b)−G(a)) +

ˆ b

a
(G(b)−G(y)) f(y)dy

= F (b)G(b)− F (a)G(a)−
ˆ b

a
f(y)G(y)dy

= F (b)G(b)− F (a)G(a)−
ˆ b

a
f(x)G(x)dx.

▲

n = 1 durumunda Dönüşüm Teoremi 3.4.6 genelleştirilebilir.

Teorem 3.6.20 (Değişken Değiştirme) g ∈ L1 ([α, β]), g ≥ 0 ve

G(t) :=

ˆ t

α
g + a, t ∈ [α, β]

olsun. a = G(α), b = G(β) olsun. Her f ∈ L1 ([a, b]) için
ˆ b

a
f(x)dx =

ˆ b

a
f =

ˆ β

α
(f ◦G) g =

ˆ β

α
f (G(t)) g(t)dt. (3.87)

Kanıt. Birinci Anateoremden dolayı G süreklidir ve g ≥ 0 olduğu içinse
[a, b]’deki her değeri en az bir kez alır.
(1) a ≤ a1 ≤ b1 ≤ b, I = [a1, b1] ve f = 1I olsun. G−1(I), α ≤ α1 ≤ β1 ≤ β
olmak üzere [α1, β1] tipinde bir aralıktır. Bu durumda (3.87) geçerlidir:

ˆ b

a
1I = b1 − a1 = G(β1)−G(α1) =

ˆ β1

α1

g =

ˆ β

α
(1I ◦G) g.

(2) (1)’den dolayı savımız f bir merdiven fonksiyonu olduğunda da doğru-
dur.
(3) Şimdi f ≥ 0 olsun. φk ≥ 0 sonlu merdiven fonksiyonlarını bir S sı-
fır kümesi dışında φk(x) ↗ f(x) olacak biçimde seçebiliriz. Bir T küme-
sini T := {t ∈ [α, β] | g(t) ̸= 0, G(t) ∈ S} şeklinde tanımlayalım. Aşağıda
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T ’nin bir sıfır kümesi olduğunu kanıtlayacağız; şimdilik bunu kabullenelim.
O zaman ((φk(G(t))g(t)) ⊂ L1 ([α, β]) monoton artandır ve her t /∈ T için
f(G(t))g(t)’ye yakınsar. Sav Monoton Yakınsaklık Teoremi ve φk için yazıl-
mış (3.87)’den çıkar.

Şimdi T ’nin sıfır kümesi olduğunu görelim. S bir sıfır kümesi olduğundan,
monoton artan (ψk) sonlu basamaklı merdiven fonksiyonları, S’de ıraksak ve
integralleri sınırlı olacak biçimde bulunabilir(örneğin ψk ≡ k). (3.87)’yi ψk

için yazarsak Monoton Yakınsaklık Teoreminden ((ψk(G(t))g(t)) dizisinin
[α, β]’da hhy yakınsaklığını elde ederiz, dd ıraksak olduğu noktalar bir sıfır
kümesi oluşturur. Bu dizi T ’de ıraksak olduğundan T bir sıfır kümesidir.
(4) Herhangi bir f ∈ L1 ([a, b]) için, sav f±’ler için doğru ve integral doğrusal
olduğundan f için de doğrudur. ■

Teorem 3.6.20’yi g ≤ 0 için ifade etmeyi okura bırakıyoruz.

Not 3.6.21 Newton İntegrali: Newton bir fizikçi olarak bazı fiziksel büyüklüklerin za-
mana göre değişimleriyle de ilgilenmiştir. Onun için bir cismin ivmesini(=hızın türevini)
biliyorsak hızını, hızını(=kat edilen yolun türevini) biliyorsam yolu bulmak temel prob-
lemlerden olmuştur. Özetle problemimiz, bir fonksiyonun türevini biliyorsam kendisini
bulmaktır, dd ilkel problemidir.

−∞ ≤ a < b ≤ +∞ ve f : (a, b) → R verilsin. Bir F : (a, b) → R fonksiyonuna, her
x ∈ (a, b) için F ′(x) var ve F ′(x) = f(x) ise f ’nin (a, b)’de bir karşıtürevi (veya ilkeli)
demiştik. F , f ’nin bir karşıtürevi ise her c ∈ R için F + c’de f ’nin bir karşı türevidir. F ,
f ’nin bir karşıtürevi ise

N

ˆ b

a

f := lim
x↗b

F (b)− lim
x↘a

F (b)

sayısına f ’nin (a, b)’deki Newton integrali denir. Bu tanım F karşıttürev fonksiyonunun
seçiminden bağımsızdır. Newton integralinin tanımında, Riemann integralinin tanımın-
daki iki kısıtlama yoktur: (a, b) aralığının sınırlı olması ve f fonksiyonunun sınırlı olması
gerekmez.

Teorem: [a, b] sınırlı aralık ve f : [a, b] → R sürekli ise f fonksiyonu (a, b)’de hem
Newton hem de Riemann integrallenebilir ve N

´ b

a
f =

´ b

a
fdj1.

Şimdi f(x) := x2 cos π
x2 , 0 < x ≤ 1 ve f(0) := 0 olsun.

f ′(x) = 2x cos
π

x2
+

2π

x
sin

π

x2
(0 < x ≤ 1) ve f ′(0) = 0.

f ′ fonksiyonu (0, 1)’de Newton integrallenebilir; sınırlı olmadığı için Riemann integralle-
nemez! Şimdi f ′’nin Lebesgue integrallenemez olduğunu görelim. 0 < a < b < 1 için f ′

fonksiyonu [a, b] aralığında sürekli, dolayısıyla Riemann integrallenebilir ve
ˆ b

a

f ′dj1 =

ˆ b

a

f ′dλ1 = cos
π

b2
− cos

π

a2
.

k ∈ N∗ için ak =
√

2/ (4k + 1), bk = 1/2k olsun. [ak, bk] aralıkları ayrık ve
´ bk
ak

f ′dλ1 =

1/2k olduğundan
ˆ 1

0

∣∣f ′∣∣ dλ1 ≥
∑
k≥1

ˆ bk

ak

∣∣f ′∣∣ dλ1 =
∑
k≥1

1

2k
= +∞
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olur. Sonuçta |f ′|, [0, 1]’de Lebesgue integrallenemez; dolayısıyla f ′ de Lebesgue integral-
lenemez.

Bir f : (a, b) → R fonksiyonunun, bu aralıkta bir Newton integralinden söz ede-
bilmemiz için, her şeyden önce f ’nin bir F fonksiyonunun türevi olması gerekir. Hangi
f ’lerin bir F ’nin türevi olduğu sorusu zor bir sorudur. Ancak (a, b)’de tanımlı fn(x) :=
1
n

(
F
(
x+ 1

n

)
− F (x)

)
fonksiyonları orada sürekli dolayısıyla ölçülebilir olduklarından f =

lim fn fonksiyonu ölçülebilir olmalıdır. Ayrıca bir başka gerekli koşul biliyoruz: f bir Dar-
boux fonksiyonu olmalıdır, yani her a < α < β < b için (α, β) aralığında f fonksiyonu
f(α) ile f(β) arasındaki her değeri alır (bkz. [13], s.13). I = [0, 1] ve A := I ∩ Q olmak
üzere 1A’nın Riemann integrallenemediğini biliyoruz. 1A bir Darboux fonksiyonu olma-
dığı için Newton integrallenemez. Şimdi f : I → R fonksiyonu f(0) = 0 ve r ∈ (0, 1] ve
p, q ∈ N∗ aralarında asal olmak üzere r = p/q ise f(r) := 1/q, eğer r bir irrasyonel sayı
ise f(r) = 0 olarak açıklansın (Riemann fonksiyonu). f fonksiyonu I’daki irrasyonel
noktalarda sürekli olduğundan Riemann integrallenebilir, ancak bir Darboux fonksiyonu
olmadığından Newton integrallenemez ! Bu kısa açıklamalarla bu üç integral kavramının
farklı olduklarını vurguladık. Bu konuyu izleyen kısımda yeniden ele alacağız. ▲



Bölüm 4

İntegrale Farklı Yaklaşımlar

Daha önceki üç bölümde Rn’de Riemann ve Lebesgue integrallerini ele aldık.
Her iki integrale de farklı yaklaşabileceğimizi gördük. Bir yandan bu kavram-
ların bazı genelleştirmelerine, diğer yandan integrale farklı yaklaşımlara yer
vereceğiz. Örneğin Rn yerine herhangi bir X kümesi alırsak ne yapabiliriz?
Diğer yandan Rn yerel kompakt bir metrik uzaydır. Rn yerine herhangi bir
yerel kompakt metrik uzay alabilir miyiz? Veya Riemann ve Lebesgue in-
tegrallerinin sahip olmadığı bir özelliği öne çıkarıp, bu özelliği olan, integral
benzeri bir kavram açıklayabilir miyiz? Bu bölüm bir bilgilendirme bölümü
olduğu için dillendirilen önermelerinin kanıtı verilmeyecektir.

A ⊂ Rn Jordan ölçülebilir ise R(A) bir R-vektör uzayıdır ve her f, g ∈
R(A) için f ∨ g := max {f, g} ∈ R(A) ve f ∧ g := min {f, g} ∈ R(A) (kafes
özelliği).

´
A f ile f ’nin Riemann integralini göstermek üzere

´
A : R(A) → R

doğrusal ve monotondur, dd f ≥ 0 ise
´
A f ≥ 0.

4.1 (Riemann-)Stieltjes İntegrali

Uzlaşma: Bu kısımda a, b ∈ R ve I = [a, b] olmak üzere f, g, . . . , φ, ψ, . . .
fonksiyonlarımız daima I’da tanımlı ve R değerli olacaklardır. Ayrıca I’nın
bir Z parçalanışından söz ettiğimizde bu a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn =
b noktalarının belirlediği bir parçalanış olacaktır. Ik = ⟨xk−1, xk⟩ olmak
üzere Z parçalanışını {Ik} ile gösterelim. Daha önce de olduğu gibi ξk ∈ Ik
noktalarını seçmişsek, bunu Z(ξ) olarak göstereceğiz. Bu tür parçalanışların
ailesini Z∗

<(I) veya kısaca Z∗
< ile gösterelim.

f, φ : I → R sınırlı fonksiyonlar ve Z(ξ) ise I’nın bir parçalanışı olsun.

S (f, φ,Z(ξ)) :=
∑
i

f(ξi) (φ(xi)− φ(xi−1)) (4.1)

199
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toplamına f fonksiyonunun φ,Z(ξ)’ye göre Stieltjes toplamı denir. Eğer
lim∥Z∥→0 S (f, φ, Z(ξ)) varsa f fonksiyonu I’da φ’ye göre (Riemann-)
Stieltjes integrallenebilir ve

Iφ(f) ≡
ˆ
I
fdφ ≡

ˆ b

a
f(x)dφ(x) ≡

ˆ b

a
fdφ := lim

∥Z∥→0
S (f, φ, Z(ξ))

limitine, f ’nin I’da φ’ye göre (Riemann-) Stieltjes integrali denir.
(Riemann-)Stieltjes yerine kısaca Stieltjes diyeceğiz. Tıpkı Riemann integ-
ralinde olduğu gibi bu, ∥Zn∥ → 0 koşulunu sağlayan her (Zn(ξ)) parçalanış
dizisi için (S (f, φ,Zn(ξ))) dizisinin aynı α gerçel sayısına yakınsak olması
demektir; bu durumda α =

´ b
a fdφ.

I’da φ’ye göre Stieltjes integrallenebilen f fonksiyonlarının kümesini
S (φ, I) ile gösterelim.

φ(x) ≡ x ise S (f, φ, Z(ξ)) toplamı R(f,Z(ξ)) toplamına eşit olduğundan
f ’nin Riemann integrallenebilir olması f ’nin I’da φ’ye göre Stieltjes integ-
rallenebilir olmasına denktir. Stieltjes integrali Riemann integralini özel hal
olarak içerir.

Teorem 4.1.1 Aşağıdaki önermeler geçerlidir:
(i) f ∈ S (φ, I) ise her c ∈ R için cf ∈ S (φ, I), f ∈ S (cφ, I) ve

ˆ b

a
cfdφ =

ˆ b

a
fd (cφ) = c

ˆ b

a
fdφ.

(ii) f, g ∈ S (φ, I) ise f + g ∈ S (φ, I) ve
ˆ b

a
(f + g) dφ =

ˆ b

a
fdφ+

ˆ b

a
gdφ.

(iii) f ∈ S (φ, I) ve f ∈ S (ψ, I) ise f ∈ S (φ+ ψ, I) ve
ˆ b

a
fd (φ+ ψ) =

ˆ b

a
fdφ+

ˆ b

a
fdψ.

(iv) f ∈ S (φ, I) ve a < c < b ise f ∈ S (φ, [a, c]), f ∈ S (φ, [c, d]) ve
ˆ b

a
fdφ =

ˆ c

a
fdφ+

ˆ b

c
fdφ.

Teorem 4.1.2 (Kısmi integrasyon) f ∈ S (φ, I) ise φ ∈ S (f, I) ve
ˆ b

a
fdφ = [f (b)φ(b)− f (a)φ(a)]−

ˆ b

a
φdf.
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Doğrudan tanımdan aşağıdaki teorem kazanılır.

Teorem 4.1.3 (Değişken Değişimi) f, φ : [a, b] → R ve ψ : [α, β] → [a, b]
sürekli ve kesin artan olsun. f ∈ S (φ, [a, b]) olması için gerek ve yeter koşul
f ◦ ψ ∈ S (φ ◦ ψ, [α, β]) olmasıdır ve bu durumda

ˆ b

a
fdφ =

ˆ β

α
(f ◦ ψ) d (φ ◦ ψ) .

f sürekli ve φ ∈ C1 ise Ortalama Değer Teoremi’nden φ(xi)−φ(xi−1) =
φ′(ξ′i) (xi − xi−1) olduğundan

ˆ b

a
f(x)dφ(x) =

ˆ b

a
f(x)φ′(x)dx.

Bir kez daha Stieltjes integrali (sol yan) Riemann integrali (sağ yan) buluştu.

Teorem 4.1.4 f, φ : [a, b] → R, f sınırlı ve φ sınırlı değişimli olsun. Aşa-
ğıdaki koşullardan her biri

´ b
a fdφ integralinin varlığı için gerek ve yeterlidir:

(i) Her ε > 0 sayısı için bir δε > 0 sayısı ∥Z∥ < δε koşulunu sağlayan,
[a, b]’nin her Z = {Ii} parçalanışı için∑

i

sl (f, Ii) |φ(xi)− φ(xi−1)| ≤ ε

olacak biçimde bulunabilir.
(ii) Her ε > 0 sayısı için bir δε > 0 sayısı ∥Z∥ < δε koşulunu sağlayan,

[a, b]’nin her Z = {Ii} parçalanışı için∑
i

sl (f, Ii)V
xi
xi−1

φ ≤ ε

olacak biçimde bulunabilir.

Dolayısıyla Stieltjes integralinde sınırlı değişimli fonksiyonlar önemlidir.

Teorem 4.1.5 f, φ : [a, b] → R, f sınırlı ve φ mutlak sürekli ise
ˆ b

a
fdφ =

ˆ b

a
fφ′dλ1.

Bu teoremde ise Stieltjes integrali ve Lebesgue integrali buluşur.
Özel durum: φ monoton artansa Iφ : C ([a, b]) → R doğrusal ve mono-

ton artandır. Riesz, her monoton doğrusal L : C ([a, b]) → R dönüşümünün
bu tipten olduğunu, dd bir sınırlı monoton artan φ ile L = Iφ olduğunu
kanıtlamıştır.
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4.2 Ölçüsel Yaklaşım

Bu kısımdaki yaklaşım, olasılık ve komşu alanlarla ilgilenenlerin yeğlediği
yaklaşımdır.

X ̸= ∅ herhangi bir küme olsun. Rn’deki Lebesgue integralini X’te bir
Lebesgue integraline taşıyacağız. Burada Rn’nin, bir küme olmak dışında
diğer özelliklerini, örneğin topolojik özelliklerini kullanmaktan sakınacağız.

∅ ̸= M ⊂ P(X) bir σ -cebiri olsun, dd her A ∈ M için Ac ∈ M ve
her sayılabilir {Ai} ⊂ M için

⋃
Ai ∈ M. µ : M → [0,+∞] bir ölçü olsun,

dd µ(∅) = 0 ve her sayılabilir ve ayrık {Ai} ⊂ M ailesi için µ (
⊔

iAi) =∑
i µ(Ai). Bu durumda (X,M) ikilisine bir ölçülebilir uzay ve (X,M, µ)

üçlüsüne ise bir ölçü uzayı denir. µ(X) = 1 ise (X,M, µ)’ye bir olasılık
uzayı denir. Biz kitabımızda (Rn,Ln, λn) ölçü uzayında çalıştık; burada
yaptıklarımızı, olabildiğince (X,M, µ)’ye aktaracağız. S ⊂ X ve µ(S) = 0
ise S’ye bir µ-sıfır kümesi denir. Her x ∈ X için bir Φ(x) önermesi verilsin.
S ⊂ X bir µ-sıfır kümesi olmak üzere her x ∈ X\S için Φ(x) doğru ise Φ(x),
X’te µ-hemen her yerde veya µ-hhy geçerlidir diyeceğiz.

Bir µ∗ : P (X) → [0,+∞] dönüşümüne, µ∗(∅) = 0 ve sayılabilir alttop-
lamsalsa, dd

her sayılabilir {Ai} ⊂ P (X) için µ∗
(⋃

Ai

)
≤
∑

µ∗(Ai)

ise X’te bir dış ölçüdür denir. µ∗ bir dış ölçü ise

Mµ := {A ⊂ X | ∀E ⊂ X (µ∗ (E) = µ∗ (E ∩A) + µ∗ (E\A))}

ailesi bir σ-cebiridir ve µ := µ∗|Mµ bir σ-ölçüsüdür.
Bir f : X → R fonksiyonuna, f(X) = {ai}i∈I , I sayılabilir ve her

Ai := f−1(ai) ∈ M ise bir M-merdiveni diyelim ve bu merdivenlerin kü-
mesini Mµ ile gösterelim. Bu durumda f =

∑
i ai1Ai . Eğer I sonlu ise

f ’ye sonlu basamaklı diyelim ve sonlu basamaklı merdiven fonksiyonları-
nın kümesini Msµ ile gösterelim. Biz Rn’de Mλn ile çalıştık. Burada genel
yaklaşıma uyarak Msµ ile çalışacağız. Msµ bir R-vektör uzayıdır. M+

sµ :=
{f ∈ Msµ | µ-hhy f ≥ 0} olsun.

Bir f : X → R̄ fonksiyonuna ava her A ∈ B̄1 için f−1(A) ∈ M ise M−B̄1

ölçülebilir veya yalın olarak ölçülebilir diyelim. Altkısım 3.3.2’deki tüm
savlar, son üçü hariç dd önsavlar 3.3.22, 3.3.23 ve Teorem 3.3.24 hariç şimdi
de geçerlidirler.

φ =
∑

i ai1Ai ∈ Msµ olmak üzere I(φ) :=
∑

i aiµ(Ai) olarak açıklansın.
I(φ) iyi tanımlıdır ve I : Msµ → R bir doğrusal dönüşümdür. Aslında I’yı
M+

sµ’de bilmek yeterlidir. φ,ψ ∈ M+
sµ ve µ-hhy φ(x) ≤ ψ(x) ise I(φ) ≤

I(ψ).
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Tanım 4.2.1 f : X → R̄ fonksiyonu µ-ölçülebilir olsun.

(i) f : X → [0,+∞] iseˆ
fdµ := sup

{
I (φ) |φ ∈ M+

sµ ve µ-hhy φ ≤ f
}
.

(ii)
´
f+dµ ve

´
f−dµ’nün ikisi birden {±∞}’de değilseˆ

fdµ :=

ˆ
f+dµ−

ˆ
f−dµ ∈ R̄.

(iii) f fonksiyonu (µ-) Lebesgue integrallenebilir avaˆ
fdµ ∈ R

(
⇐⇒

ˆ
|f | dµ =

ˆ
f+dµ+

ˆ
f−dµ < +∞

)
.

Lµ ≡ Lµ(X) :=
{
f | f : X → R̄ µ-Lebesgue integrallenebilir

}
.

Her φ ∈ M+
sµ için I(φ) =

´
fdµ olduğu aşikardır. (Rn,Ln, λn)’de öğrendiği-

miz çoğu temel teoremler olduğu gibi, benzer kanıtlarla (X,M, µ)’ye akta-
rılır.

Önerme 4.2.2 (Doğrusallık) µ-ölçülebilir f, g : X → R̄ fonksiyonlarının
integralleri tanımlı olsun.

(i) Her a ∈ R için
´
(af) dµ = a

´
fdµ.

(ii)
´
fdµ+

´
gdµ toplamı R̄’de tanımlı ise, gerekirse bir µ-sıfır kümesinde

f ve g’nin değerlerinde değişiklik yaparak, f+g tanımlı hale getirilebilir
ve

´
(f + g) dµ =

´
fdµ+

´
gdµ.

Özellikle Lµ(X) bir R-vektör uzayıdır ve
´

: Lµ → R ,
(
f →

´
fdµ

)
dönü-

şümü doğrusaldır.

Önerme 4.2.3 (Monotonluk) f, g : X → R̄ fonksiyonları µ-ölçülebilir ve
µ hhy f ≤ g olsun. −∞ <

´
fdµ ise

´
gdµ de tanımlıdır ve

´
fdµ ≤

´
gdµ.

Teorem 4.2.4 (Monoton Yakınsaklık Teoremi, B. Levi) fk : X →
[0,+∞](k ∈ N) fonksiyonları µ-ölçülebilir ve f0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ve f :=
lim fk ise ˆ

fdµ ≡
ˆ (

lim
k
fk

)
dµ = lim

k

ˆ
fkdµ.

Yine f µ-ölçülebilir ve E ∈ M iseˆ
E
fdµ :=

ˆ
(f · 1E) dµ

olarak açıklanır.
f : X → R̄ µ-ölçülebilir olsun.

´
fdµ tanımlı ise

∣∣´ fdµ∣∣ ≤ ´
|f | dµ;

ayrıca f ∈ Lµ ⇐⇒ |f | ∈ Lµ.
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Önerme 4.2.5 (Majör Ölçütü) g : X → [0,+∞] integrallenebilir ve
ölçülebilir f : X → R̄ ile µ-hhy |f | ≤ g ise f ∈ Lµ.

Lemma 4.2.6 (Fatou Önsavı) Her k ∈ N için fk : X → [0,+∞] fonksi-
yonu µ-ölçülebilirse

ˆ
(lim inf fk) dµ ≤ lim inf

ˆ
fkdµ.

Teorem 4.2.7 (Lebesgue Sınırlandırılmış Yakınsaklık Teoremi) Her
k ∈ N için fk : X → R̄ fonksiyonu µ-ölçülebilir ve µ-hhy f(x) := lim fk(x)
olsun. İntegrallenebilir bir g : X → [0,+∞] ile µ-hhy sup |fk(x)| ≤ g ise f
de integrallenebilir ve

ˆ
fdµ = lim

k→+∞

ˆ
fkdµ.

Ayrıca ∥f − fk∥L1(µ) :=
´
|f − fk| dµ→ 0.

4.3 Fonksiyonel Yaklaşım

Bu kısımda ele alacağımız yaklaşım, Radon, Daniell, Stone... yaklaşımlarıdır.
Bazen ilgilendiğimiz bir alandaki bazı özelliklere odaklanıp, bu özelliklere sa-
hip daha genel yapılarda neler yapabileceğimizi araştırırız. Q ⊂ Rn bir kapalı
kutu olsun. C(Q)’nun şu özelliklerine odaklanacağız: C(Q) bir R-vektör uza-
yıdır ve bir kafestir, dd f, g ∈ C(Q) ise f ∧ g, f ∨ g ∈ C(Q). Diğer yandan´
Q : C(Q) → R

(
f ⇝

´
Q fdjn

)
dönüşümü doğrusaldır, pozitiftir1 dd f ≥ 0

ise
´
Q f ≥ 0 ve Daniell özelliğine sahiptir, dd:

Daniell Özelliği: (fk) ⊂ C(Q) ve fk ↘ 0 ise
ˆ
Q
fkdjn ↘ 0.

Bu Dini Teoremi ve Teorem 2.3.28’in bir sonucudur.2

Şimdi X ̸= ∅, E ⊂ S(X,R) := {f |f : X → R sınırlı} bir R-vektör uzayı
ve E ayrıca bir kafes olsun. R-doğrusal, monoton bir I : E → R dönüşümüne,
ayrıca Daniell Özelliği’ne sahipse, dd fk ↘ 0 koşulunu sağlayan her (fk) ⊂ E
dizisi için I (fk) ↘ 0 ise E ’de bir integral denir. Daniell Özelliği aşağıdaki
önermelerden her birine denktir:

1Pozitiflik monoton artanlığa denktir, dd “
´
Q

monotondur⇐⇒ Her f, g ∈ C(Q) için
f ≤ g ise

´
Q
f ≤

´
Q
g”.

2Dini Teoremi: X bir kompakt uzay, (fk) ⊂ C(X) ve fk ↘ 0 ise fk
X
=⇒ 0.
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(i) φ ∈ E , (φk) ⊂ E monoton artan ve φ ≤ limφk ise I (φ) ≤ lim I (φk).
(ii) φ ∈ E , (φk) ⊂ E , φk ≥ 0 ve φ ≤∑k φk ise I (φ) ≤∑k I (φk).

Örnek 4.3.1. (a) Q ∈ Qn bir kapalı kutu, I(f) :=
´
Q
fdjn olmak üzere I, C(Q)’de bir

integraldir.
(b) Q∈ Qn herhangi bir kutu ve Pk (Q) ile Q’nun sonlu kutulara parçalanışlarının

kümesini gösterelim. E şimdi, basamakları Pk (Q)’da olan sonlu basamaklı merdiven fonk-
siyonlarının kümesi olsun. Her φ =

∑
i ai1Qi için I(φ) :=

´
Q
φdjn =

∑
i aijn (Qi) olarak

açıklansın. E bir R-vektör uzayı, aynı zamanda bir kafestir. I : E → R bir integraldir;
yaklaşımımız gereği gereksinim duymadığımız için, kanıtlamadığımız tek özellik Daniell
Özelliği’dir. Bunun kanıtını [39], s34’te bulabilirsiniz.

(c) [a, b] ⊂ R, E = C([a, b],R) ve φ : [a, b] → R monoton artan bir fonksiyon olmak
üzere Iφ(f) :=

´ b

a
fdφ ile E ’de bir integral tanımlanır.

(d) E := C0(Rn) := {f | f ∈ C (Rn,R) ve des f kompakt} olsun; burada geçen des f :=
{x ∈ Rn|f(x) ̸= 0} kümesine f ’nin desteği denir. I(f) :=

´
Rn fdjn ile açıklanan I : E → R

dönüşümü bir integraldir.
(e) X yerel kompakt bir topolojik uzay ve C0 (X) ise X’teki kompakt destekli, R-

değerli sürekli fonksiyonların uzayı olsun. Her doğrusal ve monoton I : C0 (X) → R
dönüşümüne X’te bir Radon integrali denir. Her Radon integrali Daniell Özelliği’ni
sağlar, dolayısıyla yukarıdaki anlamda bir integraldir.

Şimdi X ̸= ∅, E ⊂ S(X,R) := {f |f : X → R sınırlı} olmak üzere bir I :
E → R integrali verilsin. E ’nin ögelerine elementar fonksiyonlar diyelim.

E↑ :=
{
f | f : X → (−∞,+∞] , ∃ (φk) ⊂ E monoton artan ve f = lim

k
φk

}
olsun. f, g ∈ E↑ ve 0 ≤ α ∈ R ise f + g, αf, f ∨ g, f ∧ g ∈ E↑. Şimdi
φk, ψk ∈ E olmak üzere φk ↗ f ve ψk ↗ f ise Daniell Özelliği’nden dolayı
lim I (φk) = lim I (ψk) olur. Dolayısıyla

Î(f) ≡ Î (limφk) := lim I (φk)

tanımı kusursuzdur. φ ∈ E ise her k için φk = φ alırsak φk ↗ φ ve
Î(φ) = I(φ) olur. Özetle Î dönüşümü I’yı E↑’ya genişletir. E↑ monoton
artan limitlere göre kapalıdır, dd (fk) ⊂ E↑ monoton artansa lim fk ∈ E↑ ve
ayrıca. f, g ∈ E↑ ve 0 ≤ α ∈ R ise

Î (f + g) = Î(f) + Î(g) ve Î(αf) = αÎ(f). (4.2)

Benzer biçimde

E↓ :=
{
f | f : X → [−∞,+∞) , ∃ (φk) ⊂ E monoton azalan ve f = lim

k
φk

}
olarak tanımlanır. Benzer biçimde (ψk) ⊂ E↓ ve ψk ↘ g ise Î(g) := lim I (ψk).
(4.2) eşitlikleri f, g ∈ E↓ ve α ≤ 0, α ∈ R olduğunda da doğrudur. Ayrıca
E↓ = −E↑, E ⊂ E↓ ve E ⊂ E↑ olduğu apaçıktır.



206 Rn’DE İNTEGRAL

Bir f : X → R̄ fonksiyonuna her ε > 0 sayısına karşılık bir h ∈ E↓

ve bir g ∈ E↑ fonksiyonu g ≤ f ≤ h ve Î(h) − Î(g) < ε olacak biçimde
bulunabiliyorsa I-integrallenebilir denir. I-integrallenebilir fonksiyonların
kümesini E1 ile gösterelim. Her f ∈ E1 için

sup
{
Î(g) | g ≤ f ve g ∈ E↓

}
= inf

{
Î(h) | f ≤ h ve h ∈ E↑

}
.

Bu ortak değere I1(f) diyelim. I1, Î’nın bir genişlemesidir. Aşağıdaki teorem
geçerlidir:

Teorem (fk) ⊂ E1, fk ↗ f ve lim I1(fk) < +∞ ise f ∈ E1 ve I1(f) =
lim I1(fk).

(E1, I1) ikilisi (E , I) ikilisinin özelliklerine sahiptir. E1 bir R-vektör uzayı,
aynı zamanda bir kafes, I1 : E1 → R ise R-doğrusal, monoton ve Daniell
Özelliği’ne sahiptir.

Her I : E → R integrali bizi doğal biçimde X’te bir MI σ-cebirine
bir µI : MI → [0,+∞] ölçüsüne götürür. Bu bir bilgilendirme bölümü ol-
duğu için ayrıntıya girmiyoruz. Ancak okur biz söylemeden de A ⊂ X için
A ∈ MI ⇐⇒ 1A ∈ E1 olduğunu ve bu durumda µI(A) = I1 (1A) olması
gerektiğini biliyordur.

Örnek 4.3.1’de (a) ve (b) için E1 = L (Q) ve I1(f) =
´
Q fdλn olur. (c)

ise [a, b]’de Lebesgue-Stieltjes integrallenebilir fonksiyonlara götürür ve bu
durumda I1(f) =

´ b
a fdφ olur. (d) bizi L(Rn)’e götürür ve I1(f) =

´
Rn fdλn

olur.
Radon integralini ilk kez ayrıntılı olarak ele alan Bourbaki grubu olmuş-

tur. Radon integralinde, X yerel kompakt bir topolojik uzay olmak üzere
elementar fonksiyonlarımız E = C0 (X,R) alınmıştır. Bu çok özel bir du-
rumdur. Yine de Kakutani (1941) bunun böyle olmadığını, her (E , I) in-
tegraline bir Radon integrali gözü ile bakabileceğimizi kanıtlamıştır. Kaku-
tani’nin kanıtı bazı dezavantajlara sahiptir, 1957’de Bauer daha yalın bir
kanıt vermiştir. Teorem özetle şunu söyler: Her (E , I) integraline karşılık
yerel kompakt bir XI topolojik uzayı ve bir J : C0 (XI ,R) → R integrali eş-
yapılı olacak biçimde bulunabilir. Bundan kastedilense yukarıdaki yöntemle
(E , I) ⇝ (L1, I1) ve (C0 (XI ,R) , J) ⇝ (L∗

1, J1) geçişleri yapıldığında L1 ve
L∗
1 vektör uzayları arasında bir Φ : L1 ⇆ L∗

1 eşyapı dönüşümünün her f ∈ L1

için I1(f) = J1(Φ(f)) olacak biçimde bulunabilmesidir.

4.4 Kurzweil-Henstock İntegrali

Not. Lebesgue integralinin, bütün artılarına karşın iki eksiği vardır. f ’nin
Lebesgue integrallenebilir olması için gvyk |f |’nin Lebesgue integrallenebilir
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olmasıdır. Bu epeyce kısıtlayıcı bir özelliktir. Bu nedenle özdışı integralin ge-
risine düşer. Örneğin Örnek 2.8.13’te f(x) = sinx

x fonksiyonunun (0,+∞)’da
özdışı integrallenebilir olduğunu gösterdik. Fakat

´ +∞
0 |f | dx = +∞ oldu-

ğundan f fonksiyonu (0,+∞)’da Lebesgue integrallenemez! Ancak pratikte
bu tür integrallerle karşılaşıyoruz. İkinci eksiği ise ilkel problemine bir tam
çözüm getirememiş olmasıdır. Lebesgue bunların bilincindeydi. Bu eksiği gi-
dermek için Denjoy (1912), Perron (1914) ilkel problemini sınırlı türevler için
çözen yeni integral kavramları geliştirdiler; ancak bunlar Lebesgue integrali-
nin gördüğü ilgiyi görmediler. Sonradan bu iki kavramın denkliği kanıtlandı.

Biz Riemann integralini bazı sınırlı kümelerde tanımlı sınırlı fonksiyon-
lara ilişkin bazı sonlu toplamların limiti olarak açıkladık. Lebesgue integ-
ralini ise sınırlı olması gerekmeyen bazı kümelerde tanımlı, sınırlı olması
gerekmeyen bazı fonksiyonlara ilişkin bazı sayılabilir toplamların limiti ola-
rak açıkladık. Özetle Lebesgue integrali Riemann integraline matematiksel
mantığı olan bir dokunuştur. 1950’li yılların sonundan başlamak üzere mate-
matik bölümlerinde Riemann integrali yerini Lebesgue integraline bırakmaya
başlamıştır. Ancak 1957’de Kurzweil, 1961’de Henstock Riemann integraline,
yine matematiksel mantığı olan bir dokunuşla, Lebesgue integralini de kap-
sayan ve Lebesgue integralinin yukarıda bahsettiğimiz iki eksiği de olmayan
bir integral tanımına ulaştılar. Bu dokunuş integralini alacağımız fonksiyon-
ların yerel davranışlarını gözetmek olacaktır. Örneğin 0 < a < 1 < b olmak
üzere f : [a, b] → R fonksiyonu f(x) = 1

x sin
1
x olsun. Z = {I1, . . . , In}, [a, b]

aralığın, girişimsiz kapalı aralıklarla bir parçalanışı olsun. ξ = (ξi), η = (ηi)
ve ξi, ηi ∈ Ii olmak üzere R (f,Z (ξ)) ve R (f,Z (η)) Riemann toplamla-
rının birbirine yakın olması için f ’nin Ii’deki salınımlarının küçük olması
gerekir. Bunu sağlamak içinse, fonksiyonumuzun kendisi bizi, Ii aralığının
uzunluğunu, bu aralık a noktasına yaklaştıkça küçültmeye zorluyor! Bunu
gözetecek ve bu tür parçalanışlarla çalışacağız. ▲

Uzlaşma: Bu kısımda I daima R’de [a, b] kapalı aralığını gösterecektir.

I = [a, b] ⊂ R kapalı aralığı verilsin. a = x0 < x1 < · · · < xn = b ve
Ii := [xi−1, xi] olmak üzere I’nın girişimsiz Z = {I1, . . . , In} parçalanışla-
rıyla çalışacağız. F : I → R fonksiyonu bu aralıkta türevlenebilir ve F ′ = f
olsun. F de F ′ = f de sınırsız olabilir! Biz f için bir K

´ b
a f integralini

F (b)− F (a) = K
´ b
a f olacak biçimde tanımlamak istiyoruz. I’nın herhangi

bir Z = {a = x0, x1, . . . , xn = b} parçalanışı verilsin. Bu durumda Ortalama
Değer Teoremi ile ξi’ler ai−1 < ξi < ai ve F (xi)−F (xi−1) = f(ξi) (xi − xi−1)
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olacak biçimde vardır, dolayısıyla

F (b)− F (a) =

n∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1)) =

n∑
i=1

f(ξi) (xi − xi−1) = R (f,Z (ξ))

(4.3)
olur. Şimdi ξi’ler Ortalama Değer Teoremi ile kazanılanlar olmasınlar; yine
de

F (xi)− F (xi−1) ≈ f(ξi) (xi − xi−1) (4.4)

olduğunu biliyorsam

F (b)− F (a) ≈ R (f,Z (ξ)) (4.5)

olacaktır. f ’nin Riemann integrallenebilir olması gerekmez; dolayısıyla bu
yeni integral lim∥Z∥→0R (f,Z (ξ)) olarak değil farklı tanımlanmalıdır. Ara-
dığım integral (4.5)’i sağlayan parçalanışlar üzerinden R (f,Z (ξ)) toplam-
larının limiti olmalıdır; işlerimizden biri bu tür parçalanışların varlığını ka-
nıtlamaktır. (4.4) ise xi−1 < ξi < xi için

F (xi)− F (xi−1)

xi − xi−1
≈ F ′(ξ) = f(ξ) (4.6)

demektir; dd (xi−1, F (xi−1)) ve (xi, F (xi)) noktalarından geçen doğrunun
eğimi, F ’nin (ξi, F (ξi)) noktasındaki teğetinin eğimine yakındır demektir.
Burada xi−1 ve xi noktaları ξi’yi çevreler denir. Doğrudan türev tanımın-
dan aşağıdaki önsav çıkar.

Lemma 4.4.1 (Çevreleme Önsavı) F : [a, b] → R türevlenebilir, f := F ′

ve olsun. Her ε > 0 sayısına karşılık bir δε(ξ) > 0 sayısı u ≤ ξ ≤ v ve
[u, v] ⊂ [a, b]∩ (ξ − δε(ξ), ξ + δε(ξ)) koşulunu sağlayan her u, v için

|F (v)− F (u)− f (ξ) (v − u)| ≤ ε (v − u) (4.7)

olacak biçimde vardır.

Uyarı. Burada u ve v’nin ξ’in farklı taraflarında olması önemlidir. Örneğin
x ∈ (0, 1] için F (x) = x2 cos

(
π/x2

)
ve F (0) = 0 olarak açıklansın. ∃F ′ (0) =

0. Ancak her ikisi de 0’ın sağında bulunan un = 1/ (2n+ 1/2) ve vn = 1/2n
noktaları için (F (vn)− F (un)) / (vn − un) > 2.

Burada δε : I → (0,+∞) bir pozitif fonksiyondur; bu fonksiyonlara
ölçer3 denir.

∆ ≡ ∆(I) := {δ | δ : I → (0,+∞)}
3gauge
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olsun.
Bir Z (ξ) parçalanışını u = xi−1, v = xi ve ξi ∈ [xi−1, xi], 1 ≤ i ≤ n için

(4.7) sağlanacak biçimde seçebilirsek

|R (f,Z (ξ)) − (F (b)− F (a))| =

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i≤n

f (ξi) (xi − xi−1)− (F (b)− F (a))

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i≤n

[f (ξi) (xi − xi−1)− (F (xi)− F (xi−1))]

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε (b− a)

(4.8)

olur. DolayısıylaK
´ b
a f = F (b)−F (a)) ≈ R (f,Z (ξ)) olur. Bu irdelemedeki

parçalanışlara bir ad vereceğiz.

Tanım 4.4.2 δ ∈ ∆(I) bir ölçer ve Z (ξ) = {Ii}, I’nın bir parçalanışı ol-
sun. Eğer ξi ∈ Ii = [xi−1, xi] olmak üzere, daima [xi−1, xi] ⊂ (ξi − δ(ξi), ξi + δ(ξi))
oluyor ise Z(ξ) parçalanışına δ-uygun veya δ-ince denir.

I’nın kompaktlığından aşağıdaki önsav kazanılır:

Lemma 4.4.3 (Cousin) Her δ ∈ ∆(I) ölçeri için δ-uygun bir Z (ξ) par-
çalanışı vardır.

Tanım 4.4.4 f : I → R herhangi bir fonksiyon olsun. Bir α ∈ R sayısı ve
her ε > 0 sayısına karşılık bir δε ∈ ∆(I) ölçeri, I’nın δε-uygun her Z (ξ)
parçalanışı için

|R (f,Z (ξ))− α| < ε

olacak biçimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu I’da (Kurzweil) integralle-
nebilir denir.4

Kurzweil integrallenebilir yerine kısaca K-integrallenebilir diyelim. f
fonksiyonu K-integrallenebilirse tanımdaki α tek olarak belirlidir; bu du-
rumda K

´ b
a f = α yazalım. α’nın tekliğinin kanıtında Cousin Önsavı kulla-

nılır.

Teorem 4.4.5 (Anateorem II ) F : [a, b] → R türevlenebilirse F ′ :
[a, b] → R fonksiyonu K-integrallenebilir ve

K

ˆ b

a
F ′ = F (b)− F (a) .

4Yaygın adlandırma Henstock-Kurzweil integralidir. Ölçer integrallenebilir
(İng: gauge integrable) adlandırması da kullanılır.
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Kanıt. Doğrudan (4.8)’den çıkar. ■

Not. Tanım 4.4.4’ü, Riemann integralinin tanımıyla kıyaslayalım. δ > 0
sayısı için sδ : I → (0,+∞) ölçeri sδ(x) ≡ δ sabit ölçeri olsun. I = [a, b]
aralığının bir Z = {Ii} parçalanışı verilsin. Ii = [xi−1, xi] ve li = xi − xi−1

olmak üzere ∥Z∥ = max li. Şimdi ξi ∈ Ii nasıl seçilirse seçilsin ∥Z∥ < δ ise
Z (ξ) parçalanışı sδ-uygundur. Riemann integralinin tanımında yalnızca sδ
sabit ölçerleri kullanılır! Bu ise fonksiyonumuzun yerel davranışlarına uygun
ölçerlerle çalışmamızı önler. Örneğin f = F ′ fonksiyonumuz için bu uygunluk
çevreleme önsavındaki δε : I → (0,+∞) ölçeriyle belirlenir. ▲

Örnek. I = [a, b], A = {a1, a2, . . .} ⊂ I, k ̸= l için ak ̸= al, c ∈ R∗ ve f : [a, b] → R ise her
x ∈ I\A için f(x) = c olarak açıklansın. Her k içinse f(ak) ̸= c olsun. Örneğin I = [0, 1],
A := I ∩ Q, f |A :≡ 0 ve c = 1 alırsak Dirichlet fonksiyonun elde ederiz. Dolayısıyla f

Riemann integrallenemeyebilir. Ancak f Lebesgue integrallenebilir ve
´ b

a
fdλ1 = c (b− a).

Şimdi f ’nin K-integrallenebilir ve K
´ b

a
f =

´ b

a
fdλ1 olduğunu görelim.

ε > 0 keyfi verilsin. f ’ye uygun bir δε : I → (0,+∞) ölçeri vereceğiz öyle ki δε-uygun
her Z (ξ) parçalanışı için

|R (f,Z (ξ))− c (b− a)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i≤n

(f(ξi)− c) (xi − xi−1)

∣∣∣∣∣∣ < ε (4.9)

sağlansın. Şimdi ξi ∈ I\A ise (f(ξi)− c) (xi − xi−1) = 0 olacağından δε (ξi)’nin alacağı
değerin hiçbir önemi yoktur ve biz her t ∈ I\A için δε(t) := 1 olarak açıklıyoruz. Bir k ile
ξi = ak ise δε (ξi) = δε (ak) := ε/ |f(ak)− c| 2k+2 olarak açıklayalım. Bu durumda Z (ξ)
parçalanışı δε-uygun ve ξi = ak ise |f(ξi)− c| (xi − xi−1) < ε/2k+1 olur. Bir ak en fazla
Z’nin iki aralığına ait olabileceğinden her δε-uygun Z (ξ) parçalanışı için

|R (f,Z (ξ))− c (b− a)| < 2

+∞∑
k=1

ε/2k+1 = ε

olur. Dolayısıyla f fonksiyonu K-integrallenebilir ve K
´ b

a
f = c (b− a).

Önerme 4.4.6 (Cauchy Ölçütü) f : I → R fonksiyonunun K-integralle-
nebilir olması için gvyk her ε > 0 için bir δε ∈ ∆(I) ölçerinin δε-uygun her
Z (ξ) ,Z ′ (ξ′) parçalanışları için∣∣R (f,Z (ξ))−R

(
f,Z ′ (ξ′))∣∣ < ε

olacak biçimde bulunabilmesidir.

I’da K-integrallenebilir fonksiyonların ailesini K(I) ile gösterirsek K(I)

ve K
´ b
a : K (I) → R bildik özelliklere sahiptir. K(I) bir R-vektör uzayı ve

aynı zamanda bir kafestir. K
´ b
a : K (I) → R dönüşümü ise R-doğrusal ve
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pozitiftir. Pozitiflik özelliğinden, f ve |f |’nin her ikisi de K-integrallenebilirse∣∣∣K ´ b
a f
∣∣∣ ≤ K

´ b
a |f |. f, g : I → R fonksiyonları türevlenebilirlerse (fg)′ =

f ′g + fg′ olduğundan Anateorem II ile

f(b)g(b)− f(a)g(a) = K

ˆ b

a
f ′g +K

ˆ b

a
fg′.

f : [a, b] → R K-integrallenebilirse f fonksiyonu her [α, β] ⊂ [a, b] aralığında
da K-integrallenebilir. Bu durumda

F (x) := K

ˆ x

a
f

fonksiyonuna f ’nin [a, b]’deki K-ilkeli diyelim.

Teorem 4.4.7 (Anateorem I) f : [a, b] → R fonksiyonu K-integrallene-
bilirse

F (x) := K

ˆ x

a
f

ilkeli [a, b]’de sürekli, [a, b]’de hhy türevlenebilir ve türevin olduğu x noktala-
rında F ′(x) = f(x). Ayrıca f ’nin sürekli olduğu noktalarda F türevlenebilir.

Teorem 4.4.8 (i)Her K-integrallenebilir f : [a, b] → R fonksiyonu Lebesgue
ölçülebilir.

(ii) f : [a, b] → [0,+∞) için Lebesgue integrallenebilirlik ve K-integralle-
nebilirlik denk kavramlardır.

Bu teoremdeki (ii)’nin bir sonucu Monoton Yakınsaklık Teoremidir.

Teorem 4.4.9 (Monoton Yakınsaklık Teoremi) fk : [a, b] → R fonksi-
yonları K-integrallenebilen fonksiyonların bir artan dizisi ve limkK

´ b
a fk <

+∞ ise f := lim fk fonksiyonu da K-integrallenebilir bir fonksiyondur ve
K
´ b
a f = K

´ b
a lim fk = limK

´ b
a fk.

Teorem 4.4.10 (Sınırlandırılmış Yakınsaklık Teoremi) Eğer (fk) ⊂
K ([a, b]) ve

(i) inf fk ve sup fk fonksiyonları I’da K-integrallenebilir ve
(ii) hemen her yerde f(x) = lim fk(x) ise

f fonksiyonu I’da K-integrallenebilir ve K
´ b
a f = limK

´ b
a fk.

Teorem 4.4.11 (Henstock) Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar K-
integrallenebilir.
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f : [a, b] → R olsun. f Riemann integrallenebilirse |f | de Riemann integ-
rallenebilir. f ’nin Lebesgue integrallenebilir olması |f |’nin Lebesgue integral-
lenebilir olmasına denktir. K-integrallenebilirlik daha esnek bir kavramdır:
f K-integrallenebilirse |f |’nin de K-integrallenebilir olması gerekmez!

Örnek 4.4.12. f : [0, 1] → R fonksiyonu 0 < x ≤ 1 için f(x) := x2 cos
(
π/x2

)
ve

f(0) := 0 olarak açıklansın. f , [0, 1]’de türevlenebilir. Dolayısıyla f ′ fonksiyonu [0, 1]’de
K-integrallenebilir. f ′ fonksiyonu (0, 1]’de sürekli olduğundan her [α, β]⊂ (0, 1] kapalı
aralığında f ′ ve |f ′| fonksiyonları K-integrallenebilir ve

∣∣∣K ´ β

α
f ′
∣∣∣ ≤ K

´ β

α
|f ′| geçerlidir.

Şimdi her k ∈ N∗ için αk :=
√

2/ (4k + 1) ve β := 1/
√
2k olmak üzere [αk, βk]⊂ (0, 1] ve

{[αk, βk]} bir ayrık ailedir. Bu nedenle

K

ˆ βk

αk

∣∣f ′∣∣ ≥ ∣∣∣∣K ˆ βk

αk

f ′
∣∣∣∣ = 1

2k
.

Bu durumda |f ′| fonksiyonu [0, 1]’de K-integrallenebilir olsaydı, her n ∈ N∗ için

K

ˆ 1

0

∣∣f ′∣∣ ≥ ∑
1≤k≤n

K

ˆ βk

αk

∣∣f ′∣∣ ≥ ∑
1≤k≤n

1

2k

olurdu ki bu bir çelişkidir!

K-integrali için “özdışı integral” kavramı yoktur. Altkısım 2.8.2’deki öz-
dışı integral tanımları şimdi K-integrali tanımına dönüşürler. Örneğin kom-
pakt olmayan [a, b) (a ∈ R, b ≤ +∞) ve (a, b] (−∞ ≤ a, b ∈ R) aralıklarında
altkısım 2.8.2’deki tanımlar kullanılır. Örneğin her a < c < b için K

´ c
a f in-

tegrali ve ayrıca limc↑bK
´ c
a f var ve sonlu ise

K

ˆ b

a
f := lim

c↑b
K

ˆ c

a
f

olarak açıklanır. Benzeri teoremler geçerlidir.
Son olarak kapalı Q ⊂ Rn kutusu ve herhangi bir f : Q→ R fonksiyonu

verilsin. a, b ∈ Rn ve a < b olmak üzere Q = Q[a, b] = [a1, b1] × · · · ×
[an, bn] olsun. Burada Q’nun girişimsiz sonlu kapalı kutulara parçalanışları
ile çalışacağız. Z = {Qi} böyle bir parçalanış ve ξi ∈ Qi olsun. x ∈ Rn

herhangi bir nokta, r > 0 ve Ir (xi) := (xi − r, xi + r) ise

Q (x; r) := (x1 − r, x+ r)× · · · × (xn − r, xn + r) = Ir (x1)× · · · × Ir (xn)

olsun. Q’da bir ölçerden yine δ : Q → (0,+∞) fonksiyonları anlaşıla-
caktır. Q’daki ölçerlerin kümesini Q∆ ile gösterelim. δ ∈ Q∆ ve daima
Qi ⊂ Q (ξi; δ (ξi)) ise Z(ξ) parçalanışı δ-uygundur diyelim. Şimdi Riemann,
Lebesgue ve K-integrallerini aynı çatı altında tanımlayalım.

Tanım Q ⊂ Rn bir kapalı kutu ve f : Q→ R ve α ∈ R olsun.
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(i) Her ε > 0 sayısına karşılık bir δε ölçeri δε-uygun her Z (ξ) ∈ P (Q)
için

|R (f,Z (ξ))− α| < ε

olacak biçimde bulunabiliyorsa f fonksiyonuQ’da K-integrallenebilir,
K-integrali α’dır denir ve K

´
Q f = α yazılır. Burada her defasında δε

bir sabit ölçer olarak seçilebiliyorsa f fonksiyonu Riemann integral-
lenebilir denir ve

´
Q fdjn := α yazılır.

(ii) f ve |f |’nin her ikisi de K-integrallenebilirse f fonksiyonu Lebesgue
integrallenebilir denir ve

´
Q fdλn = α yazılır.

Daha önce söz ettiğimiz çoğu önerme olduğu gibi yeni duruma aktarılır.
Q’da K-integrallenebilen fonksiyonların ailesini K (Q) ile gösterirsek, yine
K (Q) bir R-vektör uzayıdır, hatta bir kafestir. K

´
Q : K (Q) → R doğru-

sal ve monotondur vs... . A ⊂ Q ve f : A → R verilsin. fQ : Q → R
fonksiyonu fQ|A ≡ f ve her x ∈ Q\A için fQ(x) = 0 olarak açıklansın.
Q′ bir başka kapalı kutu ve A ⊂ Q′ olsun. Riemann integralinde olduğu
gibi fQ’nun K-integrallenebilir olması fQ′ ’nün K-integrallenebilir olmasına
denktir ve integrallenebilme durumunda K

´
Q fQ = K

´
Q′ fQ′. Dolayısıyla

aşağıdaki tanım kusursuzdur.

Tanım Q bir kapalı kutu, A ⊂ Q ve f : A → R verilsin. fQ fonksiyonu
K-integrallenebilirse, f fonksiyonu A’da K-integrallenebilir denir ve

K

ˆ
A
f := K

ˆ
Q
fQ

olarak açıklanır.

f ≡ 1 fonksiyonu A’da K-integrallenebilire, f ≥ 0 olduğundan Lebesgue
integrallenebilir ve K

´
A 1 =

´
A 1dλn = λn(A) olur. Böylece sınırlı Lebesgue

ölçülebilir kümelere ve ölçülerine ulaşmış oluyoruz.
Şimdi f : [a, b] → R fonksiyonu Lebesgue integrallenebilirse,A := {x ∈ [a, b]|f(x) ≥ 0}

ve B := [a, b]\A kümeleri Lebesgue ölçülebilir, f fonksiyonu A ve B küme-
lerinde Lebesgue integrallenebilir ve

ˆ
A⊔B

fdλ1 =

ˆ
A
fdλ1 +

ˆ
B
fdλ1

geçerlidir. Ancak K-integrali bu güzel özelliğe sahip değilidir. Şimdi bir
f : [a, b] → R fonksiyonu K-integrallenebilir olsun, ancak Lebesgue integral-
lenebilir olmasın. A,B kümeleri yukarıdaki gibi tanımlansınlar. Böyle fonk-
siyonların varlığını biliyoruz (bkz Örnek 4.4.12). I := [a, b] olmak üzere
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f+ = (f |A)I . Biz f ’nin A’da K-integrallenemez olduğunu, dolayısıyla yu-
karıdaki eşitliğin K-integralleri için geçerli olmadığını savunuyoruz. f |A’nın
K-integrallenebilir olması tanım gereği f+’nın I’da K-integrallenebilir, do-
layısıyla Lebesgue integrallenebilir olması demektir. O zaman f− = f+ − f
de, dolayısıyla f = f+ − f− de Lebesgue integrallenebilir; bu ise varsayımı-
mızla çelişir! Özetle Lebesgue integrali toplamsallıkta K-integralinden daha
iyi davranır.



Sembol Listesi

Sembol s. Sembol s. Sembol s.
N 1 R̄ 1 j

n
19

Z 1 U (a) 2 jn 19
Q 1 (xα)α∈Λ 2 K ⟨a; ε⟩ 23
R 1 limα∈Λ 2 ⟨Kk⟩ 23
C 1 limα xα 2 A[k] 23
N∗ 1 limxα 2 A[k] 23
Z∗ 1 Ps(Rn) 11 Uε (A) 24
Q∗ 1 ⟨a, b⟩ 13 Gf 25
R∗ 1 a < b 13 GL(n,R) 30
C∗ 1 a ≤ b 13 Mn×n (R) 30

:=, =: 1 Qn 13 [0, g] 34
P (X) 1 Fn 13 [g, 0] 34

⊔ 1 Q[a, b) 13 [0, g) 34⊔
1 Q(a, b] 13 (0, g] 34

⟨a, b⟩ 1 Q (a, b) 13 [g, f ] 35
R̄ 1 Q[a, b] 13 f+ 35
Å 1 Qn

r 13 f− 35
A 1 Fn

r 13 1A 35
∂A 1 Qn

l 13 Z 35
(Λ,≺) 1 Fn

l 13 Z (Ω) 35
:⇐⇒ 1 Qn

a 13 Z ≺ Z ′ 36
⇐⇒: 1 Qn

k 13 Z1Z2 36
R+ 1 A ∗ B 14 limZ∈Z(Ω) 36
∗
= 1 vn (Q) 16 limZ 36
∗

=⇒ 1 v̂n 18 ∥Z∥ 36
∗⇐⇒ 1 J n 19 Z ≤ Z ′ 36
∃! 1 j̄n 19 lim∥Z∥→0 36
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Sembol s. Sembol s. Sembol s.
Z (a) 36 Γ(x) 98 Ml (A, V ) 148
Z∗ (Ω) 36 ∥s∥∗ 100 Z<

f 150
R (f,Z (a)) 38 inf ∅ 107 L (A, V ) 151
A (f,Z) 38 sup ∅ 107 M i 155
U (f,Z) 38 Ak ↑ 107 Zf (A) 156
sl (f,A) 39 Ak ↓ 107 Zf 156
Sl (f,A) 39 A↑ 108 limfZ 158
Sl (f,Z) 39 σh (E) 108 Zf (a) 158

¯́
Ω 39 σ (E) 108 L (f,A) 158´
Ω 39 B (T ) 109 L (f,A) 158

Zg (Ω) 40 Bn 109 L (f,A) 158´
Ω 40 λn (A) 116

´
A fdλn 158

R (Ω) 45 λn (A) 119
´
A f 158

R (Ω,R) 45 Ln 120 L (A) 158
Mr (Z) 46 λn (A) 120 Cx, Cy 170
Mr (Ω) 46 Gδ 127

´ b
a fdλ1 174

Hn+1
+ 46 Fσ 127 limB↓x 180

Hn+1
− 46 (−∞, f) 133 θ (A, x) 180
fQ 52 L (A) 134 O(f,A) 182
1Ω 52 fk 137 V (f,D) 188
Sf 54 fk 137 p(f,D) 188

Ωf,p,Ωp 54 Msl 139 n(f,D) 188
Qr[x] 54 B̄1 140 V b

a f 188
γ 59 {f > c} 140 pf 188

f (x, ·) 60 {f ≥ c} 140 nf 188
f (·, y) 60 {f < c} 140 vf 188ffl

64 {f ≤ c} 140 D+, D+ 191
Ωt 64 {f > g} 141 D−, D− 191
τn 67 {f ≥ g} 141 N

´ b
a f 197´

f 80 {f = g} 141 S (f, φ,Z(ξ)) 199
[F ]ba 80 {f ̸= g} 141

´ b
a fdφ 199

Jf (A) 94 lim infk fk 141
´
fdµ, Lµ(X) 203´ +∞

a 95 lim supk fk 141 E↑, E↓ 205´ +∞
−∞ 96 Z<

A 148 ∆(I) 208
CPV

´ +∞
−∞ 96 Z∗<

A 148 K
´ b
a f 208
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