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Onsoz

Bu kitab1 yazarken su sorulari hep goz oniinde tuttum: Buraya nereden gel-
dik? Bu kavram nereden ¢ikt1? Eger genellestirmeler s6z konusu ise mate-
matiksel olarak kendini dayatanlar hangileridir?

Kitap dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, aglar hakkinda kisa
onbilgileri icerir. Kitabin ana govdesini “R™'de Hacim ve Riemann Integ-
rali” baglhkh ikinci béliimle, “Lebesgue Olgiisii ve Lebesgue Integrali” baghkl
tiglincii boliim olugturur. Son béliimde ise okur, integrale farklh yaklagimlar
hakkinda bilgilendirilmistir.

Riemann integralinde genelde izlenen yol sudur: ilk yariyilda bir [a, b]
araliginda sirli bir f : [a,b] — R fonksiyonu igin, ikinci veya iigiincii ya-
riyilda ise bir kapali Q C R™ kutusunda tanimh simirh bir f : @ — R
fonksiyonu i¢in Riemann integrallenebilirlik tanimiyla yola ¢ikilir. Biz dog-
rudan Jordan Olgiilebilir bir & C R” kiimesinde tanimh sinirh f : Q@ — R
fonksiyonlariyla ¢aligacagiz. Dolayisiyla 6nce R™’de Jordan olgiilebilir kii-
meler ve hacimlerini ele aldik. (a,b) herhangi tipten bir aralik olmak {izere
Q = (a1,b1) X - -+ X (an, by) kutusunun hacmi v, (Q) = [, (b; — a;) ola-
rak agiklanir. Sonlu sayida kutularin birlegimlerine figiir diyelim ve bunlarin
R™deki ailesini F™ ile gosterelim. Her F figiirii sonlu sayida ayrik Q1, ..., Qk
kutusunun birlesimi olarak yazlabilir; Zle vp, (Q;) sayist bu pargalanigtan
bagimsizdir ve vy, (F) := Zle v, (@) olarak agiklanir. F™ bir halkadir ve
vy ¢ F™ — [0,+00) sonlu toplamsaldir. Herhangi bir simrh A kiimesi igin
A'y1 igeren F figiirlerinin hacimlerinin infimumu j, (4) ve A’ya diigen fi-
giirlerin hacimlerinin supremumu j, (A) olmak iizere j, (A) = j, (A) ise A
Jordan olciilebilir denir ve bu ortak degere A'nin Jordan hacmi denir ve
Jn (A) ile gosterilir. R™'de Jordan 6lgiilebilir kiimelerin ailesini J" ile gos-
terirsek bu bir halkadir ve j, : J" — [0,400) sonlu toplamsaldir. Tanim
geregi her Jordan Olgiilebilir kiime sinerladr.

Simdi 2 € R™ Jordan 6lgiilebilir olsun. Ay,..., Ay C Q kiimeleri ayrik,
Jordan olgiilebilir ve Q = |JA; ise Z := {A1,...,Ax}'ye Q@ nin bir par-
galanigi diyelim ve bu pargalamglarin kiimesini 3 (Q) ile gosterelim. Z’ :=
{B4i,...,B;} bir bagka parcalanig olmak iizere daima A; = UBchl_ Bj ise
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Z < Z' olsun. (3 (), <) yukar1 dogru yonlenmis bir kiimedir. a; € A; olmak
lizere R(f,Z (a)) := ¥ f(a;)jn (A;) olmak iizere (R (f,Z (@) ze30)
aginin bir limiti varsa f Riemann integrallenebilir ve limitine f'nin Ri-
emann integrali denir ve fQ fdjy olarak gosterilir. Bu Riemann’in tanimin-
dan farkli ancak ona denktir. A C R” i¢in d (A) ile A’'min ¢apim gosterelim
ve Z :={A,..., Ay} parcalamsi icin || Z|| := max;<,<j d (4;) olarak agkla-
yalim. Eger lim) z|0 R (f, Z (a)) limiti varsa, Riemann, f fonksiyonu {’da
integrallenebilir der bu limiti fQ fdjy, olarak aciklar. Bu iki yaklagimin denk
oldugunu kamtladik. A C  igin sl(f, A) = sup{|f (z) — f (v)| z,y € A}
olmak {iizere Z = {A;} olmak iizere SI(f,Z) = ) ,sl(f, A;) jn (A;) olsun.
f’nin Riemann integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 igin
bir Z € 3 () parcalamginin Sl (f, Z) < e olacak bigimde bulunabilmesidir.
Buna e-6l¢iitii denir.

Riemann integralini genellegtirmek istersek bazi segenekler var. Bu yakla-
simda ilk ilk ig 6l¢ti agikladigimiz altkiimeleri genigletmek olacak. J" yerine,
onu igeren bir L™ C P (R") pesindeyiz. Jordan olgiilemeyen agik kiimelerin
varlhigr iyi bir sey degil. Acik ve kapali kiimeler analizde ¢ok énemlidirler;
L" bunlar igermeli. Sonlu kutulardan olugan F' figiirlerinin olugturdugu
F™ halkas1 yerine saylabilir kutulardan olusan F™' ailesinden yola cika-
biliriz. F™! acik kiimeleri icerir ancak bir halka bile degildir. Her A € £"
icin A° = (R"\A) € L£" olmasi istersek £, R™'deki tiim acgik ve kapali
kiimeleri igerir. Biz L£™'nin bir o-cebiri olmasini ve her A € L™ igin bir
An (A) € [0,400] dlglisiini A\, : L™ — [0, +00] o-toplamsal olacak sekilde
agiklamak istiyoruz. Lebesgue 0Olgiilebilirlik taniminda Carathéodory’nin ta-
nimini kullanmayacagiz, ¢cok kullanigh olmasina kargin bir agiklamasini bil-
miyorum ve bilene de rastlamadim; olanlar da zorlama! Jordan &lgiilebilir-
lik taniminin bir egdegerini burada tanim olarak kullandik. J™ C L™ ve
AL = Jn.

AeL"ve f: A— R olsun. A'nin da f’nin de sinirli olmasi gerekmez.
Lebesgue integraline {i¢ farkli bi¢imde yaklagacagiz. Bu kosullar agagida ir-
deleyecegimiz ii¢ yaklagimda korunacaktir.

Olgiisel yaklagim: Eger f > 0ve [0, f] := {(z,y) |z € A, 0<y < f(x)} €
£ ise f, A-dlgiilebilir diyelim; [, fdAn := Any1 ([0, f])’ye fnin Lebesgue
integrali denir. Ancak [ 4 JdAy sonlu ise f Lebesgue integrallenebilir denir.
Simdi f : A — R olsun. f* ve f ’nin her ikisi de M\-6l¢iilebilirse f fonksi-
yonu A-6lgiilebilir denir. [, f*dX, ve [, f~dA, nin her ikisi de +oo degilse
1) g JdAn = i) W fTd N — / 4~ dAp olarak agiklanir. Ayrica i) 4 JdAp sonluise f
fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir denir. Tanimdan goriildiigi gibi f’nin
Lebesgue integrallenebilir olmasi | f|'nin Lebesgue integrallenebilir olmasina
denktir. Bu, onca artilarinin yaninda, Lebesgue integralinin zayif noktasidir.
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Riemann tipi yaklagim: A € L™ ve V bir Banach uzay1 olmak iizere
f: A=V olsun. A'min Lebesgue kiimelerine sayilabilir Z = {A;},.; parca-
laniglarimin kiimesini 3 4 ile gosterelim. a; € A; olmak tizere R (f, Z (a)) :=
> [ (ai) Ay (A;) olsun. Genelde bu serinin toplanabilir olmasi gerekmez. 3?
ile SI(f, Z) = >_,;sl(f, Aj) An (Aj) < +00 olan Z parcalaniglarimin kiimesini
Z € 34 ile gosterelim. Bu durumda (R (f, Z (a)))Zef;f agmin limiti varsa

f fonksiyonu A’da Lebesgue integrallenebilir denir ve bu limit [ 4 JdAy ile
gosterilir.

Darboux ve Riemann tipi yaklagim: Bu durumda f : A — R. Bu bir 6n-
ceki yaklagimin V' = R 6zel durumuna kismen benzer. Toplamlarin limitine
gecmeden Once ayrintili bicimde Olgiilebilir fonksiyonlar ele alinir ve genelde
bu fonksiyonlarla niye ilgilendigimiz agiklanmaz. Biz A-6lgiilebilir, 6l¢iilebi-
lir ve e-6l¢iilebilir olmak olmak {izere {i¢ fakli kavram agiklayip denkliklerini
kanitladik.

Yine iki kisiye tesekkiir borcluyum. Oglum Ilgar’a ve esim Yildiz’a. Ozel-
likle esim Yildiz’a hakkettigi tegekkiirii ifade edecek s6zciikleri bulamiyorum.

Mehmet Sait Eroglu
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Bolum 1

Onbilgiler

Kitabimizda N, Z, Q, R ve C sirasiyla dogal sayilar, tam saylar, gergel sayilar
ve kompleks sayilar kiimelerini gostereceklerdir. Bu kiimelerden 0 6gesini ¢i-
kardigimizda kalan kiimeler ise sirasiyla N*, Z*, Q*, R* ve C* ile gosterilecek-
lerdir. Ayrica Ry = [0, +00) ve Ry = [0, +00] olacaktir. Kullanacagimiz bazi
kisaltmalar sunlardir: dd (diger deyisle), bb (benzer bi¢imde), gvyk (gerek ve
yeter kogul), ava (ancak ve ancak), gbk (genellikten bir sey kaybetmeden),
hh (hemen her, hhy (hemen her yerde). a := b ve b =: a gosterimlerinin
her ikisi de “tanim geregi a, b'ye egittir” veya “a, b olsun” demektir. p ve
q 6nermeler olmak {izere “p <= ¢” ve “q <= p” gosterimlerinin her ikisi
de “p énermesi tamm geregi ¢’ya denktir” demektir. =, ==, <= gdsterim-
lerinde * sirasiyla esitligin, ¢ikarimin ve denkligin gerekgesini belirtir. ¢(x),
X kiimesinin 6gelerine iligkin bir énerme ise 3z € X (p(z)) 6nermesi ()
onermesinin bir tek x i¢in dogru oldugunu 6ne siirer. Bu kullanimlarda p
yeni bir terim igerir ve bu terim ¢ ile tanimlanmigtir. X herhangi bir kiime
olmak iizere X’in gii¢ kiimesini PB(X) ile gosterecegiz. A, B C X ayriksalar,
bunu vurgulamak i¢in AU B yerine AU B ve {A;};c; C B(X) ailesi ayriksa,
Uier Ai yerine | |;c; A; yazacagiz. Ayrikliklar: belirtilmeden AUB ve | |, A;
gosterimleri kullanilmigsa, bu gosterim bu birlegimlerin ayrik oldugunu da
vurgulayacaktir.

R ile R U {00} kiimesi gosterilecektir. a,b € R olmak iizere (a,b) ile
(a,b), (a,b] , [a,b) ve [a, b] araliklarindan herhangi biri gosterilecektir. X bir
topolojik uzay ve A C X olmak tizere /01, A ve 0A ile sirasiyla A kiimesinin
ici, kapanigi ve smur gosterilecektir. A, B C X kiimelerine, ANB =0 ise
girisimsiz diyecegiz.

Bu kitapta okurun kiimeler kurami, cebir, dogrusal cebir, analiz ve topo-
lojinin temel bilgilerini bildigini varsayacagiz. Bu alanlardan kullanacagimiz
bilgiler, hazirlamay1 diisiindiigiimiiz analiz kitabinda ele alinacaklardir. Bu-
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2 R™DE INTEGRAL

rada, analizde ve topolojide genelde yer bulmayan, ancak bizim i¢in énemli
olan aglara kisaca deginecegiz. Aglar bu alanlarda kargilagtigimiz tiim limit-
leri kapsar ve aglara iligkin teoremler dizilere iliskin teoremlerden daha zor
elde edilmezler.

1.1 Aglar

Tanim 1.1.1 A # ( kimesinde < bagintist verilsin. Asagqidaki kosullar
saglandiginda (A, <) ikilisine bir (yukary dogru) yénlenmis kiime denir' :
(i) Her o € A igin o < o, dd < yansimalidir,
(i) Her a, B € A i¢in v < f ve f <y ise a < 7y, dd < gegislidir,
(iii) Her a,B € A igin bir v € A dgesi a < v ve < 7 olacak bigimde
vardir, dd A kiimesi < ile (yukariya dogru) yonlenmigtir.

Bazen a < § yerine 8 = «a da yazacagiz; bu durumda (5, o’dan daha
otededir diyelim. (R, <) ve (N, <) dogal siralamalariyla birer yonlenmis kii-
melerdir. X bir topolojik uzay, a € X ve U(a) ise a’'nin komsguluklarimin
kiimesi olmak {izere U,V € U(a) igin U < V <=V C U olarak agiklanirsa
(U(a), <) bir yonlenmis kiimedir. Herhangi bir yonlenmig A kiimesinde ve-
rilen o, B 6geleri icin o < B veya 8 < « olmasi gerekmez. Ornegin X = R
dogal topolojisiyle ahndiginda I = (—2,1) ve J = (—1,2) araliklarinin her
ikisi de #(0) yonlenmis kiimesindedirler; ancak ne I < J ne de J < I!

(A, <) bir yonlenmis kiime ve X # () herhangi bir kiime olsun. Bir f :
A — X fonksiyonuna X’te bir ag denir. f ag1, f, := f(«a) veya x4 := f(a)
olmak tizere (fq)aca veya (zq)aca olarak gosterilir. Eger A belli ise kisaca
(fa) veya (z,) da yazacagiz. X te bir ag yerine X ’te bir A-dizisi de denir.

Tanim 1.1.2 X topolojik uzayinda bir (z4)aca age ve bir a € X noktas
verilsin.

lirrllxzca:a:@VUGU(@)E@UVQEA(Q>QU:>JCQEU). (1.1)
ae

saglanmissa (xq)acn age a noktasina yakinsaktir denir.

Lemma 1.1.3 Hausdorff uzaylarinda aglar ancak tek bir noktaya yakinsak
olabilirler.

Leyykar: dogru yonlenmis kiime”’nin ikilisi “asag1 dogru yonlenmis kiime”’dir. Tanim-
daki (iii) yerine “(744)" Her «, 8 € A igin bir v € A 6gesi 7 < a ve v < [ olacak bigimde
vardir.” alirsak agagi dogru yonlenmis bir kiime elde ederiz. Biz yalmizca yukar: dogru
yonlenmig kiimelerle ¢aligacagimiz i¢in, onlardan kisaca “yonlenmis kiime” olarak soz ede-
cegiz.



1.1. AGLAR 3

Kamt. X Hausdorff uzayindaki (x4 )aea agmin farkh a, b noktalarima yakin-
sak oldugunu varsayalim. X Hausdorff uzay: oldugundan a ve b noktalarinin
U ve V komsguluklar1 U NV = () olacak bigimde segilebilirler. ag ve ay dge-
leri (1.1)’deki gibi segilsinler. Tamm 1.1.1 (iii)’ten bir 8 € A 6gesi ay < S
ve ay < [ olacak bicimde vardir. Bu durumda zg € U NV = () geligkisine
ulagiriz. |

X Hausdorff uzayinda verilen bir (z4)aca agl bir @ noktasina yakinsaksa,
tek olarak belirli olan a noktasma (zq)aea aginin limiti denir ve bu

lirr}\ To = a veya limzx, = a veya yalin olarak limx, = a
ac «@

ile gosterilir.
Eger (X, d) bir metrik uzaysa

ligl\ﬂ:a:a<:>V6>OE|a56AVa€A(a>—o¢g:>d(xa,a) <e), (1.2)

eger (X, ||||) bir normlu uzaysa

lig/l\a:a:ac)V€>OEla56AVa€A(a>a5:> |lza —all <€), (1.3)

anlamima gelir. (A, <) = (N, <) olmasi durumunda bu tammlar tam da
(Zn)nen dizisinin yakmsaklk tanimlaridir.
Diziler i¢in bildigimiz ¢ogu énerme oldugu gibi ag limitlerine aktarilir.

Lemma 1.1.4 (i) (z4)aca agt X normlu uzayinda yakinsaksa bir p > 0
sayist ve bir oy, her a, < o € A igin ||z4|] < p olacak bigimde vardur.
(1)) X,Y normlu uzaylar, (xo) C X yakinsak bir ag ve a = lim, x4 olsun.
a’nan bir U komsulugunda tanimly g : U — Y fonksiyonu a noktasinda
stirekli ise (yo) = (9(za)) agr g(a)’ya yakinsaktir, dd Ilim, g(xy) =
g(a) =g (hma 1;04)'

Kanit. (i) a = lim, z, ise bir oy, € A 6gesi oy < a € A = ||zq —a| < 1
olacak bi¢imde vardir. p := |jal| + 1 igimizi goriir.

(ii) e > 0 keyfi verilsin. g fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan
bir 6 > 0 saywsi ||z —al| < 0 ise z € U ve |[g(x) — g(a)|| < € olacak bi-
¢imde bulunabilir. lim, 2, = a oldugundan bir o ile her @/ < a € A igin
||z — al|| < 4. Bu durumda her o/ < o € A i¢in ||g(za) — g(a)|| < €. Dolayi-
siyla limg, g(z40) = g(a). [

Bu kanitlar bildik kanitlarin benzeridirler. X metrik uzayinda (z4)

a€el
ag1 verilsin.

Ve > 03a. € AV, B € A (o, 8 > ae = d(o, B) <€) (1.4)

saglaniyorsa, (o), bir Cauchy agidir denir.
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Teorem 1.1.5 (Cauchy Olgiitii) (X,d) tam metrik uzayinda (Ta)qen agr
verilsin. (Ta)gep agimin yakinsak olmasy icin gerek ve yeter kosul bir Cauchy
agr olmasuidar.

Kanit. Yakinsak aglarin Cauchy ag1 oldugu kolayca goriiliir. Simdi bir (24) ¢z
Cauchy ag1 verilsin. Her k£ € N* icin bir oy, € A 6gesi

1
a,B = o = d(zq,28) < Z (1.5)
olacak bi¢imde vardir. Tamim 1.1.1 (iii)’ten dolayr a1 < ag < ag < ---
secebiliriz. Ozellikle sabit tutulan p icin

1
VYm,n € N* (m,n >p = d(zqa,,, Ta,) < p) i (1.6)

(Za,,) € X dizisi (1.6)’dan dolay1 X 'te bir Cauchy dizisidir. X bir tam met-

rik uzay oldugundan bu dizi bir ¢ € X noktasina yakinsar; a = limy,— 400 Za,, -

(1.5)te B = a,, alip m — 400 limitine gegersek her a > oy, i¢in d(zq,a) <

1/k elde ederiz. k keyfi oldugundan lim, 2, = a olur. [ |
Kanitta gecen bir bilgiyi ayrica not edelim.

Sonug 1.1.6 (24),cp bir Cauchy age ise bir (ag)r>1 C A dizisi ap < g <
ag < -+ ve limy xo, = lim, 2o olacak bigimde vardur.

Goriildiigi gibi R’de dizilere iligkin bildigimiz tanimlar ve 6nermeler ise
kanitlariyla birlikte R’deki aglara aktarilirlar. Bunlardan bazilarini listele-
mekle yetinecegiz. R™ ve C’deki aglar1 ayrica incelemeye gerek yoktur. Ko-
layca goriilecegi gibi R™’deki bir (z4) = ((Z1a, - - -, Tna)) aginn yakinsak ol-
mas1 her bir (), 1 < k < n agimin R’de yakinsak olmasina denktir; yakin-
saklik durumunda limg, x4 = (limg 14, - - -, limg Zpe ). Benzer bigimde C’de
bir (z4) = (za + 1Yo ) agmin yakinsak olmasi (x4) ve (yo) aglarmin yakinsak
olmasina denktir; yakinsaklik durumunda ise lim, z, = limg, x4 + ¢ limg Yo .

Onerme 1.1.7 (Limit Kurallar:) R’de (o), (ya) aglar yakinsak ve a =
lim, x4, b = limg, y, olsun.
(i) A, v € R olmak tizere (Ao + 1Y) s (Talya) ve b # 0 ise (Ta/ya) aglar
da yakinsaktir ve?

lim (Axq + pya) = Aa + pb, lim x4y, = ab ve lim Lo _ %.

Yo

(i) Monotonluk: ag € A ve her a > «ag i¢in x4 < Yo ise a < b.

2h # 0 oldugundan bir o/ her o > o' igin y» # 0 olacak bicimde vardir!



1.1. AGLAR 5

(#1i) Sandvig Teoremi: Her o € A i¢in x4 < 2o < Yo velimx, = limy, =
a ise (zq4) age da yakinsaktir ve lim z, = a.

Kanit. (i) icin Onsav 1.1.4 (ii)’de X = R% Y = R ve sirasiyla g(z,y) =

Az + py, zy, x/y almz. (i) ve (iii) dizilerde oldugu gibi kanitlanir. |

R’deki bir (z4),cp agma a < [ kosulunu saglayan her a,3 € A igin
zo < zg (benzer bigimde z, > xg ) ise monoton artan (benzer bicimde
monoton azalan) denir.

Onerme 1.1.8 R'deki her (z4),., monoton agi R'de yakinsaktir. ()
monoton artansa limaep To, = SUPyep T, Mmonoton azalansa limaep T4 =
infaeA T

Ornek 1.1.9. A C R, £ ise A'nin bir y1gilma noktasi ve f : A\ {€} — R olsun. Bilindigi
gibi

lim  f(z) == Ve > 035 > 0Va € A\{€} (Jo — €| < 6 = |f(z) — I <e).
z€A\{&}, z—¢

Simdi bu limiti bir ag limitine doniigtiirmek istiyoruz. A := A\ {£} olsun ve z,y € A igin
r<y=lly =&l < [z =&l

olarak agiklansin. (A, <)’de yansimali ve gegisli ozellik agikar. z,y € A keyfi verilsinler.
Eger |ly—¢|| < |lz—¢&|lise z =y, |lx —&|| < |ly—¢&|l ise z =z alirsak z < z ve y < z
olur. Dolayisiyla (A, <) yukariya yonlenmigtir.

li =1 li =1
peatim fl@)=l+ lim f(z)

oldugu kolayca goriiliir. Diger yandan

zeA\l{igl’ e f(z) =1 <= Y(an)nen C A\ {¢} (lima, = & = lim f(an)) (1.7)

oldugunu biliyoruz. Bunu aglara aktarabilir miyiz, agagida aragtiracagiz.
Tanmim 1.1.10 (A, <) yukar: dogru yonlenmis bir kiime olsun. Bir (ap)n>1 C
A dizisine

Va€ Adn, e NVn e N(n > ny = ay, > )

saglanwyorsa A’da sondas denir.

Yukaridaki ornegimizde A’daki limx,, = £ kogulunu saglayan her ()
dizisi A’da sondagtir. (N, <) aginda ise lim k,, = +o0 olan diziler sondagtur.

Teorem 1.1.11 (Dizi Olgiitii) Yukar, dogru yonlenmis A kiimesinde en
az bir sondas dizi bulunsun®. X bir metrik uzay olsun ve X ’te bir (To)acn adt

3Yukar1 dogru y6nlenmis her A kiimesinde bir sondag dizi olmas1 gerekmez, bkz. Not
2.3.1
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verilsin. Bu kosullarda (z4)acn agimin yakinsak olmasu igin gerek ve yeter
kosul her sondas (o) dizisi i¢in (x4, ) dizisinin yakinsak olmasidir. Her
noktasina yakinsarlar ve bu durumda (x,) age da yakinsaktur ve limy x4 =
a’dar.

Kamt. (1) lim, 2, = a olsun. Her sondas (a,) dizisi i¢in lim 24, = a oldugu
tanimlardan kolayca goriiliir.

(2) Simdi her sondas () dizisi i¢in (z4,, ) dizisi yakinsak olsun. Bunlarin
ayni a noktasina yakinsadigini savunuyoruz. A’da da iki (ay,), (8,) sondag
dizi verildiginde ay, 81, a9, B2, ... fermuar dizisi de A’da sondagtir. Varsa-
yimdan s, g, ,Ta,, T, dizisi bir a noktasma yakinsar. Bunun altdizileri
olarak (z4,) ve (xg,) dizileri de ayni a noktasima yakinsar. Sonucta her
sondag (ay,) dizisi igin lim z,,, = a olur.

Bu saglanmisken lim z, = a olmadigini varsayalim. Bu durumda bir son-
mizdan A’da en az bir (8,) sondas dizisi vardir. = (lim z, = a) oldugundan
(1.2)’nin sag yanini bozan bir €9 > 0 vardir; dolayisiyla her n igin

VB, < a€ A (d(zq,a) < eo)

onermesi yanligtir, dd her n i¢in bir ay, 6gesi 8, < ay, ve d(xq,,, a) > g olacak
bi¢imde vardir. (o) de bir sondag dizidir ve d(zq,,,a) > €o esitsizliginden
dolay1 x4, # a; igimiz biter. |
I herhangi bir damga kiimesi olmak {izere Sy := {A C I|Isonlu} olsun.
A, B € 87 olmak iizere
A<B:<= ACB

olarak agiklanirsa (Sy, <) bir agdir.

(X, ||-|) bir Banach uzay1 olsun. X te bir {z;};.; ailesi verilsin. Her A €
Sy igin

sp:=0veA#0Digin s := sz
1€A

olarak agiklansin. (sa) 4cs, agl yakinsak ve limiti o ise {;},.; ailesi top-
lanabilir ve toplami1 o’dir denir ve bu durum ), ; z; = a olarak gosteri-
lir(bkz. KA I, Tanim 1.4.4). {x;},.; ailesi toplanabilir ise {i € I|x; # 0} bir
sayilabilir kiimedir. {x;},.; ailesi toplanabilir ve I := | |,y In ise her n € N
igin {z;},c; toplanabilir ve

Z T; = Z (Z xz> (Paketleme Teoremi).

il neN \iel,

neN
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Ozel olarak {Zpmn },, nen ailesi toplanabilirse
+oco /+o0o
3 sne= 3 (o).
m,neN m=0 \n=0

Eger X =R, I'" := {xj|z; > 0}, I~ := {i € I|x; < 0} olmak iizere {x;};c;
ailesi toplanabilirse {x;};c 4, {2i};c;~ ve {|@i|};c; aileleri de toplanabilir ve

in:in+inve Z\xJzZm,—sz

el ielt iel— el ielt iel—
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Bolum 2

R"™de Hacim ve Riemann
Integrali

Tarim oOncesi avcilik déneminde, yasamimizda énemli yer tutan “sayma’” is-
lemi bizi dogal sayilara gotiirdii. Tarim donemiyle birlikte yagamimiza giren
“6lgme”’ye ise rasyonel ve gergel sayilar1 borgluyuz. Ancak dogal ve rasyo-
nel sayilar1 matematiksel anlamda saglam zemine oldukga geg, ondokuzuncu
yiizyilda, Dedekind, Cantor, Weierstrass ve Peano gibi matematikg¢ilerin ca-
lismalariyla oturttuk.

Yunanhlar ve onlardan once babilliler ve musirhilar, diizlemsel baz1 A
bolgelerine, onlarin alanlar: dedikleri bir ve(A) > 0 gergel say1 karsilik getir-
diler. Hergseyden 6nce kenarlarinin uzunlugu a, b olan bir R dikdoértgeninin
alanini a - b olarak acgikladilar. Bir dikdortgeni bir kogegenle dik kenarlarinin
uzunluklar1 a,b olan iki dik iiggene parcaladilar: Boylece dik kenarlarinin
uzunluklar1 a, b olan bir dik {iggeninin alanini %ab olarak hesapladilar. Her-
hangi tipten bir liggen verildiginde, uzun kenarlardan birine karsi koseden
bir dik ¢izerek, tiggeni iki dik tiggene pargaladilar. Béylece her tipten iiggenin
alanini hesaplamay1 6grendiler. Ucgenlerin alanindan ise, cokgenleri iicgen-
lere parcalayarak, poligonlarla gevrili bolgelerin alanlarini hesapladilar. Bu
alanin su ozellikleri vardir: P, ) ¢okgen olmak iizere

(1) Teklik: va(P) sayist P’nin tiggenlere pargalanigindan bagimsizdir,

(2) Monotonluk: P C @ ise v2(P) < v2(Q) ,

(3) Toplamsallik: PN Q = 0 ise va(P U Q) = va(P) + v2(Q).

Ancak bu {i¢ 6zellik i¢in ne bir kamt verdiler, ne de bir kanmit girisiminde
bulundular; ¢linkii bunlar, onlar i¢in, apagik dogrulardir. Bu agik ancak 19.
yiizyilda Peano ve Jordan tarafindan giderildi.

Yine antik cagda, her smarls A C R (R?, R3) kiimesinin, yukaridaki iic
kogulu saglayan ve [0, +00) araligina diigen bir v1(A) uzunlugu (bir ve(A)

9
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alani, bir v3(A) hacmi) oldugunu tartismasiz varsaydilar.! Onlar yalnizca,
ozellikle baz1 geometrik egrilerin (6rnegin bir gemberin uzunlugunu), bir ¢ok-
gen, daire, elips, koni, silindir veya kiire ylizeyinin vs. alanlarini, bir koni,
silindir, kiire veya elipsoidin vs. hacimlerini, matematik acidan temiz bir
sekilde hesapladilar. Limitle, geometrik kilikta, ilk kez bu hesaplamalarda
kargilagtik. Bu yaklagim agagidaki gibi herhangi bir R™’e taginarak saglam
zemine oturtuldu.

Heniiz limit kavraminin netlesmedigi o giinler igin iki harika yéntem ge-
ligtirildi. T1ki, bolgeyi, icine diigen ve gittikce genigleyen cokgenlerle tiiketerek
alan1 belirleme (tiketme yontemsi), ikincisi ise Argimed’e ait olan sikigtirma
yontemi, dd bolgeyi cevreleyen egriyi igeriden, bolgeye diislip genisleyen,
digaridan bolgeyi igerip daralan gokgenlerle sikigtirma yontemi. Riemann
integrali ve Lebesgue integralinin temelinde Argimed’in sikigtirma yontemi
yatar. Peano ve Jordan sikigtirma yontemini saglam zemine oturttular; Jor-
dan’in 6zel katkisi, kenarlar: eksenlere kogut poligonlarla caligmanin yeterli
oldugunu gostermis olmasidir. Ayrica Argsimed déneminde bolgemizi cevrele-
yen egriler, dogru pargalar1 veya ¢ember, elips, hiperbol, parabol gibi diizgiin
egrilerin yay parcalarindan olusan egriler olmustur. Peano ve Jordan, ala-
nimi arastirdigimiz simrh A C R? kiimesinin bir egriyle cevrelenmis olmasi
kogulunu da terk ettiler; yine de A sinir1 6nemli rol oynar.

Jordan yaklagiminin kisa 6zeti sudur. n € N*, 1 < k <n , ag, b; € R igin
ap < b olmak tizere Q) := (ay,b1) X -+ X {(an,by,) tipindeki kiimelere kutu
denir ve @'nun hacmi v,(Q) = (by — a1) X -+ x (b, — ay,) olarak agiklanir.
Sonlu sayida kutularin birlesimi olan kiimeler gok basit geometrik yapilar-
dir; bunlara figir diyelim. Her F figiirii sonlu sayida ayrik (veya girigimsiz)
Q1, ..., Qm kutularimm birlegimi olarak yazilabilir. " | v, (Q;) sayist F'nin
ayrik (veya girigimsiz) kutulara parcalamgindan bagimsizdir; onu vy, (F') ile
gosterip ona F'nin (Jordan) hacmi diyelim.

Simdi A C R”™ herhangi bir simrls kiime olsun. A’ya diigen figiirlerin
hacimlerinin supremumunu ln(A) ve A’y1 igeren figiirlerin hacimlerinin in-
fimumunu ise j,(A) ile gosterelim. j (A) = j,(A) ise A kiimesi Jordan
Olgiilebilir ve bu ortak degere ise A'min Jordan hacmi denir ve bu deger

IBoyle diiglinmekte haksiz da sayilamazlar. Insanlar pratik yaratiklardir. Yerde bul-
dugu herhangi bir tagin hacminin ne oldugunu sordugunuzda asla, “bakalim bunun bir
hacmi var m1?” demez. Mucize sivi sudan yararlanir. Tagin biiyiikliigiine gore, ya onu
onceden derecelendirilmis ve i¢inde yeterince su bulunan bir kaba koyup artig yardimiyla,
va da agzina kadar su dolu bir kaba koyup tagan suyun agirlig: iizerinden tagin hacmini
hesapladilar. Bu yontem fizik ve kimya laboratuvarlarinda hala kullanimdadir. Uzaydaki,
arap sagina doénmiig bir iplik yumagimin uzunlugunu, yumagimn agirhigini bir santimetrelik
ipligin uzunluguna boélerek bulur. Uzaydaki herhangi bir yiizeyin alanini, onu homojen
uygun bir maddeyle kaplayip, kaplayan maddenin agirligini, o maddenin bir santimetre
karelik parcasimin agirhigina bolerek bulabilirsiniz.
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Jn(A) ile gosterilir. Bir S C R™ sinirh kiimesine, her £ > 0 sayisina kargihik
bir F figlirii, S C F ve v,(F) < ¢ olacak bigimde bulunabiliyorsa sifir ha-
cimlidir denir. Bir sinirlh A C R"™ kiimesinin Jordan 6lgiilebilir olmasinin,
0A’nin sifir hacimli olmasina denk oldugu kolayca goriiliir.

J" ve jn : J" — [0,4+00) doniigiimii agagidaki ozellikleri saglarlar:

J"™ bir halkadir, dd ) € J™ ve her A,B € J"igin AU B, A\B € J".

jn(@) = 0ve A,B € J" ayriksa j,(A U B) = j,(A) + jn(B) (sonlu
toplamsallik).

T : R™ — R"™ bir hareket ve A € J" ise jn(T'(A)) = jn(A) (hareketlere
gore degismezlik).

Q[0,1] =[0,1] x --- x [0,1] € J™ ve j,(Q[0,1]) = 1 (normlagtirma).

J" ve jp’in temel ozellikleri sinurlilik ve sonluluktur: (a) Her A € J"
i¢cin A bir sinarls altkiime ve 0 < j,(A4) < +oo, dd j,(A) negatif olmayan
bir sonlu say1, (b) Ay,..., Ax € Jpise AjU---UA, € J", dd J" sonlu bir-
lesimlere gore kapali ve ayrica A;’ler ayriksalar jn(|_|f:1 A;) = Zle Jn(4;),
dd j, sonlu toplamsaldir.

Birakalim J" = PB(R") olmasini, J" bazi sinirli agik kiimeleri bile iger-
mez(bkz. Ornek 2.2.15(2)). Sonlu toplamsalliktan sayilabilir toplumsalliga
gecme fikrini ilk Borel (1898) ortaya atmigtir. Sonra Lebesgue tezinde (1903)
bu diigiinceyi siirdiirmiis ve ortaya bir Olgii Problemi koymustur. §3,(R") ile
R™nin siirh altkiimelerinin ailesini gosterelim.

Lebesgue Olgii Problemi: Sayilabilir toplamsal, hareketlere gére de-
gismez ve normlandirilmas bir p : Ps(R™)— [0, +00) fonksiyonu bulunuz.

Burada sayilabilir toplamsalliktan sunu anliyoruz: Her sayilabilir ve
ayrik {A;}ier C Ps(R™) ailesi icin (J;o; Ai siurhi ise

p <|_| A¢> = u(A).

iel el

Lebesgue Olgii Problemi’nin hicbir n € N* igin bir ¢oziimii yoktur (bkz [21],
[13] Teorem 3.6.4). Lebesgue Olgii Problemi’nden esinlenerek Hausdorff, Ha-
cim Problemi’ni formiile etmigtir. Bu problemde A C R™ altkiimesinin si-
nirli olmasi kogulu terk edilmisg, ayrica p(A)'nin +o0o olmasina izin vermistir.
Benzer degisiklerle Lebesgue Olcii Problemi, Olcii Problemine déniistiiriil-
miigtiir. Bunlar agagidaki gibidir:

Hacim Problemi: Sonlu toplamsal, hareketlere gére degismez ve norm-
landvrimas bir p - P(R™)— [0, +o00] fonksiyonu bulunuz.

Ol¢ii Problemi: Saylabilir toplamsal, hareketlere gore dedismez ve norm-
landvrilmas bir p: P(R™)— [0, +o00] fonksiyonu bulunuz.

Bindokuzytizli yillarin baginda ortaya konan bu problemler, antik ¢agda,
diizlemde (veya uzayda) hangi kiimelerin alam (veya hacmi) oldugu sorusu-
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nun niye tartigilmadigini anlamimizi saglar. Cinkii sagduyumuz bize her iki
problemin de bir ¢6ziimii oldugunu sdyler. Ancak sagduyumuz bizi yanmlt-
migtir.

Teorem: (Hausdorff, 1914) n > 3 i¢in Hacim Problemi’nin ¢ozimi yok-
tur(]21]).

Teorem: (Banach, 1923) n = 1,2 i¢in Hacim Problemi’nin ¢ozimleri
vardwr; ancak bu ¢éziimler tek olarak belli degildirler.

Neumann, Hacim Problemi’nin boyuta bagliliginin nedeninin, R”’'nin ha-
reketler grubunun cebirsel yapisiyla iligkili oldugunu kanitlamigtir (|30]). Ha-
cim Problemi’nin ¢6zlimsiizliigiinii asagidaki sagirtan teoremden ¢ok net go-
riruz.

Teorem: (Hacim Probleminin (ézilemezligi) n > 3 olsun. A, B C R"
suarle ve A # 0,B # 0 ise C,...,Cx C R" kiimeleri ve T; : R* — R",1 <
i < k hareketleri

k k
A= |_|C’Z- ve B = |_|Tz(cz)
=1 =1

olacak bigimde bulunabilir (Banach-Tarski, 1924).

Bu inanilmaz bir sonuctur. Ornegin p,q € N* olmak iizere, A orijin
merkezli birim top, B ise p tane 10? yarigapli ayrik topun birlegimi olsun.
Banach-Tarski Teoremi, birim topu, C1, ..., Cy uygun ayrik kiimelerine par-
galayip, bunlarin her birini bir 7; hareketi ile tagiyarak p tane 107 yarigaph
ayrik top elde edebilecegimizi sdyler. Bu, bugiin bile ¢ogu insanin kabul ede-
meyecegi bir sonugtur. Bu gsagirtan sonucun nedeni, C, ..., Cy kiimelerinin,
Kiimeler Kurami'nin Se¢gme Aksiyomu ile olugturulmus, géziimiizde canlan-
diramayacagimiz kadar karmasik olmalaridir.

Vitali 1905’te Ol¢ii Probleminin n = 1 icin ¢oziilemez oldugunu kanit-
lamigtir. Banach ve Tarski bunu genellestirdiler.

Teorem (Olcii Problemi’nin Coziilemezligi): n € N* olsun. A, B C R”
ve A # 0,B # 0 ise sayilabilir cokluktaki C; C R™,i € I kiimeleri ve
T; : R® — R", i € I hareketleri

A= |_|C’i ve B = I_ITZ(C’)
icl icl
olacak bigimde bulunabilir (Banach-Tarski, 1924).

Hacim ve Ol¢ii Problemleri'nin bir ¢oziimii olabilmesi icin p 6lciilerinin
tanim kiimelerini daraltmak zorundayiz. R™deki kutularin kiimesi Q™ olsun.
Q" ¢ J" C Ps(R™) kosulunu saglayan bir J" halkasi ve orada tanimli,
sonlu toplamsal, hareketlere gére degismez ve normlandirilmig bir j, : J"—
[0, +00) fonksiyonu verecegiz. Hacim Problemi’nin bu ¢éziimii bizi Riemann
integraline gotiirecektir. Ol¢ii Problemi’nin ise, J" C L™ C PB(R™) kogulunu
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saglayan bir L™ o-cebiri ve bir A, : L™ — [0, 4o00] dl¢iisiinden olusan bir
¢Ozlimiinii verecegiz. Bu bizi Lebesgue integraline gotiirecektir.

Newton ve Leibniz s6yle bir problemle karsilagtilar: Bir I = [a, b] ara-
liginda siirekli bir f fonksiyonu igin bu aralikta tanmimli ve tiirevi f olan
bir F fonksiyonu bulunuz. Ornegin I bir zaman araligi ve f bir parcacigin
ivme fonksiyonu ise aradigimiz F' bu parcacigin hiz fonksiyonudur; burada
F(a)’nin ne olacag1 énceden verilir. Bu problemin goriiniiste alan ve integ-
ralle hi¢ bir iligkisi yoktur. Kargitiirev Teoremi 2.7.5 ile tiirev ve integralin
glizel bir bi¢imde bulustugunu, bir anlamda birbirinin zitt1 iglemler oldugunu
ogrenecegiz.

2.1 R™de Ozel Yarihalkalar, Halkalar ve Hacimler

a,b € Ri¢in a < b olmak tizere (a,b) araligi (a,b), (a,b], [a,b) ve [a,b] aralik-
larindan herhangi birini gosterecektir. a = b ise (a,a) = (a,a] = [a,a) = ()
ve [a,a] = {a} bozuk araliklarii elde ederiz.

n e N*vea=(a,...,an) € R b= (b1,...,b,) € R" olmak tizere

a<b<=a,<b, k=1,...,n
a<b<=a,<b, k=1,....n

olarak agiklansin. @ < b igin I = (ag, bg) olmak {izere
Q=15 x-x1I,="{a1,b1) X X {an,by)

kiimesine bir n-kutusu (veya kisaca kutu) diyelim. I, araliklarmmdan her-
hangi biri bozuksa @) kutusuna da bozuk denir. Kutular ve sonlu sayida
kutunun birlegimi olan kiimeler en basit geometrik kiimelerdir.

Q" :={Q(a,b) |a,b € R"vea < b} ve F" := {U.A\A c o sonlu}
(2.1)
olsun. F™'nin ogelerine figiir diyecegiz.
a,b € R" ve a < b olmak tlizere

Qla,b) :==[a1,b1) X -+ X [an,by), Qa,b] := (a1,b1] X -+ X (an, by
Q(a,b) := (a1,b1) X -+ X (an,by), Qla,b] :=[a1,b1] X -+ X [an, by]

kiimelerine sirasiyla, kogeleri a, b olan bir sagdan yariacik kutu, soldan
yariagik kutu, agik kutu ve kapali kutu diyelim.
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Q! :={Qla,b)|a,b e R"vea < b}, Fr':={ JAlAC Q) sonlu}
Q' :={Q(a,b]|a,b e R"vea < b}, F':= {U A|A C Qp sonlu}
Q :={Q(a,b)|a,b € R"vea < b}, 9} :={Q]a,b]|a,b € R"vea < b}

olsunlar. F* (F*) sonlu sayida sagdan (soldan) yariacik kutularin birlegim-
lerinin kiimesidir.

Lemma 2.1.1 (Tanam) Q",Qr, Q' kiime aileleri R™ ’de birer yarihalka-
dirlar, dd Y bu ailelerden herhangi birini gostermek tizere:

(i) ey ve A, BeYise ANB€E€Y ve
(i) A,B € Y = 3 sonlu 3{C;},c.; C Y ayrik, dyle ki A\B = | |,_; C;.

Kanit. Savi, bizi 6zde ilgilendiren, Q" i¢in kamtlayacagiz; digerleri benzer
bicimde kanitlanir.

(1) n=1 olsun.

(i) 0 = (a,a) € Q. I = (a,b),J = (c,d) ve [,J € Q', INJ # () ise

(max(a, c), min(b,d)) C I N J C [max(a,c), min(b, d)].

Dolaysiyla I NJ € QL.

(ii) I,J € Q! yukaridaki gibi olsunlar. INJ € Q' ve I\J = I\(INJ)
oldugundan J C I almabilir. I' = {z € I\J|x < ¢} ve I" = {z € I\J|z > d}
olsun. I' N I" # () ise ¢ = d, dolaysiyla J = () ve I\J = I € Q' Diger
durumda

(a,c) C I' C [a,c] ve (d,b) C I" C [d,b].

Béylece I' = (a,c) ,I" = (d,b) € Q' ve I\J = I' UI" € Q'. Béylece Q*, (i)
ve (ii)’yi saglar, dolayisiyla bir yarihalkadir.
(2) Once A, B yar halkalarsa

AxB:={Ax B|A€ A, B € B}

'nin bir yarihalka oldugunu gorelim. Her seyden once ) = 0 x ) € A * B.
Simdi A,C € A ve B,D € B olsun. Bu durumda (A x B) N (C' x D) =
(ANC) x (BN D) e AxB olur. Diger yandan

(Ax B)\(C x D) =[(A\C) x BJU[(ANC) x (B\D)].

Sonlu I, J ve ayrk {A4;} C A ve {B;} C B aileleriyle A\C = | |,c; Ai ve

B\D = | |;c; Bj. Sonugta A * B bir yarihalkadur.

el
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Ozellikle 92 = Q! x Q! bir yar1 halkadir. Gerisi tiimevarimdir. [ |

Uyari 2.1.2. Qp ve Q} birer yarihalka degildirler. Gergekten de Q, Q" € Q7
(veya € QF) ve Q # QN Q' # 0 ise Q\Q' sonlu sayida agik (veya kapalr)

kutunun birlesimi olarak yazilamaz.

Lemma 2.1.3 Q,Q1,...,Q € Q" ise Q\Uj<;<;, Qi = |—|1§j§m Q; olacak
bigimde QY, ..., Q., ayrik kutular: bulunabilir.

Kanit. k iizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz. Onsav 2.1.1’den dolay1 k =
1 i¢in sav dogrudur. Simdi sav k i¢in kanitlanmig olsun. Bu durumda tii-

mevarim kosulundan, ayrik Q),...,Q., € Q" ile Q\ Ule Qi = L%, Q,
dolayisiyla

k+1 m

k m
Q\J@i= <Q\ U Qz’) \Qk41 = <|_| Q;) \Qir1 = | | (@\@Qrs1)
i=1 i=1 i=1

i=1

olur. Yarithalka tamimidan her bir Q;\Qg+1 kiimesi, Q™’ye ait sonlu sayida

ayrik kiimenin birlegimi oldugundan sonugta @\ U?;l Q; kiimesi Q™’ye ait

sonlu sayida ayrik kiimenin birlesimidir. |
Sonug 2.1.4 (Tanwm) F" bir halkadir, dd
) € F* ve her A,B € F"i¢inAU B, A\B € F".

Kanit. ) € F" oldugu apagiktir. A, B € F" ise A U B oldugu agikardir.
Simdi A = Ule Q; ve B = U;nzl @ olsun. Onsav 2.1.3’ten Qi\Q; sonlu
sayida ;;; kutusunun birlesimidir. Sonugta

A\B = U QZ\UQ; = UUQUZ e F*.

7 i gl

F™ bir halka oldugundan A, B € F" ise AN B = A\(A\B),AAB =
(A\B) U (B\A) ozdesliklerinden AN B, AAB € F" olur. Yine tiimevarimla
Py, ..., Fp € F" ise

Fn---NE,eF" ve HU---UF, € F™

Sonug 2.1.5 (Pargalama) Her F' € F™ figiiri sonlu sayida ayrik kutunun
birlesimi olarak yazilabilir.
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Kanit. Q1,...,Q, € Q" ile F = |J; Q; olsun. A1 := Q1 ve 1 < i < k igin
i = Qi\U<;; Qj olsun. Bu durumda F = | |, ;. 4; ve Onsav 2.1.3'ten
dolay1 ise her bir A; sonlu sayida ayrik kutunun birlesimidir; isimiz biter. B
Bir v, : Q" — [0,+00) hacmi tammlayacagiz. Q = [[;_; (a;, b;) € Q"
olmak tizere

vn(Q) = vp ({a1,b1) X - (an, bn) H (b — ag) (2.2)

sayisina () kutusunun kutusunun hacmi denir. Eger en az bir k i¢in ay = bg,
ancak Iy # [ak, ag] ise I = (), dolayisiyla Q = () ve v, () = 0 olur. Yine her
bozuk @ kutusu igin v, (Q) = 0. Diger yandan Q(a,a) = Q[a,a) = Q(a,a] =
0 ve Qa,a] = {a} oldugunu ayrica belirtelim. Dolayisiyla tek noktadan
olusan kiimelerimiz de, hacmi 0 olan, bir kutudur. Ayrica tanim geregi 2

'Un(@) = Un(Q) = Un(@) (2'3)
Q = (a1,b1) X -+ X (an, by) ve ¢ € {ag, b} ise
S = <CL1,b1> X o+ X <ak—1abk—1> X {Ck} X <ak+1,bk+1> X oo X <an,bn>

tipindeki kiimelere ) kutusunun ytiizeyleri denir. Yiizeyler bozuk n-kutu-
laridir.

Q=ILx--xI, ={ay,b1) XX {an,by) ve ar < ¢ < by ise I, = (ag, bg)
araligil, u¢ noktalar1 ag,cg, by olmak tlizere, en fazla iki farklh bicimde, iki
ayrik Ij, T ,: I-kutusuna parcalanir. Ornegin aj, < ¢ < by, ise bu secenekler
(ak,ck), [ck,br) ve {ag,ck]|, (ck,by) parcalamglaridir. Her durumda

Q=L x- - xIpx-xT,Ul x - xIx-xI,=0Q UQ" ve
v (Q) = Un(Q/) + Un(Q”)-
Eger Q € F' sagdan yan agik bir kutu ise I/, = [ag,cx) ve I/} = [ck, b)

T
alarak @ kutusunu sagdan yariagik Q'., Q/ kutularina yine v, (Q) = v,(Q')+
v, (Q") olacak bigimde pargalariz. Benzeri soldan yariagik kutular i¢in ge-
gerlidir.

Q,Q1,...,Qm € Q" ve i # j olmak {lizere @iﬁ@j:@veQ:U?ilQi

ise {Q1,...,Qn} e @ nun bir girisimsiz pargalanis: denir. Eger Ij, araligim
girisimsiz J}, := (ay, c;] ve J; = [cg, by) araliklarina parcalarsak girisimsiz

Pr=I5Lx--xJ,x--xIyve P" =1 x--- x J! x - x I kutularyla
'Un(Q) :Un(P/)+Un(P/,)

Q=P UP" ve v,(Q) = v (P") + v, (P")

2Aslinda Q C K C Q kosulunu saglayan bir K kiimesine kutu deyip vn(K) == vn(Q)
olarak agiklamak igleri gok daha yalinlagtirir.
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elde ederiz. Tiimevarimla agagidaki savi elde ederiz.

Lemma 2.1.6 Bir Q kutusu, sonlu sayida hiperdiizlemlerle ayrik (veya giri-
simsiz) Q1, . . ., Qm kutularina nasil parcalanirsa par¢alansin daima vy, (Q) =

>oint n(Qi)-

Onerme 2.1.7 (Tanym) v, : Q" — [0, +00) bir hacimdir, dd v, () =0
ve

Q1,...,Qm € Q" ayrik ve |_| Qi € 9" ise vy, <|_| Qk;) = Zvn(Qk)~
k=1 k=1 k=1 (2.4)

(2.4) soyle de soylenebilir: Bir Q@ € Q" kutusunu, Q1,...,Qm € Q" ayrik
kutularna nasil parcalarsak parcalayalim hep v, (Q) = Y - vn(Qk). Bu sav
Q1,...,Qm girisimsiz oldugunda da dogrudur.

Sonug 2.1.8 Bu sav Q" yerine Q' veya Q) aldigymizda da dogrudur.

Kanit. Savi pargalaniglar igin verecegiz; girigimsiz pargalaniglar igin kanit
aynidir.

0 € Q™ ve tamm geregi v, (0) = 0. Eger @ bir bozuk kutu ise her bir Q
kutusu da zorunlu olarak bozuktur. Bozuk kutularinsa hacimleri 0 oldugun-
dan sav dogrudur.

Simdi @ kutumuz bozuk olmasin ve bozuk olmayan Q1, ..., Q, kutula-
rina parcalanmig ve Q; = (a;1,bi1) X -+ X (a@jn, bin) olsun.

xj:aijvemj:bij,izl,...,mvejzl,...,n (2.5)

hiperdiizlemlerini ele alalim. Her bir ); kutumuz, bu hiperdiizlemlerin belli
bir kismuyla, ayrik Q1, ..., Qip, kutularma v,(Q;) = ?":1 vn(Q4j) olacak
bigimde parcalanir (bkz. Onsav 2.1.6). (2.5)’teki tiim hiperdiizlemler ise Q
kutumuzu ayrik Q5,7 =1,...,m, j = 1,...,p; kutularina parcalar ve Onsav
2.1.6’dan

m Pi

(@) =D un(Qis) =D | D onl@i) | =D val@i).
1,J i=1

i=1 \j=1

Teorem 2.1.9 v, : Q" — [0,+00) hacmi tek bir bigimde bir 0, : F" —
[0,4+00) hacmine genigletilir.
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Kamit. F' € F™ keyfi verilsin. Sonug 2.1.5’ten dolay1 sonlu sayida ayrik
Q1,...,Qr kutulanyla F' = L]le Q;. Eger 0, hacmi varsa, bu durumda
On(F) = >0 00(Q4) = Y1 vn(Qs) olmahidir. Biz 0, (F) == >, v,(Q5)
olarak tanimliyoruz. Bu tanmimin kusursuz oldugunu gérelim. Aym zamanda

-+ @y € F" olmak iizere F' = | |T1; Q' olsun. v, : Q" — [0, +00] bir
hacim oldugundan

S @)=Y v @@ | =X v || |@in@
i=1 i=1 j=1 i=1 J=1
=S 0@n Q) =3 u(@ N Q)
=1 = j=1i=1

1

m n m
j=1 i=1 j=
Dolayisiyla tanimimiz kusursuzdur. Tanim geregi 0,|F" = v, ve teklik ta-
nimdan agikardir. Ayrica 0, (0) = 0 ve ayrik Fy, Fy € F" igin 0, (Fy U Fy) =
On(F1) + 0 (F2) oldugu dogrudan v, ’nin tanimindan ¢ikar. Buradan tiime
varimla F, ..., Fj, € F" figiirleri ayrik ve F' = | | F; ise 0, (F) = Y, 0n(F;)

olur. |

Not. Benzer bicimde vy, = v,|Q}, vy 1= v,|Q} olarak aciklanan dénii-
stimler sirasiyla Q7 ve Qp'’de birer hacimdirler ve bunlar benzer bicimde F*
ve JF* halkalarinda bir 0, ve 0, hacimlerine genigletilirler. Kimi yazarlar
bunlardan herhangi biri ile galigir. A

Uzlagma: Bundan sonra yalinlik agisindan 9,, hacmini de yalin olarak v,
ile gosterecegiz. v,’e R™'nin temel hacmi diyelim.

Up + F™ — [0, +00) hacmi monotondur, dd
A,Be F" ve AC B ise v,(A) < wv,(B).

Bu dogrudan B = A U (B\A) ve v,(B) = vp(A) + vp(B\A) esitliklerinden
cikar.
Simdi A, B € F" ise AUB = (A\(AN B)) U B oldugundan
v (AU B) = v, (A\(AN B))) + vn(B) < vy(A) + v, (B)

elde edilir. Buradansa tiimevarimla

n

A, A, € F' = vy, (U Ai> < Z%(Ai) (alttoplamsallik) (2.6)
i=1 i=1
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A,Be F'ise AUB = (A\B)U(ANnB)U(B\A), A= (A\B)U(ANB)
ve B = (AN B) U (B\A) oldugundan v,(A) = v,(A\B) + v,(A N B) ve
Un(B) = vp(AN B) + v, (B\A).

(AU B) = v,(A\B) + v, (AN B) + v, (B\A) =
(AU B) + v, (AN B) = v, (A\B) + v, (AN B) + v,(AN B) + v, (B\A)
Un (AU B) 4+ vy (AN B) = v, (A) + vp(B) (2.7)

Buradan
vn(ANB) < +0o0 oldugundan v, (AUB) = v, (A)+v,(B)—v,(ANDB). (2.8)

Not 2.1.10 Bize herhangi bir F' € F" figiirii verilsin. F figiirii ayrik Q1, ..., Qx kutula-

rinin birlegimi olarak yazlabilir. F, := Ule Ql ve F, = Ule Q; olsun. Bu durumda F,
bir agik figiir, F. ise bir kapali figiirdiir ve

F, CF C Fe. ve va(Fo) = vn(F) = vn(Fe). (2.9)

A

2.2 Jordan Hacmi

R™deki vy, : F* — [0, 4+00) hacmini, F* C J™ C Ps(R™) kogulunu saglayan
bir J" halkasinda, bir j, : J™ — [0, +00) hacmine genigletecegiz. A C R"
bir sinirli kiime olsun. Eger A'nin bir j,(A) hacmi olacaksa ve j, hacmi
v, hacmini genigletecekse, Fi,Fy € F" ve Fi C A C Fy ise v,(F1) =
Jn(F1) < jn(A) < jn(Fs) = v, (Fy) olmak zorundadir. j,(A) mn tanim igin
tek secenek kaliyor.

Tamim 2.2.1 Bir sismrh A C R" altkiimesi verilsin. A’'mn j,(A) dig Jor-

dan hacmi ve j (A) i¢ Jordan hacmi séyle tanvmlanrlar: j (0) == 0
ve
Jn(A) ;== inf{v,(F)|AC F e F"} (2.10)
J (A) :=sup{v,(F)|F € F'veF C A}, A#0. (2.11)

=n

gn(A) = j_(A) durumunda A kiimesine Jordan &lgiilebilir’, ve ju(A) =
Jn(A) = jn(A) ortak degerine ise A kiimesinin Jordan hacmsi denir. R™ 'deki
Jordan él¢iilebilir kiimelerin kiimesini J™ ile gosterecegiz.

Her seyden énce her F' € F™ Jordan dlgilebilir ve j,(F') = v, (F). Tanum

gereqi lnjn tPBs(R™)— [0, +00) dondisiimleri monotondur.

3Jordan Slciilebilir yerine kutulanabilir de denmektedir.
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Onerme 2.2.2 A, B C R" sunarly olmak tizere

(1)
J,(A) =3 (A) ve G, (A) =7F,(A). (2.12)
(ii) ) ) ) )
Jn(AUB) + jn(AN B) < ju(A) + jn(B) (2.13)
(iii)
Zn(A UB)+ in(A NB) > Zn(A) + Zn(B) (2.14)

Kamt. (i) (2.9)’dan dolay:r (2.10)’da F’leri kapali ve (2.11)’de F’leri agik

veya ' C A segebiliriz ve bu savi verir. Veya sdyle de gorebiliriz. l'n’nin

monotonlugundan ln(A) < ln(A) agikardir. Diger yandan F' C A kogulunu
saglayan her F figiirii icin F' C A, dolaywsiyla v, (F) = ln(F) = ln(A)

Buradan, F' C A keyfi oldugundan, j (A) < ln(A) elde edilir. Bu esitsizligin
ters yonii az 6nce gosterildi; sonugta j | (A) =7, (A). Savin diger yarisi1 benzer
bicimde kanitlanir.

(i) F,F' € F*ve ACF,BC F'ise AUBC FUF' ve ANBC FNF'

olur. Dolayisiyla (2.7) ile
Jn(AUB) +j,(ANB) < vp(FUF) +0,(FNF') = v,(A) +vp(B). (2.15)

vn(F) ve v, (F') sayilar j,(A) ve j,(B)’ye istenildigi kadar yakin segilebi-
lirler; sav buradan ¢ikar. (iii) ise (ii)’ye benzer kanitlanir. [ |
(2.15)’ten
Jn(B) = 0= jn(AU B) = jn(A)

elde edilir. Ttmevarimla (2.13) ve (2.14) bagintilar: sonlu sayida Ay, ..., Ag
sinirli kiimelerine aktarilirlar. () herhangi bir bozuk olmayan kapali kutu
ve @ = v,(Q) olsun. A := QNQ" ve B:= Q\Aolsun. A = B = Q ve
A = B = 0 oldugundan Onerme 2.2.2 ile 1 = j,(Q) = jn(A) = jn(B)
ve 0 =j (0) =j (A) = j, (B) olur. Sonugta Q = AU B olmasima karsmn
In(Q) =1 # 2 =jn(A) +jn(B) ve j (Q) =1#0+0=j (A)+j (B)
Ozetle ne j, ne de J, toplamsal degillerdir! Herhangi simirhi A, B kiimelerine,
bir Fy figiirii, A C Fy ve B ile Fj girisimsiz olacak bi¢imde bulunabiliyorsa,
Fp figiirii ile birbirinden ayrilmiglardir diyelim.

Onerme 2.2.3 Ay, Ay C R™ sunarl kiimeleri bir figiirle birbirlerinden ay-
rilmaslarsa

Jn(A1U Az) = jn(A1) + jn(A2) ve j, (A1U Az) =] (A1) +j, (A2).
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Kamt. Fy D A; figlirii A1 ve As’yi birbirinden ayirsin. F' D Ay U A figiiri
keyfi verilsin. Fy := F'N Fy D Ay ve Fy := F\F} D As. Dolaysiyla v, (F) =
Un(F1) + vy (Fy). Buradan, F' D A; U Ay keyfi oldugundan

371(141 U AQ) > jn(A1> +3n(A2)

elde edilir. Bu esitsizligin < yonii (2.13)’ten ¢ikar. Savin ilk yaris1 kanitlan-
migtir, diger yarisi benzer bigimde kanitlanir. |

Not. Ne j, ne de Jn toplamsal degildir; gercekten de ) herhangi bir bo-
zulmamis kutu ve A; := Q N Q" ve Ay := Q\A; olsun. A; veya Ay’yi
iceren her figiir Q kutusunu da igereceginden j, (A1) = jn(A2) = v,(Q)
olur. Q = A; U Ay ancak ]n(Al) +.7n(A2) = Qvn(Q) - Un(Q) = ]n(Al I—JAQ)!
Diger yandan her F; C A; figiiri sonlu noktadan olugsacagindan v, (F;) = 0,
dolayisiyla j (A1) =j (A2) =0 vesonugta j (A1) +j (A2) =0# v,(Q) =
v (A U Azj. BuradaiAl, Ay kiimeleri hig bir figlirle ayrilamazlar! A

Teorem 2.2.4 Q € Q" herhangi bir kutu ve A C Q 1ise

J,(A) = vn(Q) — jn(Q\A). (2.16)

Kamit. F' C A figiirti keyfi verilsin. Bu durumda Q\F' de bir figiirdiir ve F'
ve Q\F girisimsizdir; dolayisiyla bunlar1 F' ayirir. Bu nedenle Onerme 2.2.3
ile

un(Q) = vn(F) = vn(Q\F) = jn(Q\F) > jn(Q\A)
= vn(F) < vn(Q) — Jn(Q\A).

Dolayisiyla

(A) = sup va(F) < vn(Q) — jn(Q\A). (2.17)

J
- FCA,FeFn

n

Bu kez F’ figiirii A C F’ C Q olacak bicimde keyfi verilsin. Yine Onerme
2.2.3 ile

J,(A) Z vn(Q) = Jn(Q\A) (2.18)
elde edilir. (2.17) ve (2.18) birlikte sav1 verir. |

Lemma 2.2.5 A C R" svrh olsun. A’nin Jordan ol¢iilebilir olmast i¢in
gerek ve yeter kosulun her € > 0 i¢in A., A° € F™ figiirlerinin

Ae CAC A® ve vy (A°\Ae) < e

olacak bicimde bulunmasidar.
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Kanit. v, monoton oldugundan her Fi,Fp, € F" icin F} C A C F; ise
Un (F1) < vy (Fy) olur. Bu egitsizlikte énce F} iizerinden supremum, ardindan
F5 tizerinden infimum alirsak

Fy C AC = Un(Fl) < ln(A) < n(A) < ’Un(FQ) (2.19)

olur.

(1) Simdi j (A4) = Jn(A) = jn(A) olsun ve € > 0 keyfi verilsin. A., A
figiirlerini A, C A C A%, jn(A) — S < wn(A:) ve vy (A%) < ju(A) + 5 ola-
cak bigimde secgebiliriz. Hacimlerimiz sonlu ve hacim toplamsal oldugundan
Un(A%) = vy (Ag) + v (A%\A;) esitliginden

0a(A5\As) = v (A%) = va(Ae) < julA) + 5 = (Juld) = ) =<
(2) Kosul saglansm. Her ¢ > 0 i¢in, (2.19) ile
Jn(4) = 1,(4) < va(A%) = va(As) = 0a(A°\AL) <
oldugundan j,(A) = j (A) olur. [ |

Teorem 2.2.6 (Jordan hacmi) J", R"'de F" ' iceren bir halkadr. jy :
J™ — [0, 400) bir hacimdir ve jp|F™ = vy,.

Kanit. (1) Once J™nin bir halka oldugunu gérelim. § € J" ve j,(0) = 0
oldugu agikar. Geriye A,B € J" ise A\B,AU B € J" oldugunu gormek
kaliyor. Onsav 2.2.5 ile A., A®, B, B¢ figiirlerini A, C A C A, B. C B C B¢

ve
3

un( A%\ AL) <% ve vn(B\B.) < (2.20)
olacak bicimde secelim. Asagidaki bagintilar gecerlidir:
AN\B® C A\B C A°\B. ve AcUB.C AUB C A°*UB°". (2.21)
Farkli durum irdelemeleriyle agsagidaki bagintilar goriliir:

(AT\B:) \ (A\B°) C (A°\A:) U (B°\B) (2.22)
(A"U B\ (A: UBc) C (A"\A) U (B°\B:) . (2.23)

(2.22) ve (2.6) alttoplamsallig1 ve (2.20) ile
n [(AT\Be) \ (A\B7)] < v (AT\Ae) + 0n (B*\B:) <€

olur. Bu, (2.21) ve Onsav 2.1.7 ile birlikte A\B € J" oldugunu séyler.
Benzer bi¢imde (2.23)’ten yola ¢ikarak AU B € J™ oldugu goriiliir.
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Simdi A, B € J*"ve ANB =0 olsun. A. ¢ A C A°, B. C B C B
kogulunu saglayan figiirlerimiz i¢in A., B. ayrik ve A,UB, € J" oldugundan
Un(Ae) + vn(B:) = vp(Ae U B:) < j (A: U B:) = jn(A: U Be)

< v (A° U B®) < 0, (A%) + v, (B°).
Burada A, ve B. iizerinden supremum, A® B¢ iizerinden infimum alirsak
ve bu j, nin toplamsalligini verir. Son olarak (2.19)’da A. = A* =: F = F
alirsak her F' € F" igin v,(F) = j (F) = j,(F), dolayisiyla F € J" ve
Jn(F) = v,(F) olur. [ |
Boylece Oklid geometrisinde figiirler icin aciklanan v, hacmini J™'de
agiklanan Jordan hacmine geniglettik.
€ > 0 ve a € R" olmak tizere R™’deki
K {a;e) := (a1,a1 +€) X -+ X (an,an + €)
kutusuna a késeli e-kiipii diyelim. Bu kiipiin ¢ap1 d(K (a;¢e)) = e/n’dir.
Tanim 2.2.7 k€ N ve A CR" olmak dzere
() == {K <2_ka; 2—k> la € Z"}
Apg = J{QIQ € [Kx] ve Q@ C A} we
AW = J{Q|Q € [Ki] ve QA #0}.
Ay ve Al ye Aman kapaly kiipselyaklasymlare diyelim.
Sayilabilir ¢oklukta kompakt ve girigimsiz kutularin birlesimi olarak A,

ve A kapali kiimelerdir. Eger A simurh ise Al Al e Fm oldugu apagiktir;

bu durumda A, A kiimeleri kompakt figiirlerdir.

Her k € N igin [K}) sagdan yariagik ve (Kj] soldan yariagik kiip aileleri
R™nin sayilabilir par¢alamslar1 iken [Kg] ise R™'nin bir sayilabilir girigimsiz
parcalanmigidir. Bu tanimlar: soyle de dillendirebiliriz. Her k € Z i¢in z; =
k, 1 < i < n hiperdiizlemleri ile koseleri Z™’de olup kenar uzunluklar1 270 =
1 olan [Ky), (Ko] ve [Ko| ailelerine ulagiriz. Bu kiiplerin kenarlarimin orta
noktalarmdan gecen hiperdiizlemleri cizersek, bu kez kogeleri 271Z"’de ve
kenar uzunluklar: 271 olan [K1), (K1] ve [K1] ailelerine ulagiriz. Béyle devam
ederek her bir [Ky), (k] ve [Ky] ailelerine ulagiriz.

Tanim geregi her £ € N i¢gin

Apy C Apeyyy C A € AFHT c A (2.24)

ve A Jordan olgiilebilirse vy, (Af) < jn(A) < v, (AR oldugu apagiktir.
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Lemma 2.2.8 Her A CR" ve her k € N ig:m
(i) {z € R"|d(z, A°) > 27 \/n} C A[k] c Al ¢ {z € RMd(x, A) < 27F\/n}.
(i1) ACUk>1 w CAve AD(s A Ho A

Kanit. (i) (a): € R" ve k € N keyfi verilsinler. Bu durumda bir Q € [K]
ile x € Q olur. d(Q) = 27%,/n oldugundan asagidaki ¢ikarimlar gecerlidir:

d(z, A% > 27"/n= Q C A=z € Ay,

(i) (b): Simdi z € A olsun. Bu durumda bir Q € (K] ile 2 € Q ve
Q N A # 0 olur. Dolayisiyla

ze AlFl — d(z, A) < 27%/n.
Boylece (i) kanitlanmigtir ve (ii) dogrudan (i)’den ¢ikar. [ |

Lemma 2.2.9 M, K C R", K C R" digbiikey ve K N M # () olsun. Bu
durumda ya K C M ya da K NOM # ().

Kamt. Kogullarimz saglansin ve K o M olsun. Bu durumda a,b € K nok-
talar1 a € M ve b ¢ M olacak bi¢imde bulunabilir. K digbiikey oldugundan
[a,b] C K. Diger yandan [a,b] N OM # ()*. Bu, sav1 verir. [ |

Bir A C R™ ve € > 0 igin
Us (A) :={x e R"|d(x,A) < e} olsun.
Onerme 2.2.10 A C R™ sumrl olmak dizere asaqidakiler gecerlidir:

(1) . (A) = limg s s o0 0a(Apg) ve To(A) = limg 400 v (AR
(1) Timeo 7, (U-(4)) = 7,(A).
(i) j,(A) +n(04) = j,(A).

(iv) A B C R” siirh olmak iizere j, (AU B)<j,(A) + jn(B).

Kanit. (i) Savi i¢ hacim i¢in kamtlayacagiz. (2.24)’ten (vn(A[k]))’nin mo-
noton artan ve limuvy,(Ap)) < j, (A) oldugu agiktir. € > 0 keyfi verilsin.
Girigimsiz kapali kutularin birlegimi olan bir F' € F™ figiiriini ln(A) —
vn(F) < ¢/2 olacak bigimde seelim. K := (J2%,27™Z" koseler kiimesi
R™de yogundur. Bu nedenle F’de gegen kutulari, koselerini kendilerine ye-
terince yakin K’deki koselerle degistirip az biraz kiigiilterek, bir F” figiiriinii
j,(A) — vn(F) < € olacak bicimde elde edebiliriz. F"'nin 27"'p (p € Z")
kogelerinde gegen en biiyiikk m sayis1 mg ise F' C Apmg) olur. Dolayisiyla

U CR™ agik, a € U ve b ¢ U ise [a, b]NOU # 0.
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J,(A) — vp(Apn,)) < & Bu ve ilk esitsizlikten j (A) = limy,— oo vn(Apy)
olur. Sav, dig hacim i¢in benzer bigimde kanltlanlr

(ii) Ue (Q (a,b)) C [a1—&,b1+¢€] X+ X [an—¢, by+£] oldugundan savimiz
kutularimiz, dolayisiyla figiirlerimiz i¢in dogrudur. j,,(A4) < « ise bir F figiirii
A C F ve v, (F) < «a olacak bigimde vardir. Yeterince kiigiik € > 0’lar i¢in
Jn(U(F)) < a, dolaysiyla U.(A) C U.(F) oldugundan j,(U-(A)) < « olur.
Bu sav1 verir.

(iii) Onsav 2.2.9’dan dolay1 Apg U (0A)M = Al¥) Say (i) ile bundan ¢ikar.

(iv) (Au B)M= Al y BI¥ oldugundan v, (AU B)M) < v, (AK) +
Up, (B [k]); buradan k — 400 ile sav gikar. |

Tanim 2.2.11 Bir S C R™ sunarl kiimesine S € J" ve jn(S) = 0 ise sufar
hacimlidir diyelim.

Not 2.2.12 Daima 0 < j (5) < Jn(S) oldugundan S’nin sifir hacimli olmast jn(S) =0
olmasina denktir. Bu ise her ¢ > 0 i¢in bir F. figiiriiniin S C F. ve v, (F:) < € olacak
bigimde bulunabilmesine denktir. Diger yandan sifir hacimli kiimelerin altkiimeleri de
sifir hacimlidir. Eger A sinirli kiimesi bir hiperdiizleme diigmiigse bir bozuk n-kutusunun
altkiimesi olarak sifir hacimlidir. Sonlu sayida sifir hacimli kiimenin birlesiminin de sifir
hacimli oldugu apagiktir. Gergekten de, Si,...,Sn, C R" sifir hacimli kiimeler ve S :=
UL, Si olsun. € > 0 keyfi verilsin. F; € F" figlirlerini S; C F; ve v, (F;) < €/m olacak
bicimde segelim. Bu durumda F := JF; € F", S C F ve vo(F) < Y on(Fi) <
m= = e. Dolayisiyla S sifir hacimlidir. Her a € R™ igin {a} bozuk kutusu sifir hacimlidir.
Dolayisiyla her sonlu A C R™ kiimesi sifir hacimlidir. (ax) C R™ dizisi yakinsak ve lim ax =
a ise {ar|k € N}U{a} kiimesinin sifir hacimli oldugunu gérmeyi okura birakiyoruz. Ancak
burada Ornek 2.2.15(1)’e bakmaniz Sneririz. A

Sonug 2.2.13 (Jordan o6lgiilebilirlik Slgiitii) Swnwrls bir A C R™ kiime-
sinin Jordan dl¢ilebilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul A nin sifir hacimli
olmasidar.

Kanit. Dogrudan 2.2.10 (iii)’ten gikar. [

Sonug 2.2.14 A € J" olsun.

(i) AcBcAise A,B,Ae J" ve jn(A) = ju(B) = jn(A).
(i) AABe J" = AUB,ANB,A\B € J,.

(ili) A e J", f: A — R smirh ve diizgiin siirekli bir fonksiyon ise Gy :=
{(z, f(z) e R"" |z € A} grafi R""'"de bir sifir kiimesidir. Ozellikle A
kompakt ve f stirekli ise G sifir kiimesidir.®

®Riemann integrallerine gectigimizde bu, tam da, Jordan 6lgiilebilir kompakt kiime-
lerde siirekli fonksiyonlarin integrallenebilir olmas: anlamina gelir.
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Kanit. (i) A = B = 0A sifir kiimesi oldugundan A, B, 4 € J".

(ii) AUB, AN B, A\ B kiimelerinin herhangi birini C' ile gosterirsek 9C' C
O0AUIB. Sonug 2.2.13 ile sav buradan ¢ikar. Bu, /™ 'nin halka oldugunu bir
kez daha kanitlar.

(iii) Bir @ € Q™ kutusunu A C @ olacak bigimde segelim. @’'nun herhangi
bir Q1,...,Qn kutularina parcalamsi i¢in m; := inf f(A N Q;) ve M; =
sup f(AN Q;) olsun. Bu durumda Gy C | [, Q; x [m;, M;]. Simdi e > 0
keyfi verilsin. f diizgiin siirekli oldugundan bu parcalamisi M; — m; < €
olacak bicimde secebiliriz. Bu durumda

m

Jns1(Gy) < Z Jn+1(Qi x [my, Mj]) < Z%(Q)E = jn(Q)e

olur. € \, 0 i¢in limite gegersek j,+1(Gf) = 0 olur. |

Ornek 2.2.15. (1) Jordan olgulemez kiimeler var m1? @ kutusu bozuk olmasin ve
A:=QNQ" olsun. A =0 ve 9A = A = Q oldugundan J,(A)=0<v(Q) = jn(A). Do-
layisiyla A Jordan odlgiilemez. Diger yandan her a € R" 1§1n Q[a,a] = {a} oldugundan {a}
Jordan o6l¢iilebilir. A kiimesi sayilabilir ¢oklukta Jordan 6lgiilebilir kiimenin birlegimidir.
Bu 6rnekten sunu 6grendik: Sayilabilir ¢oklukta Jordan olgiilebilir kiimenin birlesiminin
Jordan olgiilebilir olmas: gerekmez.

(2) B, = [-r,r] ve By = (—r,r) Jordan odlgiilebilir. n > 2 i¢in 0-merkezli r yari-
gapli B acik topunun Jordan olgiilebilir oldugu kamtlanmig olsun. z € B} igin f(x) :=
\/7"2 — 22+ -+ 22 ve g = —f olsun. f ve g diizgiin siirekli olduklarindan Gy ve G, sifir
hacimlidirler. R"*'’de B2t topu icin 0B, C Gy UGy, sifir hacimlidir. Dolayisiyla B2+
ve B! Jordan Olciilebilir.

(3) Agik kiimeler analizde ¢ok 6nemlidir. Ne var ki Jordan dl¢iilemeyen agik kiimeler
vardir ve bu, Jordan Olglistiniin zayif yanlarindan biridir. Sayilabilir Q N (0, 1) kiimesini
q,qz2, ... olarak siralayalim.

+oo
1 —k _
0<5<§,[k = (g —2 %, qp +27%) N (0,1) ve U := Ulk
k=1

olsun. U agik ve U C (0,1). Biz U ¢ J' oldugunu savunuyoruz. U,,; € F' figiirii kompakt

oldugundan sonlu sayida I, ..., I, ile ortiilir ve
m —+o0 )
2 (Umy) < Z )<> 2 e=2e< 1. (2.25)

=1

Onerme 2.2.10(1)’den 4, (U) =lim vy (Upm)) < 2e < 1 elde edilir. Diger yandan, her F' > U
figiirii icin F' D U = [0, 1] oldugundan, v, (F) = v, (F) > v, ([0, 1]) = 1, béylece j1 (U) > 1
olur. Sonugta U ¢ J*'. Diger yandan R’nin her U acik kiimesi sayilabilir coklukta Iy, € A
agik araliginin ayrik birlesimidir. Dolayisiyla U’nun v1 (U) uzunlugunu ), o, v1 (1) olarak
agiklamaktan daha dogal bir sey olamaz! Sanirim buna ilk dikkat ¢eken Fréchet olmugtur.
Ancak bu kez dlgiilerin sayilabilir toplamsalligina ve +oo olmasina izin vermek zorundayiz.
Bunu Kisim 3.2’de ele alacagz.
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I = (0,1)’de yogun olan A = {gx|k € N*} kiimesinin her bir g noktas igin bir I, C I
acik araligi segtik. I’larin ayrik olmasi gerekmez. Bu durumda sagduyu ve geometrik
sezgiler bize Ij, araliklarinin uzunluklarinin toplaminin kesinlikle > 1 olmas: gerektigini
soyler. (2.25) ise bize bu toplamin istenildigi kadar kiigiik segilebilecegini kanitlar. Ders:
Sezgi, sagduyu ve geometrik sekiller yol gosterici olabilirler, ancak asla kanit olarak kul-
lamilamazlar!

Sonug 2.2.16 (Yaklasim) A C R"sunarle olsun.

(i) Eger Jordan dlgilebilir kimelerden olusan bir (By) dizisi, B C A ve
limg s 400 7, (A\Bk) = 0 olacak bicimde bulunabiliyorsa A da Jordan
olgiilebilir ve j,(A) = lim 4, (By).

(i) Eger Jordan olgilebilir kimelerden olusan (By),(Cy) dizileri By C
A C Cy velim j, (Cr\Bx) = 0 olacak bi¢imde bulunabiliyorsa A Jordan
olgiilebilir ve j,(A) = lim j, (By).

Kanit. (i) Herseyden énce M, N sinirh kiimeleri igin j,,(MUN) < ., (M) +
Jn(N) oldugu apagiktir. Dolayisiyla

Jn(Bi) < 4, (A) < jn(A) < Jp(A\B) + jn(Bk) = jn(A\By) + jn(Br).

Kosulumuzdan j (A) = j,(A) olur ve isimiz biter.
(i) j,,(A\Bg) < 7,(Ck\Bg) = jn(Ck\Bg) oldugundan, sav (i)’den gikar.
|

Teorem 2.2.17 (Carpim Kural)) p,g,n € N*, n = p + q olmak iizere
Ae JP, Be J%ise Ax Be J" ve jn(A x B) = jp(A) - j4(B).

Kamt. Her gseyden 6nce P € QP ve () € QP kutularsa P x Q € Q" de bir
kutudur ve v,(P x Q) = vp(P)vg(Q). Simdi F' € FP ve G € F? figiirleri
verilsin. F figiirii ayrik Py, ..., B, € OF ve G figiirii ayrik Q1,...,Q; € Q4
kutularmin birlesimi olarak yazilabilir. F' x G' de ayrik P; x Q; kutularmmdan
olugan bir figlirdiir ve

on(F X G) = Zvn(Pi X Qj) = va(Pi)vq(Qj) = vp(F)vg(G).
i,j 1,J
Buradan Ay x By C Ax B C AlFl . BIF oldugundan
Up (A )vg(Bry) = vn(Apy X By)
J,(Ax B) <j,(AxB)
vn(AH x BH) = v, (AH)o,(BI)

IN

IN
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olur. Onerme 2.2.10 (i)’den, k — o0 icin ilk ve son terim j,(A)j,(B)’ye
yakinsar ve bu, savi verir. |
A C R™ ve [m, M] bir kapali aralik olmak tizere S := A x [m, M] kiimesine
R"*1’de A tabanli bir silindir diyelim. Eger A Jordan olciilebilirse S de
Jordan olgtilebilir ve j,11(S) = jn(A)(M —m). Dolaysiyla Jordan olgiilebilir
S silindirinin Jordan hacmi, tabanin hacmi ¢arp: yiiksekliktir.

Not 2.2.18 I C R" Jordan dlgiilebilir olsun. Hangi f : I — R" fonksiyonlar1 Jordan
Olgiilebilir kiimeleri Jordan 6lgiilebilir kiimelere resmeder? n =2, =1[0,1] ve Q =1 x I
olmak tizere p : I — @ Peano doniigiimii olsun. Bizi p’nin su 6zellikleri ilgilendirir: p
siirekli ve p(I) = Q. Simdi I x {0} C Q, R*'de sifir hacimlidir. f(z,0) := p(x) dersek
f: I — Q siireklidir. Her B C Q i¢in A = f~(B) ise A bir sifir hacimli kiimenin alt
kiimesi olarak sifir hacimlidir. Oyleyse her B C Q kiimesi siirekli f déniisiimii altinda
bir sifir hacimli kiimenin resmidir. Sonugta bir déniigiimiin, dlgiilebilir kiimeleri 6lgiilebilir
kiimelere resmedebilmesi icin stureklilikten daha giigli 6zelliklerinin olmasi gerekir. A

Lemma 2.2.19 A C R” stmrl ve f : A — R™ ise L sabitli bir Lipschitz
fonksiyonu ise

In(F(4)) < afy(4), a:= (Lvn)".
Ozellikle, A sufur hacimli ise f(A) de sifer hacimlidir.

Kanit. Orta noktasi a € A ve kenar uzunlugu 2\ olan bir K kiibii i¢in
Ve e ANK (|f(z) — f(a)] < LA\Wn)

olur. Dolayisiyla f(A N K) kiimesi, orta noktasi f(a), kenarlar1 eksenlere
paralel, kenar uzunlugu L2\y/n ve hacmi (Ly/n)" v, (K) = av,(K) olan bir
K* kiibiine diiger. A ¢ AFl = U | K; ise f(A) C U", K} ve a = (Ly/n)"

olmak tzere
In(f(A) <oy <U K) <Y oK) =a ) va(Ki) = av,(AM)
i=1 i=1 i=1

olur. Sav buradan k — +oo ile elde edilir (bkz. Onerme 2.2.10 (i)). [

Teorem 2.2.20 A C R" Jordan él¢iilebilir bir agik kiime olsun. f : A — R"
Lipschitz siirekli, fl|A € C! ve her x € A icin det f'(x) # 0 olsun. Bu
kosullarda f(A) kimesi agik, Jordan olgilebilir ve

F(A) = f(A) ve Of(A) C f(0A).

f birebirse Of(A) = f(OA). Ayrica her Jordan élgiilebilir C C A igin f(C)
de Jordan olgiilebilir.
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Kanit. (i) B := f(A) olsun. Agik Déniisiim Teoremi’nden® dolay1 B agiktir.
A kompakt oldugundan f(A) kompakt, dolayisiyla kapahdir. Boylece B C

f(A), dolayisiyla
OB = B\B C f(A)\f(A4) C f(0A). (2.26)

A Jordan 6l¢iilebilir oldugundan dA sifir hacimlidir; bu ve Onsav 2.2.19’dan
0B sifir hacimlidir. Sonugta B Jordan olgiilebilir.

(ii) Her a € 0A i¢in limay = a olacak bi¢imde (ax) C A dizileri vardir.
b = f(ag) ve b= f(a) dersek b = lim f(by) € B olur. Dolaysiyla f(A)C B
olur. Yukarida B C f(A) gosterilmisti. Sonugta B = f(A) olur.

(iii) Simdi f birebir olsun ve ag, by, ve b yukaridaki gibi olsunlar. b € 0B
oldugunu savunuyoruz. b € B varsayalim. O zaman bir @’ € A ile f(a’) = b
olur. Bu durumda a"’niin bir agik U komsulugu ile b’nin bir agik V' komsulugu
f(U) = V olacak bi¢imde vardir. limay = a € 0A oldugundan, gerekirse
U’yu daraltarak, bir kg ile her k > ko igin ay ¢ U saglanir. Dolayisiyla her
k > ko igin by ¢ V olur ve bu limby = b ile geligir. Boylece (i) ile birlikte
f(0A) = 0f(A) olur.

(iv) ¢ C A Jordan dlgiilebilir olsun. ¢ = C U (C\C) ve C\C C 8C
oldugundan C\C sifir hacimlidir. Onsav 2.2.19dan f(C\C) sifir hacimli-
dir, dyleyse Jordan olgiilebilir. (i)’den f (C) da Jordan olgiilebilir. Sonugta
F(C) = F(C)U F(C\C) Jordan élgiilebilir. |

Asagidaki 6nsavdan dolay1 Teorem 2.2.20’nin kosgullar1 gevsetilebilir.

Lemma 2.2.21 A C R"™ sumrh agik kiime olsun. Her Lipschitz siirekli
f+A—=R" fonksiyonu tek bicimde bir Lipschitz sirekli f : A — R™ fonksi-
yonuna genigletilebilir.

Kanit. a € A olsun. a noktasma yakinsayan her (x,,) C A dizisi igin

1 (k) = Flem)|| < Lz = zml|

oldugundan (f(z,,)) bir Cauchy dizisidir ve bir b noktasima yakmsar. Ote
yandan (z/,,) C A dizisi a noktasina yakinsayan bir bagka dizi ise || f(z.,) — f(2],)] <
L ||z — 2| oldugundan f(z,) dizisi de b’ye yakinsar. Dolayisiyla f(a) := b

tanim kusursuzdur ve a € A icin f(a) = f(a) oldugu apagiktir.

Simdi (z,,), (z!,,) C A dizileri sirasiyla a,a’ € A noktalarna yakinsaksa

7@~ Fa)| = tim | #en) ~ )]

<L tim e — ] = L flem ]

6 Acik Doniigiim Teoremi: A C R™ agik, f : A — R", f € C'(A,R™) ve her z € A icin
det % # 0 ise f fonksiyonu agik kiimeleri agik kiimelere resmeder.
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Dolayisiyla f Lipschitz siireklidir. |

Not 2.2.22 Antik ¢agda geometriciler, bir tablete bir iiggen ¢izdiginde, tableti nereye
tagirlarsa tagisinlar ve tableti nasil yerlestirirlerse yerlestirsinler, yeni konumdaki liggenle
ilk konumdaki tiggenin alaninin ayni oldugunu tartigmasiz, apagik dogrular olarak ka-
bullendiler. Onlar daha bagtan kavramlarini izometrik olusturdular. Onlarin déneminde
koordinat sistemleri yoktu; dolayisiyla kenar uzunluklar a, b olan bir dikdértgenin alani,
nerede ve nasil bulunuyorsa bulunsun, daima ab’dir. Biz ise, 6rnegin diizlemde bir kartez-
yen koordinat sistemi segip, kenarlar1 eksenlere kogut olan dikdortgenlerden yola ¢iktik.
Dolayisiyla, kenar uzunluklar: a, b olup kenarlar1 eksenlere kogut olmayan bir dikdortgenin
alaniin da ab oldugunu kanitlamak durumunday:z. A

Lemma 2.2.23 Her terslenebilir A € GL(n,R) matrisi igin ortogonal
O1, O2 matrisleri ve bir D = diag(\1, ..., Ap) matrisi, A\; > 0 ve A = O3D0,
olacak bicimde bulunabilir.” O zaman |det A| = Ay --- A, olur.

Kamt. AT A matrisi simetriktir; ayrica, her 2 # 0 i¢in 27 AT Az = || Az|]* >
0 oldugundan, pozitif tanmimlidir. Dogrusal cebirden Ana Eksen Déniigtimii
teoremi

OTATAO =: Dy = diag(p, ..., pin)y p11 > 0,..., i >0

olacak bi¢imde bir ortogonal O matrisinin var oldugunu soyler. \; := \/p;
ve D := diag(A1,..., \,) alirsak, D? = Dy ve D! = diag(1/A1,...,1/A\,)
olur. Boylece

I=D"'D;D'=D'0TATAOD™".

Os := AOD™ ! i¢in OF = D71OT AT boylece O Oy = I, yani O, ortogonal
ve A = 0DOT olur ve igimiz biter. |

Teorem 2.2.20 f(A)’min Jordan olgiilebilir oldugunu soyler, ancak bu kii-
menin Slciisii hakkinda bir sey soylemez. Ozellikle L : R* — R™ izomorf
dogrusal dontigiimleri bu teoremin kosullarini saglar ve onlar icin fazlasini
sOyleyebiliriz.

Teorem 2.2.24 L € M™"(R), b € R" ve f(z) := Lz + b, ise her Jordan
olgiilebilir A C R™ i¢in f(A) de Jordan dlgulebilir ve

n(f(A)) = [det L| jn(A). (2.27)

Sonug 2.2.25 Izometriler Jordan élgiilebilir kiimeleri ayni hacimli Jordan
olciilebilir kiimelere resmeder.®

"GL (n,R)terimleri R’de olup det A # 0 olan n x n matrislerinin kiimesi gosterilir.
8 pmxn (R) terimleri R’de olan n X n matrislerinin kiimesidir.
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Kamit. f: R" - R"” ve X C R" i¢in X* := f(X) olsun.

(1) f bir 6teleme veya bir yansima olsun. Her iki duruda da @ € Q"
i¢in v, (Q*) = v, (Q) oldugu apagiktir. Dolayisiyla her F' € F™ figiirii igin
F* e F" ve v, (F*) = v, (F). Diger yandan A C B C C' <= A* C B* C C*.
Dolayisiyla A Jordan ol¢iilebilirse

l'n(A*): lim vn(AE‘k}): lim vn(A[k])

k—4o00 k—4o0
: k . *[k = *
B kggloovn(A[ )= kEIJrnoovn(A H) = Gn(a").
Boylece A* da Jordan 6lgiilebilir ve v, (A*) = v, (A).

(2) L = diag(A1,...,An) olsun. Her Q € Q" igin v, (Q*) = [A1- - A =:
w oldugu apagiktir. Buradan her A € J" i¢in A* ve v, (A*) = pv,(A) oldugu
(1)’deki gibi gosterilir.

(3) Simdi L terslenebilir olsun. f doniigimii Teorem 2.2.20’nin kosulla-
rin1 saglar; dolayisiyla her @ kutusu i¢in @* Jordan 6lgiilebilir. K; = Q[0;1]
birim kiip olmak tizere av := j,,(K7) olsun. > 0 olmak iizere kenar uzunluk-
lar1 7 olan K, := Q[0; ] = K kiipti i¢in, (2)’den dolay, j, (K) = ajn(K).
(1)’den dolay1 ise bu egitlik her 6telenmis a+r K kiiplerimiz i¢in, dolayisiyla
kiip birlegimleri olan figiirlerimiz i¢in de gecerlidir.

A C R™ sinirh olmak iizere

avn(Ap) = vn(Afy) < va(AFF) < aw, (AW)
olur. Buradan k — +o0o ile
aj (A) <j (A") <j,(A") < ajy(A) (2.28)

elde edilir. Buradan, A Jordan o6lgiilebilirse A* da Jordan olgiilebilir ve
Jn(A*) = ajn(A) olur. Geriye o = |det L| oldugunu gormek kaliyor. (2.28)’de-
ki o, L'ye baghdir ve titiz davranilirsa «y, ile gosterilmelidir.

Ortogonal O1, Oy matrislerini ve D diyagonal matrisini L = O9D0O;
olacak bicimde secelim (bkz. Onsav 2.2.23). Simdi B := B;(0) birim to-
pumuz olsun; B Jordan &lgiilebilir (bkz. Ornek 2.2.15 (2)). a; := detO;
olsun. O;(B) = B oldugundan (2.28)’den «; = 1 olur. Az yukarida (2)’de
D’ye iligkin o’nin |det D| oldugunu gordiik. Son iki tiimcedeki bilgilerden
L’ye iligkin « da |det D| olur. Diger yandan |det L| = |det(O2DO1)| =
|det Oy - det D - det O] = |det D].

(4) Simdiye kadar kanitlananlar sonucu da kamtlar.

(5) L ¢ GL(n,R) ise A* bir H hiperdiizleminde simirl bir kiimedir. Bir
g izometrisiyle H hiperdiizlemini H,—; := {x € R"|z, = 0} diizlemine
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resmedelim. g(A*) sifir hacimlidir, dolayisiyla A* sifir hacimlidir ve igimiz
biter. m

Teorem 2.2.24’iin sonuglarindan biri gudur: Jordan 6l¢iilebilir kiimeler ve
olgiileri segilen (0;eq,...e,) koordinat sisteminden bagimsizdir. R™'nin her-
hangi bir vy, ..., v, ortonormal bazindan ve herhangi bir 0’ orijininden yola
¢ikip, kenarlar v;’lere kogut kutularla ¢aligsaydik, degisen bir sey olmazdi!

2.3 Riemann Integrali

Uzlagma: Bu kisimda 2 C R™ daima Jordan dl¢ilebilir bir kiime ve aksi
sOylenmedikce f : €2 — R bir sinwrly fonksiyon olacaktir. Dolayisiyla hem €2,
hem de f sinarlidir. m, M € R sayilar1 her z € Q i¢cin m < f(z) < M olarak
secilsinler. Bu veriler bu kisimda sabit tutulacaklardir.

Not. Genelde izlenen yol sudur: Ik yariyilda Q = [a,b] € Q' alinir ve si-
nirl f : © — R icin Riemann integrali kavram verilir. Ikinci veya iciincii
yariyilda ise € = Q) € Qp bir kapali kutu ve f : Q — R smirh olarak alinir.
Her iki durumda da altintegral ve {istintegral tanimlanirken 2’nmin kapali
kutulara sonlu girisimsiz par¢alanislars kullanihir. A bir simirh kiime ise bir
Q € Q" kapah kutusu A C @ olacak bi¢imde segilir ve Q\A’'da = 0 ola-
rak acgiklayarak f fonksiyonu ()’da bir fg fonksiyonuna genisletilir. fgo'nun
Riemann integrallenebilir olmas1 durumunda |, 0 fo degeri @ kapali kutusu-
nun segiminden bagimsizdir. Bu durumda [, f := fQ fo olarak agiklanir.

Biz bu yolu izlemeyecegiz. Ister bir [a, b] kapali araliginda, ister 2 < n € N
olmak tizere bir Q € Qf kapal kutusunda galisalim, temel kavramlar, te-
mel teoremler ve kanitlar1 aymidir. Dolayisiyla biz dogrudan R™’de galigmaya
baglayacagiz. Fubini Teoremi {izerinden |, 0 f integralinin fab g tipinde integ-
rallerle hesaplanabilecegini 6grendikten sonra, bu tipe 6zgii teoremlere ve on-
larin hesaplama yontemlerine odaklanacagiz. Diger yandan R™’de ¢alisirken
@ kapali kutularinda galigmak yerine dogrudan Jordan oSlgiilebilir € kiimele-
rinde ¢alisacagiz. Riemann ve Lebesgue integralleri arasindaki benzerlikleri
ve nerede birbirinden ayrildiklarini olabildigince vurgulamak istiyoruz. Le-
besgue integralinde parcalaniglarla ¢aligildigindan Riemann integralinde de
parcalaniglarla calisacagiz.

a,b € R ve a < b olmak iizere I = [a,b] zaman araliginda bir cismin
uzayimizda hareketini inceleyelim. ¢ € I i¢in cismimizin v(t) = %x(t) hizim
bildigimizi varsayalim. Cismimizin x(a) konumunu biliyorsak x(b) nedir ve
cismimiz x(b)’ye gelene kadar ne kadar yol katetmisgtir? En yalin ve bilinen
temel durumdan yola gikilir: Cismimiz ty aninda x¢ := x(tg)’da bulunuyor
ve [to, t1] arahginda hiz vektoriimiiz sabitse, dd bir v € R3 ile x/(t) = v ise,
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s katedilen yolu gostermek tizere
x(t1) = x(to)+ (t1—to)v ve [x(t1) —x(to)[| = s = (t1—to) |V[| = (t1—to)v.

Simdi problemimize dénelim. Yapacagimiz is, [a,b] zaman araligini, uygun
segilen a = tp < t1 < -+ < t, = b noktalariyla kiigiikk Iy, := [tp_1,tx), k =
0,...,n—1ve I, := [th—1,t,] zaman dilimlerine bolmek, dyle ki & € Ij ol-
mak iizere I zaman diliminde hizimiz sanki sabit ve = v(£) olsun. Ornegin
v (t) stirekli ise bu amaca oldukga yaklagabilecegimizi biliyoruz. Bu durumda
J1(Ig) := tx — ti—1 olmak tlizere Apx = x(tg) — x(tk—1) =~ j1(Ix)v(&k) ve
Ags = s(tr) — s(tg—1)~ 71(Ix) [|[V(&x)]| ve sonugta

x(b) & x(a) + Y 1 (Te)v(&) ve s( XhﬂkW&l (2.29)
k=1

olur. Beklentimiz zaman araligimizi gittikce daha kiiciik araliklara parcala-
digimizda yukaridaki toplamlarin bir limite yaklagtigi ve o denklemlerde
yerine = yazabilecegimizdir, dd bu limitleri sirasiyla [’ v b t)dt ve f lv(t)] dt
ile gosterirsek

x@zﬂ@+éb(ﬁws /HvHﬁ

oldugudur. ff v (t)dt bir vektordiir ve herhangi bir hacimle uzaktan yakindan
bir iligkisi yoktur! Burada v : [a,b] — R3 bir vektor degerli fonksiyondur.

Elimizde homojen olmayan bir cismimiz olsun ve bu cismin uzayda kap-
ladig1 Q bolgesi Jordan 6lglebilir olsun. Cismimizin p(x) yogunluk dagili-
mini bildigimizi varsayalim. 2 bolgemizi yeterince kii¢iik Jordan o6lgiilebilir
Ay, ..., A kiimelerine pargalar ve a; € A; noktalarini segersek, cismimizin
A;’deki kismimin agirhgy, belli kogullarda, yaklagik olarak p(a;)js(A;)’dir.
Dolayisiyla cismimizin W agirhigr igin

k
Z a;)js(A (2.30)

olur. Beklentimiz, sayilari sonlu olmak tizere parcalar: kiigiiltiip sayilarini
artirirsak, bu toplamin bir fQ p limitine sahip olacagidir; bu durumda W =
fQ p olacaktir. Bu 6rneklerin ortak 6zelligi sudur: Jordan 6lgiilebilir bir 2 C
R™ kiimesinde tanimli bir simerle f : Q — R™ fonksiyonu verilmigtir. {2’nin
ayrik Jordan Olgiilebilir Ay, ..., Ag kiimeleriyle her sonlu parcalanis: ve bun-
lardan segilen a; € A; noktalariyla Zle f(a;)jn(A;) toplamlar: olugturulur.
Riemann integrali bu tirden sonlu toplamlarin uygun limit kavramlarinag gore
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limitleridir. Herhangi bir A;’nin tek parcadan olusan bir kutu olmasi gerek-
mez; A; kiimesi birbirinden uzakta sonlu sayida ayrik ve Jordan olgiilebilir
Bi1, ..., Bji parcalarindan olusabilir. Toplamimizin bir limiti olmasi i¢in ge-
rekli olan, fonksiyonumuzun A;’de aldig1 degerlerin birbirine yeterince yakin
olmasidir, dd sl(f, A;) salmimlarmin istenildigi kadar kiigiik segilebilmesidir.
Ancak j,(A;) = 0 ise salinim istenildigi kadar biiyiik olabilir; ¢iinkii bu du-
rumda her a;,b; € A; icin f(a;)jn(A;) = 0 = f(b;)jn(A) olur. Ozetle hacmi
sifir olan A; pargalarim toplamimizda gozardi edebiliriz.

Genel durumu ozetleyelim. K cismi R veya C olmak iizere V bir K-
Banach uzay, 2 C R™ Jordan 6lgiilebilir ve f : @ — V sinirli olsun. 2’nin her
sonlu sayida ayrik, Jordan élgiilebilir Ay, ..., Ay pargalaniglar: ve bunlardan
secilen a; € A; noktalariyla ). jn(A;)f(a;) toplamlar: olugturulur. Uygun
aciklanan bir limit kavramiyla tiim bu sonlu toplamlar bir limite sahipse bu
limit [, f ile gosterilir ve fnin ’daki Riemann integrali adim ahr. Bu V
Banach uzaylar igerisinde biri digerlerinden bir 6zelligi ile ayrilir: V = R
ise R, analizde stirekli kullandigimiz bir < dogal siralamasina sahiptir. Bu
bize fQ f integraline bir farkli yaklagim sunar; bu integrali dogrudan olci
tizerinden tanimlama firsat1 verir.

Riemann integralin 6lgii lizerinden tanimina kisaca deginecegiz. Biz Jor-
dan olgiilebilir kiimeler hakkinda yeterince bilgilendigimiz i¢in isimiz oldukca
kolay olacaktir. A C R™ ve g : A — R herhangi bir fonksiyon ise

[0,9] :={(z,y) [z € A, 0 <y < g(x)}, (2.31)
[9,0] :== {(z,9) [z € A, g(z) <y <0}, (2.32)
0,9) = {(z,y) [z € A, 0<y <g(2)}, (2.33)
0,9] == {(z,y)lz € A, 0 <y < g(2)} (2.34)

olsun. Bunlardan [0.g) kiimesine ¢g’'nin grafalt: diyecegiz. Eger g, f : A — R
ve g < f ise

9. f1:={(@,y)|lz € A, g(z) <y < f(2)}
olsun. (g, f] ve [g, f) benzer bicimde tanmimlanirlar. G, kiimesine ise g'nin
grafidenir. Q C R” Jordan 6lgiilebilir ve f : Q — [m, M| bir sinirh fonksiyon

olsun. [0, f] ve [f,0] kiimelerinin her ikisi de R"""’de Jordan &l¢iilebilirse f
fonksiyonu {2’da Riemann integrallenebilir denir ve

/Q £ = im0, £1) = Gusa (If,0) (2.35)

sayisina f'nin 2’daki Riemann integrali denir. Bu tanimdan gunu 6gren-
mis oluyoruz: fQ integrali R™ x {0} hiper dizleminin dstindeki hacimleri
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pozitif, altindakileri ise negatif olger. [0, f], [f, 0] kiimeleri sonlu  x [m, M]
silindirine diigtiigiinden

f‘ < Ju( Q)M — m). (2.36)

f:Q—Riginigin f*, f~ : Q — [0, +00) fonksiyonlar1 her z € Q igin
7+ (2) = max {f(2),0) ve f~(x) = max{~f (x) 0}

olarak agiklanir. Bu tanimlarla
f=1"=f"ve [fl=Ff"+f

olur. f~ >0 ve [0, f~] kiimesi [f,0]'in R™ x {0} hiperdiizlemine gére yansi-
mas1 oldugundan [f, 0] Jordan 6lgiilebilir olmasi [0, f~] kiimesinin Jordan
Olgiilebilir olmasina denktir ve 6lgiilebilir olma durumunda bu kiimelerin

f:Q — [0,400) siirh fonksiyonu Riemann integrallenebilirse 9[0, f] ve
9[f,0] kiimeleri ( R"*"’de) sifir hacimlidirler. Diger yandan Gy C 9[0, f] U
J[f,0]. Boylece su sonuca ulagiriz: Sinarle f : Q — R fonksiyonu Riemann in-
tegrallenebilirse Gy grafe R" 1 ’de sufur hacimlidir. Bu 6nermenin tersi dogru
degildir. Q = [0,1] ve f : Q — Q fonksiyonu x € Q rasyonelse f(z) =1, x
irrasyonelse f(z) = 0 olarak agiklansin; bu fonksiyona Dirichlet fonksiyonu
denir. G grafi, R?’de sifir hacimli olan (€2 x {0}) J (2 x {1}) kiimesinin alt-
kiimesi olarak sifir hacimlidir. Ancak f Riemann integrallenemez! @@ := 2 x )
olmak tizere [0, f] C @ kiimesi, r € [0, 1]NQ olmak tizere, sayilabilir goklukta
ayrik {r} x [0, 1] gubuklarmm birlesimidir. j, ([0, f]) = 0 < 1 = j2([0, f]) ol-
dugundan [0, f] Jordan olgiilemez; dolayisiyla f Riemann integrallenemez!
Aym sonuca goyle de ulagabiliriz: j2(0[0, f]) = j2(Q) = 1 > 0 oldugun-
dan 90[0, f] sifir hacimli degildir, dolayisiyla [0, f] Jordan olgiilemez ve f
Riemann integrallenemez. Riemann integrallenebilir fonksiyonlar var mi?
Herseyden 6nce f fonksiyonumuz sabitse, f = a ise f integrallenebilir ve
Jo f = ajns1(9). Her A C Qigin 14 : Q@ — R fonksiyonu, her z € A igin 1
ve € Q\A igin 0 degerini alsin. A Jordan 6lgiilebilir segilirse a € R olmak
lizere al 4 fonksiyonu Riemann integrallenebilir ve [, ala = ajn+1(A). Eger
Aq, ..., A C Q Jordan o6lgiilebilir ayrik altkiimeler ve aq,...,a; € R olmak
tizere f = > a;14, ise f fonksiyonu ’da Riemann integrallenebilir ve

/ f= / Z%Lﬁl) = Zaijn+1(Az
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Ozellikle fQ 1 = jn(92). Bu esitlik ¢okea izlenen bir bagka yolun gikig noktasi-
dir. Q = @ bir kapali kutu alinir; kutularin hacmini biliyoruz. @ nun yalnizca
(girigimsiz) kutulara pargalanigina izin verilir. Az ileride agiklayacagimiz al-
tintegral, iistintegral ve Darboux integralinde yalnizca bu tiir parcalaniglar
kullanilir. Herhangi bir A smrl kiimesi verildiginde bu bir @ kapali ku-
tusuna alimir ve 14 fonksiyonu (’da Darboux integrallenebilirse A Jordan
olgiilebilir denir ve j,(A) = fQ 14 olarak acgiklamir. Bu yonde daha fazla
ilerlemeyecegiz. A

Jordan Olgiilebilir ve aynk Aj,..., A; kiimeleri ile Q = |_|i.€:1 A; ise
Z ={A;li =1,...,k} ailesi Q'nin bir pargalamgidir denir. Bazen bu parca-
lanigi yalin olarak Z = {4;} olarak da gosterecegiz. 2'nmn pargalaniglarinin
kiimesini 3(Q) ile gosterelim. 2" = {A47,..., A}}, Q'nmn bir diger parcala-
nigt olsun. Eger her bir A; bir takim A;’lerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa,
es anlamli olmak tizere her bir A; bir A;'nin altkiimesi ise Z’ parcalanisi
Z parcalanisimin bir inceltilmisidir denir ve bu Z < Z’ olarak gosterilir.
Zl = {Ai}lgigk ve ZQ = {Bj}1§j§l7nin ikisi de S(Q)’da ise

2129 :{AZﬁBﬂlSZSk,lSJSZ}

de @'nin bir pargalamigidir; i = 1,2 i¢in Z; < 21 2. Agikea (3(12), <) yukar:
dogru yonlenmis bir kiimedir; <’ya 3(2)'nin dogal siralamas: diyecek ve
(xz) bir (3(2), <) ag: ise limitini sirasiyla

lim xz, veya limzz veya kisaca limxz
ze3Q) Z

ile gOsterecegiz.

Z = {Ai} << € 3(Q) olmak iizere || Z|| := maxj<i<i d(A;) sayisina
Z pargalamigmin normu denir. Z < 2’ ise || 2’| < ||Z|| oldugu apagiktir.
i=1,2icin Z; € 3(Q) ise || 2122]] < || Zi]| gegerlidir.

z2<zZ:«—=|Z'| <z

olarak agiklansin. (3(Q2), <) yukar1 dogru yonlenmis bir kiimedir; buna met-
riksel siralama diyelim. 2 C R" yerine herhangi bir X kiimesi aldigimizda
parcalaniglar ve < siralamasi anlamlidir. Ancak ||Z]| normu ancak X bir
metrik uzaysa anlamlhidir. Dolayisiyla herhangi bir kiimeye aktarilabilen <
siralamasi, yalniz metrik uzaylarda gecerli olan < siralamasindan daha kul-
lanighdir. Bir (zz) agmin metriksel siralamaya gore limitini

lim zz
IZl|—0
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ile gosterecegiz. Bir (Zj) C 3(2) dizisinin metriksel siralamada sondag ol-
masi tam da lim || Z|| = 0 olmasi demektir. Bu yiizden metrik siralamadaki
sondag dizilere sifir dizileri de denir. (3(f2), <)’de sifir dizilerinin varhg:
apaciktir. Dizi Olgiitii 1.1.11 ile

lim xz =a <= Her sondas (Z) i¢in3 lim zz, = a.
[|Z]|—0 k—+o00

Not 2.3.1 (3(2),<) ve (3(2), <) swralamalar1 arasinda temel bir fark vardir. Okurun
da kolayca gorecegi gibi (3(Q2), <)’de sondag diziler vardir; ancak (3(Q2), <)’de dyle degil.
Ornegin Q = [a, b] olsun. Bir Z € 3([a, b]) parcalanismi a = 2o < 71 < --- < z, = b olmak
tizere Z = {xo,x1,...,xn} olarak yazabiliriz. Simdi (3(€2), <)’de herhangi bir (Z}) dizisi
verilsin. |J 2, sayilabilir oldugunda bir ¢ € [a,b]’yi ¢ ¢ |J 2k olacak bigimde segebiliriz.
Z' .= {a,c,b} secelim. Higbir Zj, ile Z' < Z; saglanmaz! Dolayisiyla (Z) dizisi sondag
olamaz. A

Z = {A4;} € 3(9) pargalanigi verilsin. Her bir A;’den bir a; segilmis
olsun; bu durumda a := (a;) € Z diyelim ve tiim bu veriyi kisaca Z(a) ile
belirtelim.

3°(9) = {Z(a)la € 2}

olsun. 3*(2)’da < yukar1 dogru yonlendirmesi her Z(a), Z’'(a’) i¢in
Z(a) < Z'(d) = Z < Z

olarak agiklansim. Bu yonlendirme a; ve a}’lerin se¢iminde bagimsizdirlar.
Her Z(a) € 3*(9) i¢in

k

R(f,2(a) == f(ai)jn(As) (2.37)

=1

sayisina f'nin Z(a)’ya gore Riemann toplami denir. Riemann toplami
vektor degerli fonksiyonlar icin de anlamlidar.

Z(a) € 3*(Q) igin || Z(a)|| := || Z]|ve her Z(a), Z'(d’) i¢in
Z(a) < Z'(d) = Z< Z
olarak aciklansin. Bu yonlendirme a; ve a;’lerin se¢iminde bagimsizdirlar ve
(3*(€), <) yukar1 dogru yonlenmis bir kiimedir. Z, 2’ € 3(Q) ve Z(a), Z'(d’) €
3%(92) ise
Z<Z' = Z<Z" ve Z(a) < Z'(d) = Z(a) < Z'(d). (2.38)

Bu ¢ikarimlarin tersleri dogru degildir. Buradan agagidaki 6nerme gikar.
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Lemma 2.3.2 Bir (xz) ag i¢in

li =a=1i =a, 2.39
Hzlﬁr_lwxg a imzz =a (2.39)

ozellikle
lim R(f,Z(a)) =a=1mR(f,Z)=qa.
i, R(f.Z(a) m R(/,2)

Kamt. limz|_02z = a olsun. € > 0 keyfi verilsin. Tanimdan bir Z. par-
galanigi, her Z pargalansi igin || Z|| < ||Z¢|| ise |xz — | < € olacak bi¢imde
vardir. Bu durumda her Z > Z_ i¢in || Z]| < || 2] oldugundan |zz — o] < &
elde edilir. Dolayisiyla limz xz = « olur. Diger sav benzer bigimde kanitla-
nir. |

Onsavimizdaki ¢ikarimlarm ters yonleri genelde dogru degildirler. Ancak
Teorem 2.3.13’de gosterecegimiz gibi, bizi ilgilendiren aglar i¢in bu ¢ikarim-
larin ters yonleri dogrudur.

[+ Q — R sirh oldugundan m, M € R sayilar1 her z € Q igin m <
f(z) < M olacak bicimde vardir. 'nin her Z = {4;}1<,<; parcalans icin,

m; :=my 4, = inf f(x) ve M; := My, := sup f(x)
y A4 TEA; 3 A4 weA,

olmak tizere
k k
A(f,2) =) mijn(Ai) ve U(f,2) =Y Mijin(Ai) (2.40)
=1 =1

toplamlarina sirasiyla f'nin Z parcalanmigina gore alttoplam ve iisttop-
lam1 denir. Ancak burada bir sorun var: 4; = () ise m; = +o00, M; = —oc0 ve
4n(®) = 0 olur. Bu durumda (#+00) - 0’dan ne anlayacagiz? Iki secenegimiz
var; birincisi her defasinda (2.40)’taki toplamlar1 A; # () kogulunu saglayan
?’ler lizerinden yapacagimiz belirtmek, ikincisi ise ayni sonucu verecek olan
(£00)-0 = 0-(£o00) := 0 uzlagmasim yapmak. Biz burada ve 6lgii kuraminda
ikinci segenegi yegleyecegiz. Bizi (A(f, Z))ZEB(Q) ve (U(f, Z))Zes(ﬂ) aglari,
yalin gosterimle (A(f, Z))z ve (U(f, Z)) aglan ilgilendirecektir.

Uzlagma: (+o00)-0=0-(+o0) := 0.

0#£BCA=msa<myp<Mip<Ma (2.41)
esitsizlikleri gegerlidir. Dolayisiyla Z, Z' € 3(Q) ve Z < Z’ ise

min(Q) < A(f,Z) < A(f, 2') SU(f, 2) S U(f.2) < Mju()  (2.42)
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ap = a a ay as ay ) =a g ay as ay

Sekil 2.1: Riemann ve salinim toplamlarini gosteren iki figiir.

elde edilir. Bu esitsizlik ¢ok yararhidir. Her 21, Z5 € 3(2) i¢in
A(f,21) SA(f,21-22) SU(f, 21 - 22) < U(f, 22) (2.43)

olur, dd hig bir alttoplam hig bir tisttoplamdan biiyiik olamaz! Ayrica My 4 =
—m_y 4 oldugundan

U(fv Z) = _A(_fa Z)
Ozetle

mjn(Q) < A(f, Z2) < R(f, Z(a)) < U(f, Z) < Mjn(Q) (2.44)

gegerlidir. sl(f, A;) :=sup{|f(z) — f(y)| | z,y € A;} olmak iizere

k

k
=Y sl Ain(A) = U(f, 2) = A(f, 2) = Y (Mi — my) ju(Ai)
i=1

i=1
(2.45)
sayisma f'nin Z parcalanisina gore salinimtoplam denir® . A(f, Z) ve
U(f, Z) toplamlar: yalmzca R-degerli fonksiyonlar i¢in anlaml iken sl( f, 4;)
ve SI(f, Z) kavramlar1 V-degerli fonksiyonlar i¢in de anlamhdirlar.

/ f= fdjn, == sup A(f,2) ve (2.46)
4Q A) Ze3(9)
/ f= / fdi= int U(f.2) (2.47)

A C R* ve f : A — R igin sl(f, A) := sup, yea lf(z) — f(y)| sayisma f fonk-
siyonunun A’daki salinimi denir. Eger A # 0 ve sag yan oo — oo tipinde degilse
sl(f, A)=sup f(A) — inf f(A). z € A igin M(f,z) := limsup,_,, f(z) ve m(f,z) =
liminf._,» f(2) olmak tizere sl(f,z) := M(f,z) — m(f,x) sayisina f’nin z’teki salinim
denir. sl(f, z) = lim. 0 sl(f, Be(x)).
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sayllarma ise, sirasiyla, f'nin ’daki altintegrali ve iistintegrali denir.
(2.44)’ten dolay1 fo, Jof eRve

/Qf <[ pve [ - /Q(f)-

(2.42)’den dolay1 (A(f, Z))z monoton artan ve iistten siurh, (U(f, Z)) 5 ise
monoton azalan ve alttan sinirh olduklarindan Onerme 1.1.8 ile

/szliglA(f,Z) ve /szliénU(f,Z). (2.48)

Simdi f > 0 i¢in bu toplamlar1 gorsellegtirelim.

ng = |_|Az X [O,mi], sz = |_|Az X [O, Ml] ve Gfg = |_|Az X [mZ,MZ]

olsunlar. R™*1’de sonlu sayida &lciilebilir ayrik silindirlerin birlesimi olarak
sfz,Sfz ve Gz Jordan olgiilebilir ve

A(f7 Z) = jn-‘rl(sfz)) U(fv Z) :jn-i-l(SfZ)v jn+1(GfZ) = Sl(f’ Z) (2'49)

olugundan, sfz C [0, f] C Syz oldugunu da gozetirsek,

/ T2, (00D S dua(0.5) < [ fve i) < infsi2)
(2.50)

olur. Bu durumda
[ i=[ 1=a=0nes i@ -a @)
J 0 Q

[0, fI'nin Jordan olgiilebilir olmasi 9]0, f]'nin sifir hacimli olmasina denk
oldugundan:

/ f= / f = 0|0, f] sifir hacimli, 6zellikle j,41(Gf) =0. (2.52)
o) Q

Not 2.3.3 Devam etmeden 6nce belirtmemiz gereken bir sey var. Jordan Olgiilebilir
Ay, .., Ay kiimeleri ile Q = J¥_, A; ve i # jicin A;NA; =0 ise Z2 = {Aili =1,...,k}
ailesi ’nin bir girisimsiz pargalamigidir denir. 2'nin girisimsiz pargalaniglarinin
kiimesini 34(Q) ile gosterelim. Cogu yazar (2.46) ve (2.47)’de 3(f2) yerine 34(92) alarak
galigir. Her iki yaklagimda aym sonucu verir. Bir yandan 3(2) C 34(€2) oldugundan
sup A(f,Z2)< sup A(f,2)< _inf_ U(f,Z) < (£,2).  (253)
Z€3,(Q)

inf U
Ze3(Q) Z€34(Q) Ze3(Q)
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Diger yandan Z* € 34(Q) keyfi verilsin ve Z* = {Z{,Z3,...,Z}} olsun. Bu durumda
Z* < Z kosulunu saglayan bir Z parcalamginin A(f, Z*) < A(f, Z)ve U(f, 2) < U(f, Z")
kogulunu saglayacak bigimde bulunabilecegini gdsterecegiz. Bu durumda

sup A(f,2)< sup A(f,2)< inf U(f,2)< inf U(f, 2) (2.54)

Z€34(Q) Ze3(Q) T Ze3(Q) Z€34(2)

olur. Sonugtasupzcs (o) A(f, Z) = supzejq) A(f, Z) veinfzeso) U(f, Z) = infzes, o U(f, Z)
elde edilir ve her iki yaklagim gakigir. Simdi Z*’dan Z’ye gegisi verelim. k {izerinden tiime
varimla kanitlanir. £k = 1 igin kanitlanacak bir gsey yoktur. k& = 2 igin kanit1 verelim.
Z* ={Z7,Z5} olsun. Zs := Z{ N Z3, Z;j :== Zi\Z12 ve Z := {Z1, Z>, Z3} olsun. Agikca
Z* < Z. Z* girigimsiz oldugundan Z12 sifir hacimlidir ve j,(Z;) = jn(Z]). Ayrica Z; C Z;
oldugundan inf f(Z;) < inf f(Z;) ve sup f(Z;) < sup f(Z]) olur. jn(Z12) = 0 oldugunu
gozetirsek A(f, Z2*) < A(f,2) ve U(f,Z) < U(f,Z") olur. Dolayisiyla (2.54) saglanir.
Her £ igin sav tiimevarimla benzer bi¢cimde kanitlanir.

Girigimsizlik bir topolojik kavramdir; herhangi bir kiimeye aktarilamaz. Herhangi bir
kiimede de integrasyon kurami yapilabilir; bu nedenle pargalaniglarla ¢alismay: yegledik.
A

Tanmim 2.3.4 (1) fo = TQf ise f fonksiyonu ’da Darbouz integral-

lenebilir ve o
/Qf:/gfdjnrz/gfz/ﬂf

sayisina ise [ nin ’daki Darboux integrali denir. n = 1 ve = (a,b)
durumunda f(a,b) f yerine fabf yazmak bir gelenektir.
(2) (R(f,2(a)))z(,) age yakwnsak ve limz R(f,Z(a)) = « ise f fonksi-
yonu §2’da Riemann integrallenebilir ve Riemann integrali o ’dvr denir.
(3) Bir a € R sayse ile lim) z 50 R(f, Z(a)) = « ise f fonksiyonu Q’da
*Riemann integrallenebilir ve *Riemann integrali o’dvwr diyelim (Bu,
Riemann’in tanvmdar).'°

a € R saysi ile limz 0 R(f, Z(a)) = « olmasi asagidaki dnermeye
denktir:

Ve>030>0VZ(a) € 3°(Q) (|Z(a)|| <0 = |R(f,Z(a)) —a| <e).
(2.55)
Biz bu {i¢ kavramin birbirine denk oldugunu kanitlayacagiz.

Lemma 2.3.5 j,(Q) =0 ise her sumurly f : Q — R Darbouz integrallenebir
ve fQ f=0.

10Biz Onerme 2.3.11’de Darboux ve Riemann integrallenebilirlik kavramlarinin ortiig-
tiiglini kanitlayacagiz. Bu nedenle okura, iginde Darboux gecen her tiimceyi, bir kez de
Darboux yerine Riemann alarak okumasini 6neririz.
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Kanit. Kogullarimizdan her Z € 3(92) i¢in A(f, Z) = U(f, Z2) = 0. Bu, san1
verir. m

Bu 6nsavdan dolay1 incelemelerimizde j,(£2) > 0 durumlarina odaklana-
biliriz.

Onerme 2.3.6 (e-6lgiitii) Swurk f: Q — R fonksiyonunun Darbouz in-
tegrallenebilir olmasy igin guyk her ¢ > 0 saypsina karsiik bir Z2 € 3(9)
parcalamgimn SI(f, Z) < e olacak bigimde bulunabilmesidir.

Kamit. = o := [, f olsun ve € > 0 keyfi verilsin. 21, 2, € 3(2) parca-
lamiglarimi o — § < A(f, 21) ve U(f, 22) < a + § olarak segersek (2.43)’ten
SI(f, 21 - Z2) < e elde edilir.

<=: Sav agagidaki esitsizlikten gikar: Her Z € 3(Q) igin

o</f /f<Uf, 2)— A(f, 2) = SI(/, 2).

A C Q Jordan 6lgiilebilirse her Z € 3(2) igin ZNA € 3(A) ve SI(f|A4, ZN
A) < SI(f, Z) oldugundan e-6lgiitii su sonucu verir: f fonksiyonu Q2 ’da Dar-
bouz integrallenebilirse her Jordan élgilebilir A C Q kiimesinde de f|A Dar-
bouz integrallenebilir.

Onerme 2.3.7 f’nin Darbouz integrallenebilir ve fo = « olmast i¢in
guyk kosul bir (2,) C 3(£2) igin

ImA(f, Z,) =lImU(f, Z,) =«

olmasidir. Burada (Z,) 'nin bir sondas dizi olmast veya || Z,|| — 0 istenme-
migtir!

Kamt. (1) Bir (Z,,) dizisi i¢in lim A(f, Z,) = imU(f, Z,) = « olsun. Hi-
potezden lim SI( f, Z,,) = 0. Dolayisiyla her € > 0 igin bir n. € N sayisi her
n > ng i¢in SI(f, Z,) < e olacak bigimde vardir. e-olgiitiinden f Darboux
integrallenebilir.

azlimA(f,Zn)g/ f§/ f<lmU(f, 2Z,) = «,
J QO Q

esitsizliginden igf = Tﬂf —a= fQ f
2) 3 [, f = a olsun. Her n € N* icin Z],, 2 € 3(Q) parcalamslar

1 1
U(f>Z’:z)<a+ﬁ ve A(f,ZZ)>a—E
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olacak bi¢imde bulunabilir. Z,, := Z] Z/' ise her n € N* igin
1 1
_7<A(f> )<U(f7 )<Oé+*

Dolaysiyla lim A(f, Z,) =limU(f, Z,) = a. [ |

Sonug 2.3.8 f dizgiin stirekli ise Darbouz integrallenebilir. Ozellikle
kompakt ve f stirekli ise f Darboux integrallenebilir.

Kamt. Onsav 2.3.5ten dolay1 j,(€2) > 0 varsayabiliriz. ¢ > 0 keyfi verilsin.
Bir 0. > 0 sayisim || —y|| < & olan her z,y € Q i¢in |f(z) — f(y)| <
£/7n(Q) olacak bigimde segelim. Z := {Ay,..., Ax} € 3(Q) ve || Z]| < ¢ ise

k k k

SIS, 2) = Y sl Ajn(A) <3 ﬁjm» = m Y gn(A) =

i=1 =1 =1
olur. Bu, e-0l¢iitii ile savi verir. Kompakt kiimelerdeki siirekli fonksiyonlar
diizgiin siireklidir; bu savin kalanini verir. |

Sonug 2.3.9 —oo < a <b < 400 ve Q = (a,b) olmak tizere her monoton
ve stmarly f @ (a,b) — R Darboux integrallenebilir.

Kanit. Gbk f monoton artan olsun. € > 0 keyfi verilsin. M > 0 ve f ( ) C
[—M, M] olsun. a = xp < 21 < -++ < &y, = b olsun. I} = (zg,x1), 2 < k <
m — 1 i¢in Iy = [xg_1,xk) Ve Im = [Tm—1,%m) olsun. Z2 = {I,...,I,} €
3(Q) igin, f monoton oldugundan, sl(f,I;) = f(x;) — f(zi—1) oldugunu da

gbzetirsek

SI(f, Z < Z — Ti— 1 xz) - f(xz—l))

< (Z(f(wz‘) - f(wi—l))> 12l =2M || Z]|.

i=1
Z'yi || Z|| < 557 olacak bigimde segersek SI(f, Z) < € olur. Sav e-6l¢iitiinden
gikar. |

Biz bir monoton fonksiyonun sayilabilir goklukta siireksizlik noktalar:
olabilecegini biliyoruz. Simdilik Darbouz integrallenebilir bir fonksiyonun sa-
ylabilir coklukta stireksizlik noktalar olabilecegini dgrendik.

Lemma 2.3.10 Z = {A4;}, ;. € 3(Q) ve € > 0 keyfi verilsinler. a;,b; €
A; noktalar

A(f,Z) SR(f,Z(CL)) <A(f,Z)+€ ve U(f,Z)—€<R(f,Z(b)) SU(.ﬁZ)

olacak bicimde bulunabilir.
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Kanit. j,(2) = 0 ise her Z igin A(f,Z) = R(f,Z2(a)) = U(f,2) =
olacagindan sav agikardir. Simdi j7,,(€2) > 0 olsun. a; € A; noktalarim

£
m; < fla;)) <mj+—=, 1<i<k
() In(S2)

olacak bicimde segebiliriz. Bu durumda

A(f,Z) < R(f,Z(a)) < A(f, 2 +Zyn ) or = A(f, 2) + ¢

n
elde edilir. Savin diger yarist benzer bi¢imde kanitlanir. |

Onerme 2.3.11 (Denklik Onermesi ) f : Q — R’nin Darbouz in-
tegrallenebilir ve fo = « olmast i¢in guyk Riemann integrallenebilir ve

limz R(f, Z(a)) = « olmasidr.

Kamt. (1) f Darboux integrallenebilir ve o = [, f olsun. (2.44) ve Onerme
1.1.7 (iii) ile limz R(f, Z(a)) var ve a’ya esittir.

(2) limz R(f, Z(a)) = « olsun. Her € > 0 i¢in bir Z.(a.) parcalanisi her
Z.(as) < Z(a) icin |R(f, Z(a)) — af < € olacak bigimde vardir. Bu ve (2.56)
esitsizliklerinden her Z. < Z i¢in |A(f,Z2) —a| < e ve |U(f,Z2) —a] < ¢
elde edilir. Dolayisiyla (A(f, Z)) ve (U(f, Z)) aglar1 yakinsaktir ve limitleri
o’dir. Sonugta f Darboux integrallenebilir ve [, f = a. |

Lemma 2.3.12 § Jordan élglebilir ve Z* = {A},..., A}} € 3(Q) olsun.
Her € > 0 saypsina karsihk bir § > 0 saysy izleyen onerme saglanacak
bicimde bulunabilir: || Z|| < 6 kosulunu saglayan her Z = {A;}i<j<m € 3(Q)
icin, Aj’lerin herhangi bir A7 'ye diismeyenlerinin hacimleri toplama €’dan
kiictiktiir.

Kamt. ¢ > 0 keyfi verilsin. Her 0A7 sifir hacimli oldugundan bir F; agik
figiirii, DAF C F; ve vy (F;) < /k olacak bigimde segilebilir. DAY ve AT\ F; ay-
rik kompakt kiimelerinin birbirine uzakligi é; (6; > 0!) ve § := min{d1, ..., 0}
olsun. || Z]| < § kosulunu saglayan her Z = {A;}i<j<m € 3(Q) icin, A;’lerin
herhangi bir A}’ye diigmeyenlerinin birlesimi Ule F;’ye diiger; dolayisiyla
bu Aj’lerin hacimleri toplami < Zle vn(F;) < kg =€ olur. [

Teorem 2.3.13 (Denklik Teoremi ) “Riemann integrallenebilir” ve “*Ri-
emann integrallenebilir” kavramlar, denktirler, dd

ngrlR(f,Z(a)) =qa <=3 ”élHH_i R(f,Z(a)) = a.
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Kanit. Onsav 2.3.2’den dolay1

JlmR(f, Z(a)) =a =3 lim R(f,Z(a)) =«
Z [|Z]]—0

oldugunu gostermek yeterlidir.

dlimz R(f, Z(a)) = a olsun. Her Z(a) € 3(1) i¢in a ve R(f, Z(a)) nin
her ikisi de [A(f, Z),U(f, Z)] araligina distiiginden sunu gostermek yeter-
lidir: Her € > 0 igin bir § > 0 sayisi, || Z]| < ¢ kogulunu saglayan her Z i¢in
SI(f, Z) < e olacak bi¢imde bulunabilir.

f smirli oldugu igin bir K > 0 ile her z €  i¢in | f(z)| < K olur. Simdi
e > 0 keyfi verilsin. Onerme 2.3.6 ile bir Z* € 3(Q) parcalams SI(f, Z*) < §
olarak secilebilir. Z* = {A3},..., A} } olsun. Z* ve /2K i¢in Onsav 2.3.12’ye
gore 0 > 0 sayisiu segelim. Simdi [|Z] < ¢ olan bir Z € 3(f2) verilsin.
Z ={A4,..., Ay} olsun; bunlardan herhangi bir A}’ye diigmeyenler tam da
Api1,..., Ag olsun. a; € A; nasil segilirse segilsin

R(f,Z(a)) = Z flav)vn(4Ay) + Z f(av)vn(Ay)

v=1 v=p+1
* g * €
SU(f,Z)—FKﬁ—U(f,Z)—FQ. (2.57)
Bengzer bigimde .
R(f,2(a)) = A(£,27) = 5 (2.58)

elde edilir. Dolayisiyla SI(f, Z) < € ve |R(f, Z(a)) — «| olur; isimiz biter. B

Sonug 2.3.14 f Riemann integrallenebilir, (Zi(a)) C 3(Q) ve || Zk|| — 0

ise [ f =lmR(f, Zy(a)).
Kanat. ||Zk(a)|| — 0 ise (Z2x(a)) bir sondas dizidir; Teorem 1.1.11 saw
verir. |

Bu sonugtan dolayi, eger f'nin Riemann integrallenebilir oldugunu biliyor
ve integralini hesaplamak istiyorsak, igimizin kolaydir: || Zx|| — 0 kogulunu
saglayan herhangi bir parcalams dizisi ile [, f = lim R(f, Zx(a)).

Uzlagma: Bundan sonra yalnizca Riemann integrallenebilir adlandirmasini
kullanacagiz.

R(Q) =R(QR):={f:Q— R|f smurh ve Riemann integrallenebilir}

olsun.
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Tanim 2.3.15 f = (f1,...,fm) : Q@ = R™ smarl bir donisim olsun.
Eger limzesq) R(f, Z(a)) var ve bu limit b ise f fonksiyonu Q2 ’da Riemann
integrallenebilir ve integrali b’dir denir.

R(f,Z(a)) = (R(f1,Z(a)),..., R(fm,2Z(a))) oldugundan f’nin Riemann

integrallenebilir olmasi, her bir f;'nin Riemann integrallenebilir olmasina

denktir ve bu durumda
(1= ([t [ 52).
Q Q Q

Bu nedenle m = 1 durumunu incelemekle yetinecegiz. Ayrica C’yi R? gibi
digiiniirsek, bir f : & — C fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olmasi
Re f ve Im f’nin Riemann integrallenebilir olmasina denktir.

Ornek 2.3.16. (1) Z = {A1,..., Ax}€ 3(Q) olmak iizere
k
t=> cila;, c1,...,c8 €R (2.59)
i=1

tipindeki fonksiyonlara bir Z-merdiven fonksiyonu diyelim ve bunlarin kiimesini M,.(Z)
ile gosterelim*!. M,.(Q) := Uzes0) Mr(Z) ile 2'daki tiim merdiven fonksiyonlarmmn kii-
mesini gosterelim. ¢ € M, (Z) ve Z < Z' ise t € M,(Z’). Bunun bir sonucu olarak
k=1,2igin ti, € M,(Z2y) ise t1,t2 € M, (2125). buradan asagidaki sav kolayca ¢ikar.

M (Q) bir R-vektor uzayidir ve ayrica t1,t2 € M, (Q) ise max(t1,t2), min(t1,t2) ve
ayrica ta sifir degerini almiyorsa t1 /te fonksiyonu da M, (Q2) dadr.

t € M,(Q) ise bir Z € 3(Q) ile t € M, (Z). Bu durumda SI(¢, Z) = 0 oldugundan,
e-6lgiitii ile ¢ Riemann integrallenebilir. t = 3% | ¢;1.4, ise

/Qt = ilcwn(Ai).

oldugu kolayca goriiliir. Simdi HTFI = {(z1,.-.,Tnt1)|Tny1 > 0} ve benzer gekilde
H ! = {(z1,. .., Znt1)|Tns1 < 0} olsun. |¢;| vn(As) = vnt1(As X [0, |ci]]. t'nin Gt grafi
ile © arasindaki bolge, sonlu sayida ayrik A; tabanl ve |¢;| ylikseklikli silindirden olugur.
fQ t integrali, bu silindirlerden Hiﬂ’e diigenlerin hacimleri pozitif ve H™*'’e diisenlerin
hacimleri negatif alinarak, bu silindirlerin hacimleri toplamidir. Tabanin hacmi sifir olan,
bozuk silindirlere izin verdigimizi ayrica belirtelim. Ozel olarak n = 2, Q = [0,1] x [0, 1],
A1 =10,1/2) x[0,1], As =[1/2,1] x [0,1] ve ¢1 # ¢z olmak lizere t = ¢114, + 214, olsun.
t Riemann integrallenebilir. Ancak simdi ¢ fonksiyonu S := {1/2} x [0, 1] kiimesinde
siireksizdir. S sayilamaz, ancak j2(S) = 0! Boylece Riemann integrallenebilir fonksiyonun
sifir hacimli bir kiimede stireksiz olabilecegini 6grendik.
f: 2 — R smurh fonksiyonu verilsin. Her Z = {4;}1<i<x € 3(2) igin

k k
tyz =Y mila, Trz =Y Mila,, m;=inf f(A;), M; = sup f(A,) (2.60)

=1 =1

Y M, yazhimdaki “” Riemann’a géndermede bulunur. Bunlar bir anlamda Riemann
merdivenleridir; ileride Lebesgue merdivenlerini ele alacagiz.
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isetyz < f<Tfz ve fQ trz = A(f, 2), fQ Ts,z = U(f, Z) oldugundan

= sup t ve/ = inf / 2.61
lﬂf 263(9)/ 1z = Ze3(Q) hz ( )

olur. Bu nedenle kimi yazar Riemann integrallerine sdyle yaklasir: Her ¢t = Zle cila, €
M. (Q) merdiven fonksiyonu igin

k
/Qt = Zcijn(Ai) (2.62)

olarak tanimladiktan sonra alt ve iistintegraller

f= sup /t ve / f= inf /t 2.63
19 teM . (Q),t<fJ J teMr(Q).f<t Jo ( )

esitlikleriyle tanimlanir. Gerisi benzer ilerler.

2)n=1ve Q=1[0,1] olsun. f : @ - R ve her z € QN Q igin f(z) = 1, diger
noktalarda f(z) = 0 olsun; kisaca A := QN Q olmak tizere f = 14. Her Z € 3() i¢in
SI(f, Z) = 1 oldugu kolayca goriiliir. e-Olgiitii’'nden dolayr f Riemann integrallenemez.
g : © — R fonksiyonu her x € A i¢in g(z) = 1 ve her z € Q\ A iginse g(z) = —1 olsun. g Ri-
emann integrallenemez, ancak |g| Riemann integrallenebilir! Bir sonraki boliimde 6grene-
cegimiz Lebesgue integralinde durum farkhdir; orada - ileride 6grenecegimiz kavramlarla-
Slglilebilir bir g fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir olmasi igin gvyk |g|'nin Lebesgue
integrallenebilir olmasidir.

)

T

T
1
Sekil 2.2: Zeno merdiveni.
(3) Zeno merdiveni. Q = [0,1] ve s, := Y7, 5+ olsun. (s,) dizisi kesin monoton
artandir ve s, /' 1. Simdi A; = [0, ;) ve n > 2 iginse A, = [sn—1, Sn) olsun. Her m # n

icin Ay N Ap =0 ve Q@ = {1} U] A,. Simdi f : Q@ — R fonksiyonu her A,’de sabit
sn degerini alsin ve f(1) := 1 olarak aglklansm f’nin grafi, Sekil 2.2’de goriildigi gibi,
sonsuz basamakli bir merdivendir. f fonksiyonu her s,, noktasinda siireksizdir; ancak yine
de Sonug 2.3.9’dan Riemann integrallenebilir. Bunu dogrudan da gorebiliriz. Gergekten
de € > 0 keyfi verilsin. n dogal sayisimi 1 — s, < ¢ olacak bi¢imde segelim. Her Ag
i¢in sl(f, Ax) = 0 oldugundan Z = {Ai,...,Ax} U [sk, 1] parcalanis1 i¢in SI(f,Z) =
sI(f, [sk, 1]).v1([sk,1]) < 1- (1 — s1) < e. Bu ve e-Olgiitii sav1 verir.
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(4) f:(0,1) — R fonksiyonu p,q € N ve z = p/q € (0,1) i¢in f(z) = 1/q ve her
irrasyonel noktada ise 0 olarak agiklansin. f fonksiyonunun irrasyonel noktalarda siirekli ve
rasyonel noktalarda siireksiz oldugunu gérmeyi okura birakiyoruz. f fonksiyonu Riemann
integrallenebilir. Gergekten de, € > 0 keyfi verilsin. ¢ € N sayisim1 1/g < € olacak bigimde
secelim. Sonlu sayida noktada f(z) > 1/¢ saglamr; bunlar zo < 21 < -+ < z, olarak
siralansinlar. Iy = (0,%0), Im+1 = (Tm, 1), 1 < k < m igin I = (xx_1,xx) ve son olarak
J ={zx},0 <k <molsun. (0,1)in Z = {I;} U {J;} parcalams: i¢in SI(f, Z) < 1/q < e.
(2.3.6)’dan f Riemann integrallenebilir.

Lemma 2.3.17 f:Q — [m, M] Riemann integrallenebilir ve ¢ : [m, M| —
R Liptschitz siirekli ise ¢ o f de Riemann integrallenebilir.

Kamt. Bir C' > 0 sabiti ile her z,y € [m, M] i¢in |¢p(z) — ¢(y)| < C'|z —y|

olsun. Her ,y € © icin |($0 £)(2) — (G0 NI < Cf()— f(y)] olur.
e > 0 keyfi verilsin. Bir Z € 3(2) parcalamigi SI(f, Z) < ¢/C olacak

bicimde segersek Sl(¢ o f, Z) < ¢ olur. Sav -Olgiitii'nden cikar. |

Sonug 2.3.18 (i) R(Q) bir R vektor uzay: ve [, : R(2) — R bir dogru-
sal dontistimdiir.

(it) f,9 € R(Q) = |f,f* [, f% fg,max(f,g), min(f,g) € R(Q)".
Eger ayrica bir § > 0 ile daima f(x) > 0 ise 1/f € R().

Kanit. (i) Her f,g € R(Q), a, 5 € R ve Z € 3(Q) i¢in

R(af + B9, Z(a)) = aR(f, Z(a)) + BR(g, Z(a)).

Sav buradan Limit Kurallar (1.1.7) ile ¢ikar.

(i) ¢(y) := |y|,yT,y~ Lipschitz fonksiyonudurlar. ¢(y) = y? smirh ara-
liklarda ve ¢(y) = 1/y ise |y| > § da Lipschitz siireklidirler. Dolayisiyla
Onsav 2.3.17 ile ¢po f = |f|, f+, [, f> € R(I) ve kosulumuzda 1/f € R(I)
olur. Ayrica

fg= i[(erg)Q—(f—g)Z], max(f,g) = f+(g—f)", min(f,g) = f~(f—9)"
oldugundan fg, max(f,g), min(f,g) € R(I) olur. [ |

Teorem 2.3.19 (Hacim ve Integral iligkisi) f : Q — [0, M] sunrh
fonksiyonun Riemann integrallenebilir olmasu i¢in guyk [0, f] nun Jordan dl-
giilebilir olmasidur ve bu durumda [ f = jnt1([0, f]).

Kanit. (1) f Riemann integrallenebilirse (2.50) ve (2.51)’den [0, f] Jordan
olciilebilir ve [, f = jn+1([0, f]) -

12+ — max(f,0), f~ = max(—f,0) .
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(2) Simdi M := [0, f] kiimesi Jordan 6lgiilebilir ve a := jp,41(M) olsun.
My ve M k] kiimeleri M nin kiipsel yaklagimlar1 olsunlar. M*ye diigen bir
Q"1 kiipti QFye diigen bir Q™ kiipii ile Q" = Q™ x I tipindedir; burada
I, uzunlugu 2% olan uygun bir araliktir. Bu Q" kiipleri Q¥yi olusturur-
ken bunlarmm (2’ya diigenleri {2;;’yi olugturur. QlFl’deki herhangi iki kiip ya

ayriktir, ya da bir ortak yiizeye sahiptirler. Ortak yiizeyleri varsa bunu bir

kiipte birakip digerinden alarak Q([Ik], Q‘[’“k] ayrik kiipler ailelerini olusturalim.

Z =N Q([lk] ailesi X’nin bir pargalanigidir. Q([lk] C 2, C Q([lk] oldugundan

nr1(Qfy) < dnir(s2,) < dni1(Sz,) < g () (2.64)

olur. Savimiz Onerme 2.2.10, (2.64), (2.49), Sandvi¢ Teoremi ve Onerme
2.3.7’den cikar. ]

Teoremimizden ve [0, f] = [0, f) U Gy bagintisindan agagidaki onerme
gikar:

3 /Q f=ae0.11.00,f) € T vejuss (£, 0)) = dnss (0, f]) = v
(2.65)

Sonug 2.3.20 (i) f € R(Q) ise Gy sifur hacimlidir ve

/Q ;= /Q . /Q 5= it (0 F) = jama(0.£7])  (2.66)
a0, D) — G (0. (267)

(it) f,g € R(I) ve f < g ise [f,g] Jordan dl¢ilebilir ve

il = [a=n=[a=[ 1 (2.68)

Kamt. (i) f € R(Q) ise f+,f~ € R(Q) . Teorem 2.3.19’dan dolay1 G =
sifir hacimli, Gy C G+ U G]T oldugu icin Gy sifir hacimlidir.

[f,0] tam da, [0, f~] kiimesinin H" := R™ x {0} hiperdiizleminde yansi-
tilmasiyla elde edilen kiimedir. Bunlardan biri Jordan &lgiilebilirse, digeri de
Jordan ol¢iilebilir ve élgiileri birbirine esittir. Dolayisiyla Sonug 2.3.18 (1),
(2) ve Teorem 2.3.19 ile

/ f= / Fe / I = st (0, )i (0, £71) = Gss (0, 1) —dmsr (1£.0))-
Q Q Q
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(i) Her ¢ € R icin jnsa([fg]) = dner([f + .0+ ) oldugundan gbk
0 < f < g varsayabiliriz. [f,g] = ([0,¢]\[0, f]) U Gy oldugundan Teorem
2.3.19 ile

jn+1([f7g]) ]n—l—l([o g]) ]n-‘rl([o f +]n+1 Gf
—]nJrl([O g]) _]n+1 0 f / /f

(2.66)’dan sunu da Ggrenmis oluyoruz: [, integrali R” x {0} hiper diiz-
leminin {istiindeki hacimleri pozitif, altindakileri ise negatif dlcer.

Integral alma yontemlerini 6grendigimizde, Teorem 2.3.19 ve Sonug 2.3.20
bize baz bolgelerin hacimlerini hesaplama firsat1 verecektir.

Her z € Q igin —x € Q, ayrica f € R(Q) ve her x € Q igin f(—=x) =
—f(x) ise, daha fazla bilgiye gerek duymadan, [, f = 0 oldugunu sdyleyebi-
liriz. Ornegin sin fonksiyonu I := [—a, a] arahgmda diizgiin siirekli oldugun-
dan Riemann integrallenebilir ve her x € [ igin —x € I ve sin(—x) = —sinx
oldugundan [, sin = 0.

Lemma 2.3.21 f : Q — R suark fonksiyonu Jordan olgiilebilir Q,Q,ﬁ
kiimelerinden biri tizerinden Riemann integrallenebilirse her igiinde de Ri-
emann integrallenebilir ve bu durumda

Jir= o=

Kanait. Q,Q,ﬁ kiimelerinden biri Jordan o6lgiilebilirse, digerleri de Jordan
slclebilir. S := Q\Q € 9 olsun; S = 99, dd Q = Q olabilir. Z = {4;} €
3(Q) icin Z := {A4;NQ} € 3(Q) ve Zg := {4;N S} € 3(S) ise Z* = ZU
Zg olmak iizere Sl(f|Q,Z) = SI(f, 2*) olur. e-Olgiitii'nden dolay f|S°2’n1n
Riemann integrallenebilir olmasi f’nin integrallenebilir olmasina denktir.

feREQ) vea:= Jo f olsun; Q = Q olabilir. Onsav 2.3.7’den dolay1
bir (zk) C 3(Q) dizisi @ = limy, A(f, Z) = limy U(f, Z5,) olacak bicimde

vardir. Zg € 3(S) sabit segilsin ve Zj 1= Z, U Zg olsun. Simdi Zj, € 3(Q)
ve A(f, Zi) = A(f, Z1) ve U(f, Zk) = U(f, Zk) oldugundan limy, A(f, Zj,) =
limy, U(f, Zk) = a olur. Onsav 2.3.7'den f € R(Q) ve [, f = . [ |

Onerme 2.3.22 (i) f€R(N), ACQue Ac J" ise f|A € R(A).
(i) f,g€ R(Q) ve f < gise [of < [q9 (monotonluk).
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(iii) Z ={A1,..., Am} € 34(Q2) ve f: Q — R sinarl olsun.
fFER) <= flIAie R(A;) i=1,...,m ve f € R(N) ise
/f = flAL+ - +/ flAm. (toplamsallik)
Q A1 Am

Kamt. (i) ¢ > 0 keyfi verilsin. e-Olgiitii'nden bir Z = {A4;} € 3(Q) parga—
lamigi1 SI(f, Z) < e olacak bi¢imde segebiliriz. Z* = {4; N A} € 3(4) v
SI(f|A, Z2*) < SI(f, Z) < € olur. &- Olgﬁtﬁ ile f|A € R(A).

(i) VZ2e3(Q) Af,2) < Alg.2) = Jof= [ f <[ 9= oo

(iii) Savimizi m = 2 i¢in kanitlamak yeterlidir; gerisi tumevarlmdlr

(ili)(1) f € R(2) ve {A1, A2} € 34(£2) ise 6nermemizin birinci kismindan
flA4i € R(A;) oldugunu biliyoruz.

(iii)(2) Simdi Aj, Ay C Q Jordan élglebilir A; N Ay = 0 ve f|A; €
R(A;), i =1,20lsun. Aj2 := A1NAy olmak tizere A13 C 9A;NO A3 oldugun-
dan Ajp sifir hacimlidir. A} := A1\ A2 € J" ve A} := Az\ A2 € J" olmak
lizere AjUAy = AJUALLIA; s olur. Onermemizin (i) kismindan f|A] € R(A%)
ve [ fIAL = fAi flA;. Simdi e > 0 keyfi verilsin. Z] € 3(A}) parcalamslarim
Sl(f\;li, Z!) < /2 olarak segebiliriz. O zaman Z := Z{ U Z,U{A2} € 3(Q)
i¢in SI(f, Z) < 2§ < € olur. Dolayisiyla f € R(£).

(1) ve (2)’den dolay1 f € R(Q2) <= f|lAi € R(A;), i = 1,2. Simdi
Zl € 3(Ai) ve Zig € 3(Ar2) parcalamglarim, || 2], || — 0 ve HZlng — 0
olacak bigimde secelim. Zj, = Z], U Z}, L Zlgk olmak tizere || Zg|| — O
olur. j,(A12) = 0 oldugundan R(f, Zi(a)) = ZZ | R(f| A4, Zir(ax)) olur.
Sonugta

/f— hm R(f, Zx(ax)) Z hm R(f|A;, Zli(air)) / flA;.

Teorem 2.3.23 (Yaklasim) A C R" sunarl ve f : A — R sinurle olsun.
Her k € N icin By C A Jordan élgiilebilir ve limy, j,(A\By) = 0 ise A
Jordan 6l¢iilebilir ve

/f—hm/ fve/f—hm s

Ozellikle her k i¢in f € R(By) ise f € R(A) ve [, f = limy fB 7

Kanit. 2.2.16’dan dolay1 A Jordan 6l¢iilebilir. Acikca f f= f f fA\B
<

iA\ka’ < Mjn(A\B) k—>_-‘y>-oo 0 Oldugundan

Diger yandan || f]| 4 < M ise
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i " f=limy [ B f olur. [ i¢in sav benzer bi¢imde kamtlanir ve igimiz biter.
= =By
|

Not 2.3.24 Bir kapali @ kutusunu  sinirhi kiimesini igerecek bi¢gimde segelim ve

_Jf@) zeQ
fo(z) = {0 v eQ\Q

olsun. Onerme 2.3.22 (2)’den dolay1 fo € R(Q) <= fol|Q € R(Q) ve fol|(Q\Q) €
R(Q\) olur. Q\Q Jordan &lgiilebilir ve orada fo Riemann integrallenebilir ve | onfe =

0 oldugundan Onerme 2.3.22 (3) ile
FER(Q) — fo € R(Q)ve f € R(Q) ise / f:/ fo. (2.69)
Q Q

Bu baginti @’nun segiminden bagimsizdir. Bu nedenle gogu yazar énce @ kapali kutula-
rinda integrali tanimlar, ardindan fQ f integralini [ 0 fo olarak tanimlar. Her iki yaklagim

ortisir.
1 ,2€Q
1 =
(@) {0 ,x € R"\Q
fonksiyonuna ©Q'nin 6zgiin (karakteristik) fonksiyonu denir. @ C A ve A Jordan 6lgle-
bilirse
/ 1o = jn ().
A
A
[0,10] = 2 x [0,1] Jordan 6lgiilebilir, 1o € R(£2) ve
/lez = Jnt1(2 % [0,1]) = jn(2) - j1([0,1]) = jn(€2)- (2.70)

Konuya Jordan 6lgiilebilir kiimelerle degil de integralle baglanildiginda, 1g
Riemann integrallenebilir ise 2 Jordan 6lgiilebilir denir ve olgiisii (2.70) ile
aciklanir.

Onerme 2.3.25 f,pc R(Q),p>0ve f: Q — [m, M] ise
(i) mjn(Q) < Jo f < Mjn(9Q).

(ii) m fop<[opf< M [op.

(iii) |Jo /I < Jo LIV < 1S Nl dn(S2).

Kamit. (i) ve (ii) monotonluktan ¢ikar (bkz. 2.3.22 (ii)). £f < |f| oldugun-
dan, yine monotonluk (iii)’i verir. [ |

Teorem 2.3.26 (Aradeger Teoremi) f € R(Q2), m = info f ve M =
supq f olmak dzere bir jn € [m, M| ile

/ f = 1inl ). (2.71)
Q
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Eger ayrica Q0 kompakt, baglantily ve f siirekli ise bir & € § ile fo =
f(&)in(9).

Kamt. Onerme 2.3.25 (1)’den bir pu € [m,M] ile [, f = pjn(Q) olur. Q
kompakt ve f siirekli ise a,b € 2 noktalar1 f(a) = m ve f(b) = M olacak
bigimde segilebilirler. £ baglantili ise bir v : [0, 1] =8 gezisi v(0) = a ve
~(1) = b olacak bigimde segilebilir. Aradeger Teoreminden f o~y fonksiyonu
w degerini bir ¢y noktasinda alir; bu durumda £ := ~y(ty) i¢in u = f(&) olur.

[ |

Onerme 2.3.27 (Schwarz Esitsizligi) Her f,g € R(Q) i¢in

‘/QngS/QfQ-/Qg2-

Kamt. Her f,g € R(Q) i¢in (f,g) := [ fg ile R(Q) vektor uzaymda bir ig
garpim agiklanir. Savimiz bu i¢ ¢arpima iligkin Schwarz esitsizligidir. |

Teorem 2.3.28 (fi) C R(Q) ve f, = f ise f € R(Q) ve [y, f = lim [, fi.

Kanit. ¢ > 0 keyfi verilsin. Bu durumda bir n. € N ile her k£ > n. i¢in
Ilfe — fll <e, dd

Ve € QVk >n. (fr(x) —e < f(z) < fr(z) +¢).
Buradan her Z € 3(2) ve her k > n, i¢in
A(fw, Z2) — ejn(Q) < A(f, Z2) < A(fr, Z2) +€jn(©)

elde edilir. Dolayisiyla her k > n. icin, [, fr = TQ fr = [q frx oldugunu da

gozetirsek
| e < [ 1< [ foreio.

dd her k > n, igin ’ o fr = Jy f’ < £jn(Q) olur. Boylece lim [, fi = [,f.

Bengzer bigimde lim fQ fk=/ o kanitlanir ve bu savi verir. ]

Sonug 2.3.29 (fx) C R(Q2) ve Y p5o fr RN fise f e R(Q) ve [f =
Zkzo fQ -
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2.4 Lebesgue Olciitii
Uzlagma: Yine bu kisimda da 2 € J" ve f: {2 — R sinirli olacaktir.

p > 0 olsun. “f, z’te stirekli <= sl(f, ) = 0” oldugunu biliyoruz.

S =85 = {x € Q|f, x’te siireksiz} ve
Qp=Qyp:={x € Q|sl(f,z) > p}

olmak iizere Sy = U, Qrp = Up2] Qp1/m-

Sonug 2.3.8’de 2’daki her sinirli ve diizgiin siirekli f’nin Riemann integ-
rallenebilir oldugunu 6grendik. Ornek 2.3.16 (2)’de ise Riemann integrallene-
meyen bir fonksiyon tanidik; bu fonksiyon i¢in Sy nin hacmi pozitiftir. Ornek
2.3.16(3)’te sayilabilir sonsuz noktada siireksiz, yine de Riemann integral-
lenebilir bir fonksiyon tamdik. Bu fonksiyon i¢in Sy, yakinsak bir dizinin
noktalar1 olarak, sifir hacimlidir. Ornek 2.3.16 (4)’te ise I = (0,1) arali-
ginda tanimli, irrasyonel noktalarda siirekli, rasyonel noktalarda siireksiz,
Riemann integrallenebilir bir f fonksiyonu tamdik. Bu kez Sy sifir hacimli
degildir; ancak her n € N* i¢in (sonlu noktadan olugan) S /n sifir hacimli-
dir ve Sy = Un21 S1/n- Yani Sg, sayilabilir ¢oklukta sifir hacimli kiimenin
birlegimidir. Iyi de, tam olarak hangi f : § — R fonksiyonlar: Riemann
integrallenebilir? Orneklerimizden S r ve 2y ,’lerin bir bicimde ige karisaca-
g seziyoruz. Buradan ilerleyecegiz. z = (z1,...,2,) € R® ve r > 0 igin
Qrlx] =TI} [zi — 7,2 + r] olsun.

Lemma 2.4.1 K C R" kompakt, f : K — R ve bir e > 0 ile her x € K
icin sl(f,x) < e olsun. Bir § > 0 saysi, her v € K i¢in SI(f, K N Qs[z]) < e
olacak bicimde bulunabilir.

Kanit. Her x € K igin Qg5 [z] kutusunu SI(f, K N Qs [x]) < e olacak
bicimde secebiliriz. {Q(;x [x]}zex ailesi K'nin bir agik ortiisidiir. K kompakt
oldugundan, bunlardan sonlu tanesi ile, diyelim ki Q5r1 [z1], ... ,@%m [zy] ile
K’yi ortebiliriz. 6 = minj<j<p, 5, isimizi goriir. [ |

Teorem 2.4.2 f : Q — R swmarl olsun. f € R(Q) olmast i¢in guyk her
p >0 igin Q, = {z € Q| sl(f,z) > p} 'nin sifur hacimli olmasidur.

Kanit. Onsav 2.3.21’den dolay1 Q’y1 kompakt alabiliriz.

(1) Her p > 0 igin £, sifir hacimli olsun. f = 0 ise f € R(£2). Dolayisiyla
f # 0ve M := sup,cq|f(z)] > 0 olsun. £ > 0 keyfi verilsin. Bir p > 0
saywisint 0 < p < /(1 + jn(2)) olacak bi¢imde segelim. Varsayimdan dolay:



2.4. LEBESGUE OLCUTU 55

2, sifir hacimlidir. Dolayisiyla Q1, ..., @k acik kutularn

Q, C U Q; ve Zvn < — (2.72)

olacak bigimde segilebilir. Simdi K := Q\ Ule Q; Jordan olgiilebilir bir kom-
pakt kiimedir ve her z € K icin sl(f,z) < p. Onsav 2.4.1 ile Kyi sonlu sayida

s, QL kutularyla, daima SI(f, K N Q ) < p olacak bigimde, 6rtebili-
riz. F':=J;2, Q} figliriini ayrik @Y, ..., Q/ kutularimn, SI(f,K N Q}) <p
olacak bi¢imde, birlegimi olarak yazabiliriz. Dolaylslyla A; = QYN K olmak
tizere Z = {A1,..., A}, K'nin bir parcalamigidir ve hep S1(4;) < p. Z’yi bir
bigimde bir 2" = Z U {A;11,..., A} € 3(Q) parcalanigina tamamlayalim.
Bu durumda A = {441, ..., A, } olmak tizere, SI(f, Q;) < 2M ve (2.72) ile

SI(f,2) = SI(f, 2) + SI(f, A) < pjn(K) + > SIf, A7)jn(4))

j=1+1

k
Sp]n(Q)+Z2M]n(Qz) Spjn(Q)+2Mm (1+]n(Q)) <e.
=1

e-Olgtii ile f € R(Q).

(2) Simdi bir p > 0 i¢in ©Q,, sifir hacimli olmasin. Bu durumda bir § > 0
sayist, ), C F € §" kosulunu saglayan her F figiirii i¢in v, (F) > 6 olacak
bigimde vardir. Ozellikle her Z € 3(Q) pargalanisi igin Q = |J Z oldugundan
SI(f, Z) > pd > 0 olur. e sayis1 0 < £ < pd olarak segilirse her Z € 3(Q2) i¢in
SI(f, Z) > ¢ olur. e-Olgtii ile f ¢ R(R). u

Sonug 2.4.3 [ nin Riemann integrallenebilir olmasy i¢in guyk Sy 'nin saiy-
labilir ¢oklukta sifir hacimli kiimelerinin birlesimi olmasidar.

Kanit. Sav Sy = U0 Qrp = Ut Q1 /n esitliginden cikar. [ |

Tanim 2.4.4 A CR” olsun. Her ¢ > 0 saysina karsihk saylabilir ¢ok-
lukta Q1,Qz ... kutulart A C U Qi ve Y1275 va(Qi) < € olacak bigimde
bulunabiliyorsa A’ya bir syfir kumeszdzr denir.

Kimi yazar bu tanimlarda @ kutularinin agik olmalarini, kimi yazarlar
ise kapali olmalarini ister. Ancak bu yaklagimlar bizimkine denktir. Ornegin
tammda kutularm acik olmasmi istemigseniz, v, (Qr) = va(Q) = v, (Q)
oldugundan, herhangi tiirden bir kutu veya kapali kutu da kullanabilirsiniz.
Geriye kapali kutulardan agik kutulara gegilebilinecegini gostermek kaliyor.
g > 0 verilsin ve biz sayilabilir ¢oklukta Q1, Qs ... kapal kutularimi A C
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o0 Qi ve Y% v,(Qs) < /2 olacak bigimde segelim. Her bir @, kutusunu,
hacim artig1 /271’1 gegmeyecek bicimde bir P, agik kutusuna genisletelim.
Belli ki A C UL Py ve Y"1 v, (P) < e olur.

() de bir acik kutu oldugundan her sifir hacimli kiime bir sifir kiimesi-
dir. Sifir kiimelerinin altkimeleri de sifir kimeleridir. X C R ve o(z) ise
X’in noktalarmna iligkin bir 6nerme olsun. {x € X | —¢(x)}, dd ¢’'nin dogru
olmadig1 noktalarin kiimesi bir sifir kiimesi ise ¢, X'te hemen her yerde

gegerlidir denir; bunu kisaca “X’te hhy ¢” ile gosterecegiz.

Lemma 2.4.5 (i) R"’de sifir hacimli kimelerinin bir (Sy)n>1 dizisi igin
S = UnZl S, kompaktsa, S de sifir hacimlidir.
(i1) Sifer kimesi olan kompakt K C R™ kiimeleri sufor hacimlidir.

Kanit. (i) € > 0 keyfi verilsin. Her S; kiimesini > 7" v, (Qs5) < ¢/ 2% kosu-
lunu saglayan @); ; acik kutulariyla ortebiliriz. Tiim bu kutular S kompakt
kiimesinin bir agik ortiisiinii olugturur. S kompakt oldugundan bu kutularin
sonlu tanesi S’yi 6rter ve bunlarin hacimleri toplami belli ki ’dan kiigiiktiir.
Sonugcta S sifir hacimlidir.

(i) K C R™ bir kompakt sifir kiimesi olsun. £ > 0 keyfi verilsin. K’yi
sayilabilir Q1, Q2, . .. acik kutulariyla, > 7" | v,,(Q;) < € olacak bigimde 6rte-

biliriz. K kompakt oldugundan bunlardan sonlu tanesi, onlara Q;,, ..., Qs,,
diyelim, K’yi orter ve belli ki Z;":l vn(Qi;) < €. Oyleyse K sifir hacimlidir.
|

Onerme 2.4.6 Sayilabilir coklukta sifur kiimelerinin birlesimi de sufur kii-
mesidir.

Kanit. 51,52, ... sifir kiimeleri ve S = |J,, S; olsun. € > 0 keyfi verilsin.
Her bir S;’yi sayilabilir oklukta Q; 1, Q; 2, - . . agik kutulariyla > i>1n(Qi) <
/2% olacak bigimde ortebiliriz. Sonunda sayilabilir gokluktaki {Q; ;}i jen
acitk kutularimizla S’yi 6rtebiliriz ve

+oo +oo +0o0o
D vnl(Qia) =2 | 2_val@Qis | <D g <e
i,jEN* i=1 \j=1 i=1
Boylece S bir sifir kiimesidir. |

Not 2.4.7 Her a € R" i¢in {a} bir sifir kiimesi oldugundan her sayilabilir A C R™ bir sifir
kiimesidir; 6zellikle sayilabilir Q™ bir sifir kiimesidir. Ancak Q™ ayni zamanda R"’de yo-
gundur. Dolayisiyla sayilabilir goklukta bozulmamig Q1, Q2, . .. kutulariyla Q™’i rtersek,

geometrinin de, sezginin de, sagduyunun da séyledigi ;% v, (Q;) = +00 olacagidir. Gel
gor ki aritmetik her € > 0 sayisina karsilik bu kutular: j:f un(Q:) < € olacak bigimde

segebilecegimizi sdyliiyor!
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R’de sayilamaz bir sifir kiimesi var midir? Evet, 6rnegin C' Cantor kiimesi. I = [0, 1]
birim aralig) olsun. I araligim ii¢ esit uzunluklu [1,1/3], [1/3,2/3], [2/3, 1] kapal1 aralikla-
rina bolelim. I’dan ortadaki (1/3,2/3) acik araligini attiktan sonra geriye kalan kompakt
kiimeyi C ile gosterelim. Geriye kalan [1,1/3] ve [2/3,1] kapali araliklariyla ayni iglemi
yaparak Co kompakt kiimesi elde edilir ve Co C C;. Bu iglem siirdiiriilerek her n € N*
i¢in C,, kompakt kiimeleri I D C; D C2 D ---olacak bigimde elde edilir. C := (N C,’ye
Cantor kiimesi denir. £ > 0 keyfi verilsin. n dogal sayisim1 2" /3™ < e olacak bi¢imde se-
gelim. C), her birinin uzunlugu 1/3™ olan 2" ayrik I, ..., Io» kapali araliginin birlegimidir.
cccC,= |_|3:1 I ve Y ui(l) <e. Oyleyse C, R’de bir sifir kiimesidir.

A

Teorem 2.4.8 (Lebesgue élgﬁtﬁ) f Q= R stmrl fonksiyonunun
Riemann integrallenebilir olmas i¢cin gerek ve yeter kosul, f’nin ’da hhy
surekli olmasidar.

Kanit. (1) f € R(Q) olsun. Sonug 2.4.3’ten dolay1 S sayilabilir ¢oklukta
sifir hacimli kiimenin birlegimidir. Sifir hacimli kiimeler sifir kiimeleri oldu-
gundan Onerme 2.4.6 ile S ¢ sifir kiimesidir.

(2) Onsav 2.3.21’den dolay1 Q'y1 kompakt alabiliriz. S ¢ sifir kiimesi ise
her p > 0 i¢in Qy,, = {x € I|sl(f,z) > p} de bir sifir kiimesidir. £, bir
kompakt kiimenin kapal altkiimesi olarak kompakttir. Onsav 2.4.5 (ii)’den
dolay1 Q , sifir hacimlidir. Teorem 2.4.2’den f € R(2). |

Uyari. “f fonksiyonu 2’da hhy siireklidir” ve “f fonksiyonu, (2’da siirekli
bir g fonksiyonuna hhy esittir” farkli kavramlardir. Ornegin Q = [0, 1] ve
A = QNQ olmak iizere f = 14 ve g = 0 olsun. g siireklidir ve hhy f = g.
Ancak f fonksiyonu her = € € noktasinda siireksizdir!

Lebesgue olgiitii ¢ok giigliidiir. Simdiye kadar kamtladigimiz savlarin
her biri neredeyse tek bir ciimleyle bu dlciitten kazamlir. Ornegin her sii-
rekli sinirli fonksiyon integrallenebilir. Monoton f : [a,b] — R fonksiyon-
lar1 Riemann integrallenebilir, ¢iinkii Sy sayilabilir bir kiimedir. Ornegin
f,9 € R(Q) ise Saf4+8g,5rg C Sy U Sy oldugundan af + g, fg € R(2)
vs.... Okura daha 6nce kanitlanan teoremleri bir kez de Lebesgue Olciitii ile
gbzden gegirmelerini 6neririz. Bunlara bir kag sonug daha ekleyelim.

Sonug 2.4.9 f : Q — [a,b] Riemann integrallenebilir ve g : [a,b] — R
stirekli ise g o f Riemann integrallenebilir.

Kanit. g o f smurh ve Syor C Sy. Bu ve Lebesgue Olgiitii savi verir. |

Sonug 2.4.10 [ : Q — [0, M] Riemann integrallenebilir ve [, f =0 ise f
fonksiyonu hhy sifirdar.
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Kamit. f hhy siireklidir. a € Q, f(a) = p > 0 ve f’nin a’da siirekli oldu-
gunu varsayalim. Bozulmamig bir @ kutusunu her z € @ igin f(z) > p/2
olacak bigimde segelim. g : © — R fonksiyonu ¢g|@Q = p/2 ve g|(Q\Q)= 0
olarak agiklansmn. g € R(Q2) ve 0 < g < f oldugundan, monotonluktan
0 < pon(Q)/2 = [,9< [o f- Bu hipotezimizle celigir. Dolayisiyla f fonksi-
yonu siirekli oldugu her noktada 0 degerini alir. |

Ornek 2.4.11. (1) I =[0,1] ve n € N* igin

0, =0
falz):=qn, 0<z<1/n
0, 1/n<z<1
olsun. Her = € I igin Ilim f(x) = 0 =: f(z). Her f, bir merdiven fonksiyonudur,
Riemann integrallenebilir, fI fn=1ve f[ f = 0. Dolayisiyla lim fl fn # fI lim f,,. Esitlik
igin ek kogullar gereklidir (bkz. Teorem 2.4.12). Bu Riemann integralinin hog olmayan bir
ozelligidir.
(2) I = [0,1] araligindaki rasyonel sayilar1 ro, 71,72, ... olarak damgalayalim. n € N

ve x € [ igin
1 z€{ro,...,mn
IRETEE SR )
0 diger durumlarda

olarak agiklansin. f, € R(I) ve (fn) dizisi I'da, rasyonel noktalarda 1 ve irrasyonel
noktalarda 0 degerini alan, f Dirichlet fonksiyonuna yakinsar. f, / f oldugunu 6zellikle
belirtelim. Ancak f ¢ R(I)! Bdylece Riemann integralinin iki zayif noktasiyla tamigtik.
Bunlar1 bir sonraki béltimde Lebesgue integraliyle giderecegiz.

Teorem 2.4.12 (fi) C R(Q) ve fr == f ise f € R(Q) ve Jo f =1lim [, fi.

Kanit. f,'nin siireksiz oldugu noktalarin kiimesi Sy, ve S := J,,5 Sn olsun.
Lebesgue Olgiitiinden her S, bir sifir kiimesidir; Onerme 2.4.6 ile S bir sifir

kiimesidir. Her f,, fonksiyonu Q\S’de siireklidir; f, a8 f oldugu i¢in f
fonksiyonu Q\S’de siireklidir. Lebesgue Olciitii ile f € R(£2). Diger yandan

/Qf—/gfn /Q(f—fn)

savin kalanim verir. f € R(2) oldugu e-Olgiitii'nden de goriilebilir. [ |

g/Qlf—fnl < If = fallg, =70

Sonug 2.4.13 (f,) C R(Q) ve Yoo fv == f ise f € R(Q) ve [p,f =
Zkzo fQ -

Ornek 2.4.14. I = [0,1] ve her n € N* igin f,(z) := Gy © € I olsun. fn monoton

artan oldugundan her x € I i¢in 0 < |fu(z)] < 1/n(1 + n) olur. > ., m =1
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oldugundan ) ., fn serisi I’da, orada siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Her

x € Iigin 0 < f(x) <1 ve Sonug 2.3.18 ile

Z/Olfn=/01f=:%

n>1

acikca 0 < v < 1. Bu sayiya Euler sabiti denir. Diger yandan

1 1
/ fo(z)de = / (1 - ) dx = 1 In " + 1, dolayisiyla
0 o \n T+n n n

n 1 n 1
Z/ fr(@)dr =3 - —In(n+1) = .
k=170 k=1

lim(Inn — In(n + 1)) = 0 oldugundan In(n + 1) yerine Inn alabilir ve

v = lim (Z;lnn>

k=1

elde ederiz.

Not 2.4.15 Kuralli fonksiyonlar'®: T = [a, b] bir kapali aralik olsun. M, (I) ile I ara-
higindaki merdiven fonksiyonlarimin kiimesini gostermistik. Biz M,.(I) C R(I) oldugunu
biliyoruz. Son zamanlarda gdyle bir yol da izlenmektedir. Merdiven fonksiyonlar: ile bag-
lanir ve bunlarm integrali (2.62) esitligi ile tanimlanir. f : I — R sinirh fonksiyonu icin

bir (tn) C M,.(I) dizisi t, S f olacak bigimde varsa f bir kurall1 fonksiyondur denir.
Bir fonksiyonun kurally olmasi her a < x < b igin f(x —0) ve f(x+0) limstlerinin, ayrica
f(a+) ve f(b—) limitlerinin olmasy demektir (bkz. [11]). Sonra ([, t.) dizisinin yakinsak
oldugu ve bu dizinin limitinin segilen merdiven fonksiyonu dizisinden bagimsiz oldugu
gosterilir, dd (£,) € M,(I) ve t, = f ise lim J; tn = lim [, t;, oldugu kamtlanmr. Ardin-
dan [, f := lim [, t, olarak agiklamr. Ancak biz f € R(I) ve [, f := lim [, t, oldugunu
biliyoruz. I’da tamimh kuralli fonksiyonlarin kiimesini R, () ile gosterelim.
Simdi R, (I) € R(I) oldugunu gérelim. Ornegin I = [0, 1] ve

(o) = {0’ ol

sinl/z, 0<z<1

olsun. f fonksiyonu yalmzca 0 noktasinda siireksizdir, dolaywsiyla f € R(I). Ancak f ¢
Ru(I), ¢linkii f(0+) limiti yoktur. Bunu bu teoreme bagvurmadan da gorebiliriz. Gergek-
tende I'nin Z = {0 = zo, ..., 2, = 1} pargalamsi verilsin ve 0 < z; olsun. Her t € M, (Z)
merdiven fonksiyonu (0,x1) aralifinda sabitken f fonksiyonu bu aralikta +1 degerlerini
alir. Dolayisiyla ||f —t||; > 1; dyleyse f ¢ Ru(I). Bu yolu izleyenler, baslangg icin, yine

de Ry (I)’nin yeterince zengin oldugunu savunurlar. A

Genelde izlenen yol: Kisaca 6zetleyelim. Jordan o6lgiisiine girilmez.
F™deki vy, : F™ — [0,400) hacmi ile yetinilir. @ € F™ herhangi bir kutu
(genelde kapali kutu yeglenir) ve f : @ — R bir sinirh fonksiyon olsun. Q’nun

BFransizea “fonction réglée”, ingilizce “regulated function” veya “admissible function”,
almanca “Regelfunktionen” veya bazen “sigramali siirekli fonksiyonlar”.
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yalmzca kutulara parcalamslariyla ¢aligihr (Genelde girisimsiz parcalanigla
galigithir). @’nun sonlu sayida kutulara parcalamglarmin kiimesini 3x(Q) ile
gosterelim. Her Z2 = {Q1,...,Q;} € 3x(Q) i¢in m; := inf f(Q;) ve M; :=
sup f(Q;) olmak tizere

= Z mzvn(Qz ve U f, Z Mvn Qz

1<i<l 1<4i<l
/ fim s A(12) e / f= _inf U(f2)
Zesk ZeSk

olarak agiklanir. [ o f= f 0 f durumunda f fonksiyonu Riemann integral-

lenebilir denir. Bu yaklagimda f Riemann integrallenebilirse [0, f] € R™*!
kiimesinin j,4+1([0, f]) Jordan hacmi |, 0 f olarak agiklanir. A C R™ herhangi
bir siirh kiime ve @ C R” ise, A C @ kosulunu saglayan herhangi bir kutu
olmak fizere, 1 4 fonksiyonu @’da Riemann integrallenebilirse A kiimesi Jor-
dan o6lgiilebilir denir ve j,(A) := fQ 14 olarak agiklanir. Her iki yaklagim
ortusir.

2.5 Parametreye Bagh Integraller ve Fubini teoremi

Not. Simdiye kadar Riemann integrallenebilir fonksiyonlara iligkin teorem-
ler kanitladik; ancak integrali hesaplama yontemleri 6grenmedik. Integral
hesaplamanin iki 6nemli araci var: Fubini Teoremi ve Degisken Degistirme
Teoremi. Bunlardan ikincisini bir sonraki kisimda ele alacagiz. Bu kisimda
kanitlayacagimiz Fubini Teoremi R™’deki integrali R’deki integrallerle he-
saplamamizi saglar. Kisim 4.7’de R’de integrali ayrintili olarak ele alacagiz.
A

ACR" BCR™, (z,y) € Ax Bve f:Ax B — R olmak iizere

f(z,-) : B— R fonksiyonu f(z,-)(y) := f(z,y) ve
f(,y) : A — R fonksiyonu f(-,y)(z) := f(x,y) olsun.

Teorem 2.5.1 (Parametreye Bagh Integraller) K C R" Jordan élgii-
lebilir bir kompakt kiime, g € R(K) ve B C R™ olsun.

(i) f: K x B — R siirekli ise

- /K fm)g = /K F(@, 9)g(x)dz

fonksiyonu B’de siireklidir.
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of OF

nin 1kisi de K x B’de stirekli ise o

.. af
(it) B agik olsun. 5.~ var ve f ve g
var ve

3% 8yz/fxy x)dx—/l{gi(%y)g(w)dx. (2.73)

Kanit. (i) b € B keyfi verilsin. F'nin b’de siirekli oldugunu Dizi Olgiitii
ile kanitlayacagiz. (by) C B ve by — b olsun. Her k ve her z € K igin
fr(x) == f(x,b;) ve h(z) := f(x,b) olarak agiklansin. Kosullarimizdan h
ve fi fonksiyonlar1 K’de stireklidirler. C' := {b, by, b1, be, ...} kiimesi kom-
pakttir; dolayisiyla K x C kompakttir. f fonksiyonu K x C’de diizgiin
siireklidir. Dolayisiyla her € > 0 sayisina kargilik bir §; > 0 sayisini her
(z,y),(@,y) € K x C igin

Hx — x’H < O,

y—|| < 0o = |flx,y) - f(@',))| <e (2.74)

olacak bi¢imde segebiliriz. Bir k. € N sayisi her k > k. igin ||by — b|| < 0
olacak bigimde segersek (2.74) ile

Vo € KWk > ke (|fe(2) = h(z)] = [f(z, br) — f(z,0)] <e)

elde ederiz. Dolayisiyla fi T h; buradan da, g siirl oldugundan frg T
hg olur. Teorem 2.4.12 ile

lim F (b = lim /K £ b)g = /K lim £(-, b)g = /K lim fig = /K hg = F(b)

olur. Dolayisiyla F' fonksiyonu b’de siireklidir.

(ii) Simdi B agik olsun ve b € B keyfi verilsin. C' C B ise b noktasinin
bir kompakt komgulugu olsun. % fonksiyonu K x C' kompakt kiimesinde
diizgiin siireklidir. e; standart birim vektoriimiiz ve (r;) C R* bir sifir dizisi
olmak fizere, Ortalama Deger Teoremi'nden , |r|< 7 kosulunu saglayan
. ler ile

flbtrpe) = f@b) _OF oy y oy

. yi
olur. gyf (@, b+ 1)e;) £ g—i(x, b) ve g smirh oldugundan
bt reg(o) 2 2w bygta).

Bu ve Teorem 2.4.12 (2.73)’ii verir. gF’nln stirekligi (i)’den gikar.
Yqi
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Sonug 2.5.2 0 < k < +o00 olmak dzere f'nin yi,...,ym lere gore k.ci
dereceye kadar tiim kismi tirevleri var ve bunlar K x B’de siirekli iseler
F € C*(B).

Not. Bir kez F(y) hesaplanmigsa, (2.73) esitligi, sagindaki integrali, soldaki
tiirev aracihigl ile bulmamiz saglar. Ornegin f : [0, 1] x (0, +-00) — R fonksi-
yonu f(z,y) = a¥ olarak verilmigse, ileride 6grenecegimiz bilgilerle kolayca
gorebilecegimiz gibi

! 1
F(y) = Ydr = ——
) = | 2 =
dolayisiyla
1 _1\k11
koo o)y (1)
/Oxy(lnx) de =F (y)—i(y+1)k+l.

A

En yaln haliyle Fubini Teoremi, I,.J sonlu kiimeler ve a;; € R olmak
uzere

SRTES o] DS of b oty
iel,jeJ iel \jeJ jed \iel
esitligidir.

A C R" ve B C R™ Jordan 6lgiilebilir olmak iizere f € R(Ax B) verilsin.
Her z € A i¢in f(z,-)'in R(B)’de ve her y igin f(-,y)'nin R(A)’da olmasi
gerekmez. Ornegin A = B = [0, 1] ve f : Ax B — R siirekli olsun. f Riemann
integrallenebilir. §imdi S = {1/2} x B olmak tizere g : Ax B — R fonksiyonu
soyle agiklansin: (A x B)\S’de g ve f ayn1 degeri alsinlar; g'nin (1/2, y)’deki
degeri y rasyonelse 1, irrasyonelse 0 olsun. S sifir hacimli oldugundan g¢
fonksiyonu A x B’de Riemann integrallenebilir. Ancak ¢g(1/2,-) fonksiyonu
B’de integrallenemez.

Tersine bir f : A x B — R smrh fonksiyonu verilsin. Her z € A i¢in
f(z,-) fonksiyonu B’de Riemann integrallenebilir ve her y € B igin f(-,y)
fonksiyonu A’da Riemann integrallenebilir olsa bile f'nin A x B’de Riemann
integrallenebilir olmasi gerekmez. Ornegin A = B = I = [0, 1] olmak iizere
Q := [0,1] x [0,1] kapali kutusu olsun. Bir an i¢in @’da yogun bir Y kii-
mesini su sekilde buldugumuzu varsayalim. Her = € I igin {x} x I ¢ubugu
Y’ye ait en fazla bir nokta ve benzer bigimde her y € I i¢in I x {y} qu-
bugu Y’ye ait en fazla bir nokta igersin. Simdi f : @ — R fonksiyonu
fIY =1 ve fl(Q\Y) := 0 olarak agiklansin, dd f = 1y olsun. f ¢ R(Q)
oldugu kolayca goriiliir. Diger yandan her x i¢in f(z,-) fonksiyonu B’de ve
her y € A iginse f(-,y) fonksiyonu A’da Riemann integrallenebilir. Ayrica
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fB x,y)dy = 0 ve ¢ de A’da integrallenebilir. fA (fB T y)dy) dx
ard1§1k integrali var, ancak f fonksiyonu A x B’de integrallenemez. Sira boyle
bir Y kiimesini bulmaya kald1 ve burada da, geometri ve sezgi yine bizi ¢are-
siz birakiyor! @Q’nun topolojisinin sayilabilir bazi vardir. Ornegin baz olarak
@Q’daki, merkezleri Q NQ?’de ve yaricaplar1 da rasyonel olup @’ya diigsen acik
toplar1 alabiliriz. Bunlar sayilabilir ¢okluktadirlar: Onlar1 Ay, A, As, ... ola-
rak numaralandiralim. a; € A; 6gesini rastgele secelim. Simdi a; € A; olmak
tizere ay, . . ., ap—1 se¢ilmig olsunlar. Bu noktalarin koordinatlar: 2(n —1) ta-
nedir, yani sonludur. A,, bir acik kiime oldugundan bir a,, € A,, noktasini,
her bir koordinati bu 2(n—1) koordinattan farkl olarak segilebilir. Y kiimesi
Q)’da yogundur ve istenen kosulu saglar.

fo(o) = [ S / f(ay)dy ve T(a / fa /Bf(:r,y)dy
£at) = [ 1) = [ ey ve T = [ 16, /Af<x,y>d:c

olsun. Bu gosterimlerle agagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 2.5.3 (Fubini Teoremi) A C R" ve B C R™ Jordan dlgiilebilir
ve f € R(A x B) olsun. fa, fa € R(B), fp, [ € R(A) ve

Axsf:/AfB:/AfB:/BfA=/BfA (2.75)

Sonug 2.5.4 f: A x B — R sirekli ve stmrl ise

/A><B /= /A </B f(x’y)dy> dr = /B </A f(x>y)dx> dy.

Kamt. Biz (2.75)teki ilk esitligi kanitlayacagiz; digerleri benzer bi¢imde
kanitlanir. 7, J sonlu damga kiimeleri olmak iizere A = {A;}ic; ve B =
{Bj};c swrasiyla A ve B’nin birer parcalanglar: olsunlar. Bu durumda A x
B = {A;xBjli € I,j € J}, AxB'nin bir parcalamsidir. m;; := inf f(A;xB;)

olmak tizere

A(f,Ax B) = Z Mijintm(Ai X Bj) Z Mijin(Ai)Jm(Bj)

el je el jed

=3 D mijim(By) | ja(4)) (2.76)

i€l \jeJ
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Her z € A; igin m;; <infyep, f(z,y) = inf f(z,-)(B;) =: m, ;. Buradan

S migin(B5) < 3 mesin(By) = Alf(2.). B) < [ fla
< B

jed jed

Dolayisiyla 3. ; mijjm(B;) < inf fp(A4;) ve (2.76) esitliginden

iel
Benzer bigimde U(fp, A) < U(f, A x B) kanitlanir. Sonugta
A(f,Ax B) < A(f,A) <U(fB,A) < U(fw4 x B)

olur. Buradan, f € R(A x B) oldugundan fg € R(A) ve [, pf =
elde edilir. Tlim diger esitsizlikler benzer bicimde kamtlamr

(2.75) esitlikleri agik yazihmla agagidakilerdir:

| -] ( / f(x,y>dy> to= [ ([ stipan) as
-/ ( /. f(x,wd:c) a= | (/Af(x,y)dx)d

Eger her z € A igin f(z, ) € R(B) ise

[’ /(/f >dx—A([Bf<x,y>dy> dr,

eger her y € B i¢in f(-,y) € R(A) ise

/A><B /(/f >dy=/B(/Af(x,y)dx>dy.

().

fAfB

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

Q=1 x--x1Iy Iy = lag,bk], f € R(Q) ve 7 bir permiitasyon ise

fo = fQﬂ' o f oldugundan

/ f= ][ (7[ (7[ flxy,xa, .. .,xn)> dZr(n) - "dxﬁ(2)> dTr(1)-
Q Iy I (2)

7r(n)

Burada her bir f yerine [ altintegrali veya T iistintegrali de alinabilir. Eger

f:Q — R stirekli ise

/ f= / </ (/ f 1'1,1'27'--7xn)d$7r(n)> dl‘ﬂ@)) dmﬂ'(l)
Q Iy \7Ix(2)

Ir(n)

(2.81)
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Q C R™ Jordan él¢iilebilir ve f € R() ise bir ) kapal kutusunu 2 C Q
olarak secersek, @'nun seciminden bagimsiz olarak, [, f = fQ fo oldugunu
biliyoruz. Béylece [, f integralini hesaplama, (2.81) esitligi ile, tek degiskenli
integralleri hesaplamaya indirgenmigtir.

Sonug 2.5.5 (Cavalieri Ilkesi) Q c R™*! Jordan él¢iilebilir kiimesi, a <
B olmak tzere 41 = a ve 1 = B hiperdiizlemleri arasina digssin. Her
t € [a, p] igin Q = {x € R"|(z,t) € Q} Jordan dlgilebilirse

B
jn—i—l(Q) :/ jn(Qt)dt'

Kanit. R™de @ kutusunu 2 C @ X [«, ] olacak bi¢imde secelim. Fubini ile
. 5 ﬁ .
ine1(Q) = / 1 = / (/ 19(90,75)(13:) it = / in(Q)dt.
QX[O&,B} o Q [0
[ |

Cavalieri Ilkesi'nin bir sonucu sudur: €, C R"™ kiimeleri x,41 = «
ve Tpy1 = B hiperdizlemleri arasina disiyor, her t € [a, ] igin 4,
Jordan olgilebilir ve j,(Q) = jn(Q) ise jn41(Q) = jni1(Q). Cavalieri
Ilkesi genelde bu sekli ile bilinir. Ancak bu diisiince Arsimed’de vardir; biraz
agagilda kiirenin hacmini nasil hesapladigini gorecegiz.

Cavalieri Ilkesi'nden dolay1 sekildeki dik silindir ve diger nesneler ayni
hacme sahiptirler.

Sekil 2.4: Cavalieri Ilkesi.

Ornek 2.5.6. 1. Silindirin hacmi: B C R"~! Jordan lgiilebilir, h > 0 ve S,(B) = B x
[0, h] olsun. Carpim teoreminden j,(Sk(B)) = jn-1(B) - j1 ([0, h]) = jn—1(B)h oldugunu
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biliyoruz. Aym sonug Cavalieri ile s6yle de kazanihr. Her ¢ € [0,1] icin (Sn(B)), = B
oldugundan,

(s = [ = / ' ([ ainr)ar= | g (BYdt = o1 (B)h

olur. Sc, B tabanl h yiikseklikli bir egik silindirse her ¢ € [0, 1] icin (Sx(B)), = (S.), = B
olacagindan, Cavalieri ilkesi ile j, (Se) = jn—1(B)h olur.

Sekil 2.5: Koni.

2. Tabam B ve yiiksekligi h olan bir koninin hacmi: B ¢ R" ! §lciilebilir ve
0< heRise
Cn(B) == {((1 - &, 6h) e R" " xRlz € B,0< (<1}

kiimesine R™’de B tabanli, h yiikseklikli bir koni diyelim. Konimizin z, =t i¢gin Cy(B):
kesiti t < 0 ve t > h i¢in (0 kiimedir ve ¢ € [0,h] icinse Cr(B): = (1 —t/h) B olur.
Boylece'*

t

Jn1 (Cu(B)) = (1 - E>n7 jui(B) 0<t<h,

im0 = [ s @Ba =i [ (1- 1) w=Lim),
(2.82)

Ozel olarak R*’te js (Ch(B)) = %j2(B) = £j3(Sn(B)); bunu integral yokken Arsimed de
biliyordu! Ozel olarak B, yaricapi r olan bir daire ise js (Cr(B)) = +7r*h olur.
3. Bir simpleksin hacmi: ao,a1,...,a, € R" vektorlerinin gerdigi simpleksten

S(ao,a1,...,an) =< > piailp; >0, Y pi=1

0<i<n 0<i<n
kiimesi anlagilir. Biz
. 1
jn (S (ao,ai,...,an)) = Edet(al —ag,...,an — ag)

oldugunu kanitlayacagiz.
Hacim Gtelemeye gore degismediginden ap = 0 alabiliriz. eq,...,e, vektorleri R™
uzayimizin dogal bazi olmak iizere, 6nce tiimevarimla
. 1 1
gn (S(0,€1,... en)) = — det(er,... en) =

n

M-8 = 1 (1 —u)" " hdu = &,

n
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a3

Qg
)

ay

Sekil 2.6: Simpleks.

oldugunu kanitlayacagiz. n = 1 ig¢in S1(0,e1) = [0, 1] oldugundan savimiz dogrudur. Sa-
vimiz n — 1 i¢in kanitlanmig olsun(tiimevarim kosulu). Simdi, S (0, e, ..., e,) simpleksi
S (0,e1,...,en—1) tabanh ve yiiksekligi 1 olan bir koni oldugundan (2.82) ile

. 1 tvk 1 1 1
jn (S(0,e1,...,6en)) = —Jn— (S(0,e1,...,en"1)) = Em =

olur. L : R™ — R" dogrusal doniigiimii L(e;) := a; olarak acgiklamirsa L (S (0, e1,...,en)) =
S(0,a1,...,an) olur. Teorem 2.2.24’ten dolay1

. . 1
Jn (S(0,a1,...,a,)) = |det L] jn (S (0,e1,...,en)) = Edet(al,...,an).

Burada (a1,...,a,)’den siitunlar a, ..., a, olan n X n matrisi anlagilacaktir.

4. Kiirenin hacmi: r > 0 olmak iizere L : R™ — R" dogrusal doniigimi L(z) = rz
olarak aciklansin. det L = r™ oldugundan A C R"™ Jordan Olgiilebilirse rA da Jordan
Glgiilebilir ve Teorem 2.2.24ten jy,(rA) = 7", (A) olur. Ozel olarak B ile R™deki 0-
merkezli r-yarigapli kapali topu gosterirsek, Br = rB? oldugundan jj, (B_ﬂ) =71"jn (B_f‘)
olur. Dolayisiyla B?’'nin hacmini hesaplamak yeterlidir. 7, := j, (B_{l) dersek jn, (B_’ﬁ) =
"7, olur(*). Dolayisiyla 7,’i hesaplamak yeterlidir. n = 1 i¢in B! kapali bir topumuz
[~1,1] kapali araligi oldugundan 7; = 2 olur. Yalinlik acisindan Q™ := B} dersek, n > 2
ve her t € [—1,1] igin QF kiimesi R™™* de yarigapt v/1 — t2 olan kapali toptur, [¢t| > 1

n—1

i¢inse €, = 0. Dolaysiyla(*) ile jn,—1 (QF) = (\/1 — t2) Trn—1. Cavalieri ilkesi ile

Sekil 2.7: Kiire.
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1 n—1

Tn = jn(Q") = Tnfl/ (1- t2) 2 odt

-1

g /2
= Tn_1 / sin” xdx = Tn,12/ sin” xdx =: Th_1Cn.
0 0
Ornek 2.7.11(6)’da c¢,,’leri nasil hesaplayacagimizi grendik. O bilgi 1s181nda

2k+1
-3 (2k +1

)71'

T2k = ve T2k+1 =

1
k!
oldugunu gormeyi okura birakiyoruz. Dolayisiyla

2 2
4 T 8w
T4 = — 5 T5 =

EN 2 15777
olur. Dolayisiyla n > 1 igin R™’deki r yarigapli kapali topun hacmi sirasiyla

TN =2, To =T, T3=

2 Am 3 2 4 8r? 5
27”, T 5 T, y Ty
3 15

T
2
olur.

5. Arsimed’in kiire hacmi hesabi: Argimed yarigapi r olan bir kiirenin hacmini,
Cavalieri’nin irdelemelerine benzer irdelemelerle soyle hesaplamigtir: Yarigapt r olan A
yarikiiresi, tabaninin yari ¢ap: ve yiiksekligi  olan B konisi; taban yarigap: ve yiiksekligi
r olan S silindiri uzayimza Sekil (2.8)’deki gibi yerlestirilmis olsun.

Sekil 2.8: Argimed’in kiire hacmi hesaplama yontemi.

Q = AU B ve Q = S olmak iizere her ¢t € [0,7] igin Q; = A; U B, ve Q; Jordan
oOlgiilebilir ve

() = jn(Ar) + jn(Be) = m(r® = 1*) + 7t* = 7r® = jn ()

oldugundan

In+1(€) = jns1(A) + Jnt1(B) = jns1(5)
olur. jn41(S) = 7mr? ve jni1(B) = %7“3 oldugunu biliyorsak, ki Argimed bunlar biliyordu,
A yarikiiresinin hacmi 7r® — %7’3 = §7rr3 olur. Dolayisiyla yarigapr 7 olan bir kiirenin

hacmi %777“3 olur.

2.6 Degisken Degisimi

L e M™™"(R),b € R" ve & : A — R" dontigiimii ®(x) = Lz + b olarak
verilmigse Teorem 2.2.24’te her Jordan olgiilebilir A C R™ igin B := ®(A)
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kiimesinin de Jordan 6lgiilebilir ve j,(B) = |det L] j,(A) oldugunu kanitla-
dik. Bu sonug, her z igin Jg(x) = L oldugunu gozetirsek,

/ 1¢(A)E/IB:/‘deth>‘1A
®(A) B A

olarak yazilabilir. 14 = 150 ® = 1g(4) o ¢ oldugundan bu esitlik

1 :/ 1 o ®) |det J.
L(A) (A) A(@(A) ) |det Ja|

seklini alir. Bu kisimda amacimiz, ® belli kosullar sagladiginda, her f €

R(®(A)) i¢in
/ f=/<fo<1>>|dewq>\
B(A) A

oldugunu kanitlamaktir. Béyle bir egitlikten s6z edebilmek igin her seyden
once (f o @) |Jop| fonksiyonunun Riemann integrallenebilir olmasini garanti-
lemek gerekir.

Simdi U,V c R" agk kiimeler ve ® : U — V bir C! esyap: doniisiimii
olsun. B C V Jordan 6lgiilebilir, f € R(B) ve A := f~!(B) olsun. B’nin her
{B;} parcalamsi bize A'nmn bir {A; = ®~(B;)} parcalamsini, tersine Anin
her {A;} pargalanigi ise B'nin bir {B; = ®(A;)} parcalamgini verir. b; € B;
ve a; = ®~1(b;) olmak iizere

/foynsz B)

Eger ® = L bir dogrusal doniisiimse, yukaridaki irdelemelerden,

/f 5 F(8(a0)in(B) = 32 (@(00) et In(a) n(4)
Q:/(fo(I))|deth>|.
A

Peki ® bir dogrusal dontligiim degilse ne yapacagiz?

Analizde sikga bagvurdugumuz dogrusallagtirmadan yararlanacagiz: a; nin
yeterince kiigiik bir komsgulugundaki her = + a; € A; i¢in ®(a; + ) ~
®(a;) + Jo(a;)x oldugundan B; = ®(A;) =~ b; + Jo(a;)(A;), dolayisiyla
Jn(Bi) = |det Jp(a;)| jn(A;) olur (bkz. Sekil 2.9). Sonugta yukaridaki bagin-
tilar, yeterince kii¢iik secilmis A;’ler icin

/f 5 F(8(a0)in(B) = 3 (@(00) et In(a) n(4)
%/(fo@)ldetﬁpl
A
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bi + Jo(a;)(A;)

Jn(P(A)) = |Ja(ai)]| - n(Ai)

Sekil 2.9: Degisken degisimi

seklini alir ve bu, degigken degisiminin 6ziidiir.

Teorem 2.6.1 (Sard ) K C R" bir kapal kiip ve f € C*(K) ise!d

jn(f(K))S/K|detJf|:/K]detJf(x)|d:B.

Kanit. Kiipiimiiz bozuksa savimiz dogrudur. Simdi kiipiimiiz bozuk olma-
sin. Bu kosulda savimiz yanligsa bir € > 0 ile

Gn(F(K)) > /K (det J| + eju(K) (2.83)

olur. Kiipiimiiziin kenar uzunlugu a ise kenarlar1 yarilayarak 2" tane, kenar
uzunlugu a/2 olan Kj,..., Kon kiiplerini elde edelim. Her K; i¢in

jn(f(KZ»))</ (det J;| + £ju(Ki), i = 1,..., 2"
K

olamaz! Aksi halde bu esitsizlikleri taraf tarafa toplayarak, Onerme 2.2.10(iv)
yardimiyla, 2.83 ile geligsen bir sonuca ulagirdik. Dolayisiyla K; kiiplerimizin
en az biri icin, onu K ile gosterelim,

Gn(F(EY) > / det J| + e (V).
Kl

Bu kenar yarilama iglemini siirdiirerek igice gecmis, daralan (K*) kiipler
dizisini B )
JnlfE) 1
Jn(K") 7~ jn(K)

15BirﬁU C R™ acik kiimesi ve bir k € N icin f € C*(U) su anlam gelecektir: f € cr ),
f €C(U) ve fnin dereceleri < k olan tiim kismi tiirevleri U’ya stirekli genisletilebilir.

/ det Jf| +e,i=1,2,3,... (2.84)
Kt
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olacak bigimde elde ederiz. [);5; K ¢t =: {£} olsun. Bir teleme, savimizda ve
yaptiklarimizda bir sey degistirmeyecegi i¢in & = 0 alabiliriz. f tiirevlenebilir
oldugundan, L := f/(0) olmak tizere lim, o 6(r) = 0 olmak tizere
f(@) = £(0) + Le + R(z), |[R(z)|| < |l=[| 6 (|=]]) (2.85)
olur. b := d(K)=+/na dersek d(K") = 2% olur. Her x € K* icin ||R(z)| <
g; := 27'b5(27%) elde ederiz. C := L(K) ve C* := L(K") dersek (2.85)ten
FIE) € f(0) + U, (CY) (2.86)
elde ederiz. Herhangi bir A C R" ve g, A > 0 i¢in daima U, (A) = A+B(0) ve
AU (A) = Uyo(NA) gegerlidir. Simdi &; =: 27%6; olarak tammlarsak §; — 0.
Uygun b; € R™ noktalariyla
C' =b; +27'C, dolayisiyla U, (C") = b; + 27U, (C). (2.87)

Teorem 2.2.24’ten dolay: j, (C) = |det L] j,,(K). Diger yandan A > 0 igin
In(AK) < A\"j,,(K). Dolaysiyla (2.86), (2.87) ve 2.2.10 (i) ile

Jn(f(K")) 2_”i5n(Ua (©) _ jn(Us,(C)) ,
- - < = |det L| =——>—2 — |det L| (¢ — +00).
(2.88)
Diger yandan (2.84)’te limite gegersek
. ]n(K)
>
i_lginooj &) |det L| + ¢
elde ederiz. Bu (2.88) ile geligir ve igimiz biter. |

Sonug 2.6.2 Q C R” Jordan dl¢ilebilir bir agik kiime ve f : Q@ — R™ ise
Lipschitz stirekli ve C'-sinafindan olsun. Her Jordan dlgiilebilir A C Q igin

i) < [ Jaet @) de = [ |35@)] e (2.80)

Kamt. f € C'(A) oldugundan |det J;| € C(A). Teoremimizden dolay1 savi-
miz, A’y1 igeriden tiiketen her Ay, kiipler toplami icin gegerlidir, dd

(e < [ faens]= [ 1. (2.90)
Al Akl
L, f icin bir Lipschitz sabiti olsun. Onsav 2.2.19 ile
In(f(A\Ap)) < (L/n) jn(A\A[k})k:jOOO-

Bu, Teorem 2.3.23 (111) ve k — +o0 1(;111 fA[k] N fA ve in(f(A[k])) N
Jn(f(A)) sav1 verir. -
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Teorem 2.6.3 (Dontistirme Teoremi) H C R™ Jordan ol¢ilebilir, U,V C
R™ birer a¢ik kiime, H C V ve ® : V. — U bir C'-esyapr dondisiimii olsun.
Bu kosullarda G := ®(H) Jordan dlgilebilir ve her simrly f : G — R igin

][f(:x)dx = ][ f= ][(CI) o f)|det®’| = f(@(f(u))) |det @' (u)| du.
G ®(H) H H

(2.91)
Burada f, ya daima [, ya da daima [ alnacakter. Ozellikle f’nin G’de
integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (® o f)|det ®'| 'nin H 'de
integrallenebilir olmasidir ve bu durumda

/ f :/ f :/ (®o f)|det ®'| (Déndigiim Formiili) — (2.92)
G ®(H) H

Kanit. Her seyden 6nce ® : V — U bir acik doniigiimdiir'®. Diger yandan
Teorem 2.2.20’den dolayr ®(H) = G. ® doniisiimii H'de, ¥ := &~ ! ise
G’de Lipschitz siireklidir'”. Teorem 2.2.20’den dolay1r ¥ déniisiimii, Jordan
olgiilebilir G; C G altkiimelerini Jordan 6l¢iilebilir H; := ¥(G;) kiimelerine
ve tersine olarak ® doniiglimii Jordan olciilebilir H; C H altkiimelerini,
Jordan olgiilebilir G; = W(H;) kiimelerine resmeder. Sonug 2.6.2’den dolay-
]H(G’L) = jn(Gl) oldugundan-

Jn(Gy) S/H, |det @' :/HV |det @ (u)| du. (2.93)

(a) f: G — [0,+00) siurhl olsun. Simdi bir Z = {G;} € 3(G) pargalanig
verilsin. m; = inf f(G;) ve t :==t; z = >, milg, olmak fizere 0 <t < f. Bu
durumdato® < fo® vetod® = > . m;1ly,. Onerme 2.3.22 (iii) ve (2.93) ile

A(f,2) = Zmljn((}l) < Zmi /H |det @'| = /H(toq)) |det @'|

Bu egitsizlikte t o ® yerine fo® alirsak, egitsizligin sag yanini olsa olsa biiyii-
tiirtiz. Kogullarimizdan {G;} G’nin parcalaniglarini tararken { H;}’ler H’'nin
parcalaniglarini tarar. Dolayisiyla bu esitsizlikte Z {izerinden supremuma
gecersek

/f</ (fo®)|det ®’| (2.94)
LG Y _H

@ c R™ agik, f € CH(G,R") ve her x € G igin det Js(z) # 0 ise f bir agik doniigiimdiir.
"G c R™ agik ve f € C'(G) ise f fonksiyonu K C G kompakt altkiimelerinde Lipschitz
stireklidir.
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esitsizligini elde ederiz. ® ve U = &~ aym 6zelliklere sahip oldugundan
benzer bi¢imde her h: H — [0, +00) sirh fonksiyonu i¢in

h < ho W) |det ¥’ 2.95
/H _/G< ) |det | (2.95)

esitsizligini elde ederiz. ®(¥(z)) = x oldugundan ®'(¥(z))¥'(z) = I"(birim
matris), dolayisiyla det ®'(0)) - det ¥/ = 1 olur. (2.95) esitsizliginde h :=
(f o @) |det ®'| alirsak (2.94) ile

/Gfg/H(fo@!det@/! :/G((fmp)(q/))\detqﬂ(\y)m :/Gf'

Dolayisiyla
/f:/ (fo®)|det®’|. (2.96)
LG Y _H

Eger f > 0 smurh fonksiyonu ayrica siirekli ise (2.96)’daki fonksiyonlar integ-
rallenebilir ve orada [ yerine [ veya [ alabiliriz. (2.92) her sabit fonksiyon
icin gegerlidir; bu sabit negatif de olabilir.

(b) f : G — R bir simirh fonksiyon olsun; f > 0 olmasi gerekmez!
Bir a € R sabitini f + a > 0 olacak bigimde segelim. f; := f + a ve
fo := a dersek f = f1 + f2 olur. Bu durumda (2.96)’nin solundaki integral
f f= f (f1 + f2) f J1 + [o f2 olur'®. Benzeri bir esitlik (2.96)'mn
sag yani icin de gegerlidir. Sonu(;ta (2.96) her smurh f i¢in gegerlidir. Daima
f of =/ G(— f) oldugundan (2.96), [ yerine f aldigimizda da gegerlidir.

Kanit tamamlanmistir. 1 |
Kogullarimizi gevsetip bu teoremi biraz genellestirecegiz.

Teorem 2.6.4 (Genel Déniistiirme Teoremi) H C R™ agik, Jordan
(')'lgiilebilir ® c CY(H,R™) birebir ve Lipschitz siirekli olsun. Bu kosullarda

G := ®(H) Jordan dl¢ilebilir ve her sinwrly f : G — R igin
][f )dx = ][ ][ (Pof) |det<I) ‘ —][ f(w)) ‘det P (u)| du.
(H)

(2.97)

18 [ alt ve T tstintegralleri genelde toplamsal degildirler. A C R™ Jordan 6lgiilebilir ve
f,g: A — Rsmirh fonksiyonlar iseler fAerng < fA(erg) < fAerTAg < TA(erg) <

Jaf+ [ 49 Ozellikle g € R(A) iseiA(f—&—g):iAf—i—ngve Jalf+9) = .f+ /49

19X Y metrik uzaylar, D C X ve f : D — Y olsun. (a) f siirekli ve D’ye f olarak
siirekli genigletilebiliyorsa f tek olarak belirlidir. (b) f : D — Y diizgiin siirekli ise D’ye
diizgiin siirekli olarak genigletilebilir ve bu genigletme tek olarak belirlidir.Eger f Lipschitz
siirekli ise bu genigletme de ayni sabitle Lipschitz siireklidir.
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Burada f, ya daima [, ya da daima T alinacaktr. Ozellikle f’nin G de
integrallenebilir olmasu i¢in gerek ve yeter kosul (® o f)|det ®'| 'nin H 'de
integrallenebilir olmasidir ve bu durumda

/ f= / f= / (®o f)|det ®'| (Dondigiim Formiili)  (2.98)
G O(H) H

Kanit. L > 0 sayis1 @ igin bir Lipschitz sabiti ve o := (Ly/n)™ olsun. ® €
C'birebir ve Lipschitz siirekli oldugundan ®’ye iliskin kismi tiirevler simirl-
dir. 8, sabitleriyle | f| < 8 ve |det ®'| < yolsun. K := {u € H|det ®'(u) = 0}
ise ®'nin kritik noktalarmin kiimesi olsun. ® doniigimi H; := H\K agk
kiimesinde bir C!-esyap1 doniistimiidiir?°.

Simdi € > 0 keyfi verilsin. H,) C H kiipler toplamin j,(H\Hp,) < €
olacak bigimde segelim. k > p olmak tizere Hp,'ye diisen k-kiiplerinin Hi’e
diigenlerinin birlesimi Hj, ve K'yi kesenlerinin birlegimi ise Hj olsun. Bu
durumda Hy, = Hy U Hy olur. Hy,, Hy, H"lerin ® altidaki resimleri sira-
siyla G, G, G olsun. Onsav 2.2.21 ve Teorem 2.2.20’den dolay1 G, Jordan
olciilebilir. det ®' fonksiyonu H ;p de diizgiin stireklidir; dolayisiyla k yete-
rince biiyiik segilirse |det ®|'niin H;’de < e olmasi saglanir. Sonug 2.6.2’den
Jn(GY) < ejn(H) ve Onsav 2.2.19’dan Jn(G\G}y) < ae olur. Sonugta

Jn(GY) <, (G) < jn(G) < jn(GR) + 3n(GY) + Jn(G\Gy) (2.99)
< Jn(G)) +e(in(H) + )

esitsizligine ulagirz. € > 0 keyfi oldugundan G Jordan 6lgiilebilir.

Teorem 2.6.3’ten dolay1 savimiz Hj, icin gegerlidir. (2.99)’dan dolay: ise
G\Gj'nm olglisit < e(jn(H) + «) olur. Dolayisiyla f'nin bu kiime iize-
rindeki (alt, ist) integrali mutlak degerce Se(j,(H) + «)’dan kiigiik olur.
F := (®o f)|det ®'| fonksiyonu mutlak degerce H,’de e ve Hpy'de By ile
siurh oldugundan, bu kiimeler iizerinde F’nin integrali sirasiyla Sej,(H)
ve fBye ile simurhdir. F'nin H iizerindeki integrali Hj, H've H\Hi, iize-
rindeki integrallerinin toplamina ve f'nin G iizerindeki integrali ise G, ve
G\G), tizerindeki integrallerinin toplamma esit oldugundan fG fve [ gF
(alt,iist)integrallerinin farki mutlak degerce, bir C' sabiti ile, Ce’dan kiigiik-
tiir. € > 0 keyfi oldugundan sav kanitlanmigtir. |

Sonug 2.6.5 (Sard) H C R" agik, Jordan élgiilebilir, ® € C*(H,R"™) ve
Lipschitz siirekli ise ® 'nin K := {x € H||det ®'(z)| = 0} kritik noktalarinin
®(K) resminin Jordan hacmi sifurdar.

20U, vV C R™ acik kiimeler ve f : U — V C*-smifindan bir tamesleme olsun. f’nin bir
C*esyap1 doniismii olmas icin gvyk U’da daima det f'(z) # 0 olmasidir.
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Kanit. Gosterimler Teorem 2.6.4’tin kanitindaki gibi olmak iizere ®(K) C
G} ve her € > 0 i¢in j,(GY) < €jn(H) oldugundan j,(®(K)) =0olur. M

Onsav 2.2.21°den dolay1 ® déniisiimii H'ye Lipschitz siirekli genisletile-
bilir. A ¢ H Jordan él¢iilebilir olsun. A\A sifir hacimlidir; Onsav 2.2.19’dan
dolay1 ise ®(A\A) sifir hacimlidir. Bu bilgi ve Onsav 2.3.21 ile, ®"yii taniml
olmadig1 a € JA noktalarinda istedigimiz gibi agiklayarak agagidaki sonuca
ulasiriz.

Sonug 2.6.6 Her Jordan élgiilebilir B C H i¢in A = ®(B) de Jordan
Ol¢tilebilir ve her swnarly f © A — R igin

][fz ][ f:][(foq>)|detq>’\. (2.100)
A ®(B) B

Burada f ya daima altintegral ya da daima dstintegrali gosterecektir. f =1
ile

Jn(A) = jn(®(B)) = /B |det @’| . (2.101)

Ornek 2.6.7. (1) Diizlemde kutupsal koordinatlar: ® : R? — R? déniigiimii
O(r, ) := (rcosp,rsing) (2.102)

olarak tammlansin. (z,y) = ®(r,p) dersek r tam da (x,y) noktasinin orijine uzakligi,
o ise (0,1) ve (z,y) vektorleri arasindaki yonlenmis agidir; bu a¢t modulo 27 belirlidir.
® doniigiimii U := (0,400) x (0,27) agik kiimesinden V := R?\ ([0, +00) x {0}) agik

Sekil 2.10: R?’de kutupsal koordinatlar.
kiimesine bir C!-tameslemedir.
singp  rcosp

'(r, ) = ( Cosg  —TEIE > , dolayisiyla det ®'(r, ) = 7.

@ doniigiimii U'nun smirh altkiimelerinde Lipschitz siireklidir. Agikga ®(U) = R?, ancak
® dontigimii U’da birebir degildir. Yine de Sonug 2.6.6’dan dolay: her Jordan 6lgiilebilir
B C R? ve her Riemann integrallenebilir f : ®(B) — R igin

/1:(3) flz,y)dzdy = L(B) f= /B(foq))r = /Bf(r cos @, 7 sin @) rdpdr.
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Ozel olarak B = [0, R] x [0,27] ve f =1 ise ®(B) = Br oldugundan

B R 27 R
j2(BRr) = / 1= / / rdgodr/ 2nrdr = TR
Bgr o Jo 0

a,b > 0 olmak iizere (z,y) = ¥(u,v) := (au,bv) ile tanimlanan ¥ : R? — R? dénii-
stimii uv-diizlemindeki B; kapali kapali dairesini (z, y)-diizlemindeki E := (z,y) | (z/a)*+
(y/ b)2 < 1 elipsine resmeder. ¥ teoremimizin kosullarimi saglar ve det ¥’ = ab oldugundan
FE elipsinin alani

jo(E) = / 1= / ab = abjz(B1) = abr
E=¥(B1) B

olur.
(2) R*’te silindirik koordinatlar: R® uzayinda x, y, z koordinatlar yerine, z koor-

Sekil 2.11: R3’te silindirik koordinatlar.

dinatim1 koruyup xy-diizleminde 7, ¢ kutupsal koordinatlarina gegilir; bu bize
(z,y,2) = (rcosp,rsing, z)) =: P (r, ¢, 2) (2.103)

doniiglimiini verir. (r, ¢, z)-uzayindaki r = ¢ diizlemlerine (z,y, z)-uzayinda sonsuz silin-
dirler karsilik gelir; sistemin ismi buradan gelir. U ve V' bir énceki érnekteki kiimeler olmak
iizere U' := U xR ve V' := V x R olsun. ®5|U’ : U’ — V' bir C'-egyap1 déniigiimiidiir
ve g (W) = R3. Kolayca det ® = r oldugu goriiliir. Diger yandan simirli kiimelerde ®g
Lipschitz siireklidir. Sonug 2.6.6’dan dolay1 her Jordan 6lgiilebilir B C R® ve her Riemann
integrallenebilir f : ®5(B) — R i¢in

/ f(z,y, 2)dxdydz :/ f :/ (fods)r :/ f(rcosp,rsinp, z)rdrdpdz.
*s(B) ®5(B) B B

(3) R*te kutupsal (kiiresel) koordinatlar: R?® uzayinda bize P = (z,y, z) nok-
tas1 verilsin, bkz. Sekil 2.12. P noktasi uzayimizda, merkezi orijinde ve yarigapt r =
Va2 + y? + 22 olan kiire ylizeyinde bulunur. z-ekseni ile v = (z,vy, z) vektori arsindaki
agiya 0 dersek z = r cos 0 olur. (z,y) noktasinin (z, y)-diizlemindeki kutupsal koordinatlar
x =rcospsing ve y = rsinpsinf olsun. (r, ¢, 0)-uzayinda

D (r,p,0) := (rcospsind, rsinpsinb, rcos ) (2.104)

olarak tanimlansin. U := (0, 4-00) x (0, 27) x (0, 7) ve V := R3\ ([0, +00) x {0} x R) olmak
iizere ®x|U : U — V bir C'-egyap1 doniisiimiidiir; burada V kiimesinin R® uzayimizdan
bir kapali yaridiizlem cikarilarak elde edildigine dikkat ediniz. ®x(U) = R? ve Sonug
2.6.6’nin kosgullar: saglanir.
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Sekil 2.12: R3’te kiiresel koordinatlar.

Dolayisiyla B C U Jordan 6lgiilebilirse A = ®x(B) de Jordan dlgiilebilir ve f :
A — R Riemann integrallenebilirse, kolayca goriilecegi gibi det ®(r,¢,0) = —r’sind
oldugundan

/f(a:,y,z)dmdydz:/ f:/ (fo®x) ’det@}(‘) :/f(@K(r,ga,G))TQsinﬁdrdgodﬁ
A A B

olur. Ozellikle B = [p, R] x [0,27] x [0, 7] kutusu A = {(z,y, 2)|p* < 2” +y° + 2* < R*}
kiiresel kabuguna resmedilir. Bu durumda

R 27 T
/ f :/ / / f(T,go,@)rQ sin 8dfdpdr
A P 0 0

olur. Ozellikle f yalmzca r = /22 4+ y2 + 22’nin bir fonksiyonu ise o zaman

/Af = /pR f(r)r?dr olur.

(4) n > 3 i¢in R™de kutupsal koordinatlar: n > 3 ve z = (z1,...,2,)€ R"
olmak iizere
x1 =7rcospsinf sinfzsinfs - - -sinf,_o
T2 = rsinpsinf sinfysinfs - - -sinf,_o
x3 = rcosfsinfzsinfs---sinl,_o

T4 =1 cosBysinfs---sinf,_o

ZTp_1 =1C0S0n_38In0,_o

Ty = 7COSOp_2

olmak iizere z := ®,(r, ¢, 01,...,0,_2) ile tammlanan ®,, doniisiimii C'-siifindandir ve
Q = (0,+00) x (0,2m) x ((0,)"?) agik kutusunu, Dy, := {z € R"|z1 > 0,22 = 0} ol-
mak tizere, R"\D,, agik kiimesine bir tameglemeyle resmeder. Yine ®,, : Q — R"\D,,
Sonu¢ 2.6.6’nin kosullarimi saglar ve her Jordan Slciilebilir B C Q ve her Riemann in-
tegrallenebilir f : &,,(B) — R igin fdm(B) f =[5 (fo®,)|det &7| olur. Hesaplamalarla
|det ®/,| = 7" 1 sin6; (sinfa)?-- - (sinf,_2)" "2 oldugu goriiliir; sonucta asagidaki esitlik
gecerlidir:

/ f= / f(r,p,01,...,0n0_2) " Lsin 6, (sin 02)2 -+« (sin 9»,172)”72 drdedfy -+ - dbn,—2.
&, (B) B
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Ozel olarak ®,(Q) = R™ oldugunu gozetirsek
f=

R
™ T 27 “+oo
/ / / / F(r 9,01, 0n_2) 7"  sinby (sinf2)” - - - (sinb,—2)" "> drdpdf - - - df—»
J 0 Jo JO J 0

olur.

2.7 R’ye Ozgii Teoremler

Uzlagma: Aksi sdylenmedik¢e, bu kisimda I daima (a,b) (a,b € R,a <
b) arahigii gosterecek ve I’da tammmh f : I — R fonksiyonlarimiz smirh
olacaklardir.

Not. R’de bir siralama var, ancak n > 2 i¢in R™’de bir siralama yoktur. Do-
layisiyla n > 2 icin R™’de monoton fonksiyonlardan sz edemeyiz. Ornegin
Sonug 2.76 R’ye 6zgii bir teoremdir. Fubini Teoremi ile ¢okkatli integral-
leri ardigik tek katli integral almaya indirgedik. Bu kisimda tek degiskenli
fonksiyonlarin integrallerini almaya odaklanacagiz. A

fER()ise fT,f~ € R(I) ve (2.66) ile

/fZ/f+—/f = Jn+1([0, f1)=dn+1(10, £ 1) = Jnt1([0, f1)=dn+1([£, 0]).
I I I

Sekil 2.13: Yonlenmis alan.

Baylece | ; [ integralimizin yonlenmig alan 6l¢tiigiint gérmiis oluyoruz.
Soyle ki I = [a,b] olsun ve 6nce x-ekseni tizerinde a’dan b’ye gidelim, ardin-
dan (b,0) noktasindan, y-eksenine kogut dogru boyunca (b, f(b)) noktasina,
ardindan bu noktadan Gy boyunca (a, f(a)) noktasmna, son olarak ise bu
noktadan (a,0) noktasina bir dogru boyunca gidelim. Bu yiiriiyiiy boyunca
[0, f]’a diisen bolgeler solumuzda, [f,0]’a diisen bolgeler ise sagimizda kalir.



2.7. RYE OZGU TEOREMLER 79

Integral solumuzda kalan bolgelerin alanlarim pozitif, sagimizda kalanlarin
alanlarmi ise negatif olarak hesaplar(bkz. Sekil 2.13).
I = (a,b) ve f: I— R Riemann integrallenebilir ise [, f yerine

/abf, /abfda:, /abf(x)dl“E/f(t di =

gosterimlerinden herhangi biri de kullanilir. a = agp < a1 < -+ < ap_q
a, = b ise Onerme 2.3.22 (3) ile fa" f=>r 1[‘” f olur. a,ﬂ € [ b] ve

a > fise
/jf::—/:f

olarak agiklanir. [;* f igin bu kez gezimize z-ckseni iizerinde (b, 0)-noktasmdan
baglayip (a,0) noktasina gider ve gezimize devam edersek, daha 6nce sagi-
mizda (solumuzda) kalan bolgeler bu kez solumuzda (sagimizda) kalr; bu

<

If=- fab f tanmimiyla uyumludur. «, 8, A € [a,b] hangi sirada olursa ol-

sunlar daima
A B A
/f:/ f-|-/ f (2.105)
« « B
olur.

Tamum 2.7.1 (1) f € R(I) olsun. Her x € I i¢in F(x) := [’ f olarak

aciklanan F fonksiyonuna f 'nin integral fonksiyonu diyelim?'

(2) G : I — R olsun. Her x € I i¢in 3G'(z) = f(z) ise G fonksiyonu I’da

f’nin bir ilkelidir (veya bir kargitiirevi veya bir kok fonksiyonu) denir.
Eger G, f’nin [a, b]’de bir ilkeli ise I’daki tiim ilkelleri G + ¢, ¢ € R fonk-

siyonlaridir. f’nin ilkelleri tanim geregi I’da tiirevlenebilirler, ancak integral

fonksiyonunun I’da tiirevlenebilir olmasi gerekmez.

Teorem 2.7.2 (Anateorem I) f : I — R Riemann integrallenebilirse
fnin
x
:/ f ,xel (2.106)
a

integral fonksiyonu I’de Lipschitz stireklidir. Ayrica f’nin strekli oldugu her
x noktasinda F tiirevlenebilir ve F'(z) = f(x).??

21Bu fonksiyona kimileri “belirsiz integral” der. Ancak “belirsiz integral” adini kimileri
karsit tiirevlerin kiimesi i¢in kullanmir. Karigikliga yol agmamak i¢in yeni bir adlandirmay:
yegledik.

22«pundemental Theorem” kavraminin karsihgi olarak niye “Anateorem”i sectigimizi
kisaca agiklayalim. Bugiiniin Tiirkiye’sinin aksine bir zamanlar kiiltiiriimiizde kadinin yeri
erkegin yerinden ¢ok 6nde olmalidir. Bunun en giizel kanit1 dilimizdeki anayurt, anayasa,
anayol, ana fikir, ana neden,.... ve benzeri kelimelerdir. Bu yaklagimin dogal uzantisi olarak
“anateorem” segilmigtir.
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Kamt. f € R(I) oldugundan bir M > 0 ile her z € I i¢in |f(z)| < M.
Dolayisiyla (2.105) esitliginden

IRER
thf+1£yf—:£xf (Ayf

olur; 6yleyse F' Lipschitz siireklidir. A # 0 ve ¢,c + h € I igin f(c) =
3 fcc+h f(c) oldugundan

[F(y) = F()| =

<My — x|

c _ c c+h
ol s= =D o= 27 (0 - s ar

olur. |@(h)| < [[f = f(e)ll,c4n oldugundan, eger f fonksiyonu c’de siirekli
ise limp 0 p(h) = 0, dolayisiyla IF'(c) = f(c) olur. [ |

Not. Herhangi bir tiirevlenebilir f : I — R fonksiyonunun f’ tiirevinin Ri-
emann integrallenebilir olmasi gerekmez. Ornegin f : [0,1] — R fonksiyonu
f(0):=0ve 0 <z <1igin f(z) := 22 cos/x? olarak agiklansin. f tiirev-
lenebilir. f/(0) =0 ve 0 <z < 1igin f/(z) = 2z cos % + 2 sin 7. Sonugta
f', I’da smrli olmadig1 i¢in orada Riemann integrallenemez.

Teoremimizde F’nin z’te tiirevlenebilir olmasi i¢in f’nin x’te siirekli ol-
mas1 bir yeterli koguldur, ancak gerekli kosul degildir! Ornegin I = [—1,1]
ve f : I — R fonksiyonu f(0) = 1 ve diger noktalarda f(x) = 0 olarak
agiklansin. f fonksiyonu 0’da siireksizdir; ancak F' = 0 integral fonksiyonu

0’da da tiirevlenebilir! A
Sonug 2.7.3 [’da siirekli her f fonksiyonunun orada ilkelleri vardir ve G,
[ min bir ilkeli ise bir c € R ile G(z) = F(z) +c= [ f+c.

Kanit. Apagcik. |

Bu sonugta G(a) = [ f 4+ ¢ = ¢ oldugundan G(z) — G(a) = [ f olur.
F(z):= [ f de fnin bir ilkelidir ve G = F + c.

/f::F+c, ceR (2.107)

gosterimi yaygindir. [ f’ye f’nin belirsiz integrali denir ve f’nin ilkelleri-
nin kiimesi oldugu sdylenir. Bu gosterim matematik acidan dogru degilse de
bir gelenektir ve stirdiiriiliir.
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Sonug 2.7.4  f’nin F integral fonksiyonu hemen her yerde tirevlenebilir ve
tiirevi hemen her yerde f’ye egittir.

Kamit. f € R(I) oldugundan f hemen her yerde siireklidir ve bu, sav1 verir.
|

Teorem 2.7.5 (Anateorem II) F fonksiyonu I = [a,b] aralifinda tirev-
lenebilir ve F', I’da Riemann integrallenebilirse

(P = F )~ Py = [P
ve her c,x € I igin
F(x)=F(c) + /w F.
Kanit. a =29 < z1 < --- < x,, = b olmak tizere
F(b) = F(a) =Y _(F(x;) — F(zi-1)).
i=1
Ortalama Deger Teoremi’nden z;_1 < &; < x; sayilari ile

F) — Fla) = Y (Flan) — Flai 1) = S F/(€) (i —wi1). (2108)

i=1 i=1
I, = (xg—1,2x) ve Z = {I};} € 3(I) olmak iizere (2.108)’de en sagdaki terim
R(F', Z2(¢)) Riemann toplamidir. F' € R(I) oldugundan || Z|| — 0 ile limite
gegersek F(b) — F(a) = [, F' = f;’ F’. Savin kalam buradan ¢ikar. |

Anateorem II, Kargitiirev Teoremi, veya kel Teoremi olarak da
adlandirihr. g, h : [a,b] — R ig¢in g integrallenebilirse (Ig)(z) := [ g ve h
tiirevlenebilirse Th := h’ diyelim. Anateorem I, siirekli f : [a,b] — R igin
TIf = f oldugunu, Karsitiirev Teoremi ise siirekli tiirevlenebilir f : [a,b] —
R i¢in IT f = f oldugunu séyler. Bu nedenle integral ve tiirev zit iglemlerdir
denir.

Uyarn: I = [-1,1] ve her n € N* i¢in f,(z) := (/22 + 2 (z € I) olsun.

Her x € I i¢in f(z) := |z| olsun. Her f,, tiirevlenebilir, f, :I> f, ancak
f fonksiyonu I’da tiirevlenemez! Tiirevlenebilir fonksiyonlarin diizgiin ya-
kinsak limitlerinin de tiirevlenebilir olmasini garantilemek icin ek kosullar
gereklidir!

Teorem 2.7.6 (Terim terim tiirev alma) I = [a,b], (f,) C C*(I) ve
her x € I igin lim f,(z) =: f(x) olsun. Ejer ayrica f), L g ise f € C*(I)
ve f'=g.
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Kamit. g € C(I). Sonug 2.4.13 ve Teorem 2.7.5 ile her x € I igin

Ga) = [ o= [ tim g =t [, = lim(f(0) ~ f(@) = @) = o)

Teorem 2.7.2’den G tiirevlenebilir, dolayisiyla f tiirevlenebilir ve G/ = g =
1. [ |

Sonug 2.7.7 I = [a,b], (fu) C C*(I) ve her x € I igin Im Y. fo(x) =:
f(x) olsun. Eger ayrica Y. fh, I'da diizgiin yakinsak ise f € CY(I) ve f' =

> fa

Teorem 2.7.8 [ = [a,b] C R bir kapal aralk, (fn)n>1 C CH(I) ve birc e I

icin Y~ fn(c) yakinsak olsun. Eger ), <, fr =L g isey <, fn serisil’da
bir f € C!fonksiyonuna yakinsar ve f' = g.

Kanit. g siireklidir ve Sonug 2.4.13 ile her z € I igin

[ 9= [ 5= thie) - 5o

n>17¢ n>1

Bu ve ) - fa(c)'nin yakinsakhgindan her x € I igin }_ - fn(2) serisinin
yakinsakligi ¢ikar. Bu serinin toplami f(z) olsun. Yukaridaki esitlikten

olur. Kargitiirev teoremindense f’ = g. Isimiz biter. |

Ne kadar ¢ok fonksiyonun ilkelini biliyorsak integral alma igimiz o kadar
kolaylagir. Asagida sikca karsilagilan bazi temel f fonksiyonlar: ve F ilkelleri
listelenmigtir.
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f(z) F(x) Notlar
e | gett [k eZ\{-1}, k< Oise z #0
% In |z| z € R*
¢ %H:pa—i-l a e R\{-1}, x € (0, +00)
a® lnlaa’ a>0
| 5 A0
Ccos T sin x
sinx —CcoszT
001% tanx T ¢ (2Z + 1)%
Sinlz p —cotzw r ¢ Zm
— arcsin x 1l<z<l1
1
\/1f7 — arccos T 1l<z<l1
2241 arctan x
cosh x sinh
sinh x coshz
zé_i_l Arsinhx
xé_l Arcoshx z € (1, 400)
1jx2 Artanh l<zx<l1

Ornek 2.7.9. arctan z’in = = 0 noktasmdaki seri agihmini bulalim. (arctan m)' =1/(1+
x?) ve arctan 0 = 0 oldugundan

o1
arctanr = / dt Vx eR.
o 1412

Diger yandan

+oo
1 Z
k=0

Bu seri her 0 < r < 1 igin [—r,7]'de diizgiin yakinsak oldugundan (2.4.13) ile

* (X k, 2k =2 e [ 2k =2 k$2k+1
arctanm:/o Z(fl) t dt:Z(fl) / t dt:Z(fl) ST

k=0 k=0 0 k=0

Bu agihm [—r, r]’de gegerlidir; » 1 1 ile (—1,1)’de gegerli olur.

Teorem 2.7.10 (Kismi Integrasyon) I = [a,b] ve f,g: I — R tirevle-
nebilir ve f',g' € R(I) ise

/f dw—/fg foll /fg—fg /f

f,g € CY(I) ise teoremin kosullar: saglanar.

(2. 109)
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Kanit. f,g tiirevlenebilir ise f, g siirekli, dolayisiyla integrallenebilir. Oy-

leyse f'g+ fg' € R(I). Sav, Kargitiirev Teoremi ve (fg) = f'g+ f¢’ esitli-

ginden cikar. |
(2.109) esitligi (2.107) ile [ f¢' = fg — [ f'g seklini alir.

Ornek 2.7.11. (1) f(z) =z ve g(z) = €% igin
'/ab ve®dz = [we™]’ — /ab ¢"dz = [we®]’ — [¢*]2 = (b — 1) — ¢*(a — 1),
(2) f(x) = nz, g(x) = o ve a,b € (0, +00) igin
/ab Inzdz = [zlnal’ — /ab dz = b(nb—1) — a(lna — 1).

(3)

/arctan xdr = rarctanz — / x;:_ ldm
= zarctanz — %ln(wQ +1)+¢ ceR
(@)
/sin2 xdx = /sinx- (—cosz) dr = —sinzcosx + /cos2 zdx

= —sinzcosz + /(1 — sin® z)dz =

1
/sin2xd:c = i(x—sinxcosx) +¢, c€eR.

(5) Bir Uygulama: Bir f’nin
~ [ (x0) k n
f(l‘) = Z A (17 - 1‘0) + Rn+1(33) = Tf (IL‘) + Rn+1(3})

k=0

Taylor agilimindaki R, +1(z) kalan i¢in
Ruti(z) = %/I(az — )" Y (1)t (2.110)
" Jag
oldugunu gosterecegiz. n = 0 igin (2.110)
f@) = flao) + [ (0
o

seklini alir ki bu Karsitiirev Teoremi ile dogrudur. Savimiz n igin kanitlanmig olsun. O
zaman

1

e :<x 0 e = - L (Ge—0m) £ wa

= {—%(x - t)"f“”(t)} + %/l(w — )" (1) dt
_ 1 (n) L[ ny p(n+1)
= m(m —x0) f" (w0) + ﬁ/ (z=0)")f (t)dt, dolayisiyla

zo

f@) =177 (@) + Bale) = T7@) 4 = [ @ = 0" 0
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(6) Yineleme formiilleri: Bazen bir parametre igeren integraller i¢in yineleme for-
miilleri elde etme gansimz vardir. Ornegin n € N igin I, = [ sin” zdz belirsiz integralini
hesaplayalim. Kismi integrasyonla n > 2 igin

I, = f/sin"*1 zd(cos x)dx
= —coszsin" 'z + (n — 1) /0052 zsin™ "2 zdx
= —coswsin™ 'z + (n—1) / (1 — sin® m) sin" "2 xdx
= —coszsin" 'z + (n— DIz — (n—DI,.

Bu esitlikten I,, gekilirse n > 2 igin

n—1

1 _
I, = ——coszsin" ‘x4 Ih_2 (2.111)
n
elde ederiz. Iy = fsino xdr = x ve I, = fsin:cdm = —cosz oldugundan (2.111) yine-
leme formiilii ile her I,, hesaplanir. Bu formiilden yararlanarak her n € N i¢in o, :=
0”/2 sin™ zdz degerlerini hesaplayalim. ap = 7/2, an = 1 ve n > 2 igin o, = %an_z
elde ederiz. Sonugta

2n—-1)-2n—=3)----- 3-1 ve o _ 2n-(2n—2)----- 4-2
2n-(2n—2) - 4.2 2 T 2+ 1) (2n—1) - 5.3

Q2n =

Bu degerler ileride kiirelerin hacim hesaplarinda kargimiza cikacaklar.

Lemma 2.7.12 ¢ : [, 8] — [a,b] bir tamegleme, (o) = a,o(B) = b ve
=1 bir Lipschitz fonksiyonu olsun. f € R([a,b]) ise fop € R([c,d]).

Kanit. Bir K > 0 ile her s,t € [a,b] i¢in ‘go_l(s) fgo_l(t)’ < Kls—t
olsun. Kapali araliklar arasindaki her siirekli tamesleme topolojiktir; dolayi-
siyla ¢ de siireklidir. f'nin siireksizlik noktalarmin kiimesi Sy ise, f o ¢’'nin
siireksizlik noktalarinin kiimesi ¢ 1 (Sy)’dir.

€ > 0 keyfi verilsin. Sy kiimesini I,, agik araliklariyla ) < v1(1,) < e/K
olacak bicimde értebiliriz. Bu durumda I, := ¢~ 1(I,) araliklan 0~ 1(Sy)

kiimesini orter ve

S o) <Y Eun(l) <e.

n>0 n>0
Dolayisiyla ¢~ 1(S) bir sifir kiimesidir; dyleyse f o ¢ € R([c,d)). [ |
Lemma 2.7.13 ¢ : [a, 8] — [a,b] fonksiyonu C'-esyaprdéniisiimii ve f :
[a,b] =R olsun. f € R([a,b]) ise fop € Rla, ]

Kanit. Gbk ¢’ > 0 varsayabiliriz. ¢’ ayrica siirekli oldugundan bir K > 0
ile her ¢t € [a, f] i¢in ¢'(t) > K saglanir. Ortalama Deger Teoremi’'nden,
a <wu < v < kogulunu saglayan her u, v i¢in u, v arasinda bir 6

p(u) = o(v) = ¢'(0)(u— )
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olacak bi¢imde bulunur. O zaman |p(u) — ¢(v)| > K (u—wv) olur. Dolayisiyla
u = (s) ve v = (t) ise [ (s) — 7 H(t)] < K~'|s —t| olur. ¢! bir
Lipschitz fonksiyonudur ve Onsav 2.7.12 ile f o ¢ € Rla, 3] olur. |

Teorem 2.7.14 (Degisken Degistirme I) I = [a,b], J = [o, 3] ve ¢ :
J — I doniisiimii C'-siafindan bir tamesleme ve her t € (a,b) igin ¢'(t) # 0
olsun. Bu kogullarda her f € R(I) i¢in (f o p)¢’ € R(J) ve

»(B) B
/ f= / (fop)y. (2.112)
p(a) a

Kanit. Iki kamt verecegiz. Durumuzda det ¢’ = ¢’ olur.

(a) Teorem 2.6.4’ten dolayr [, f = [;(f o ¢)|¢'|. Kogullarimzdan ya
daima ¢'(t) > 0 ya da daima ¢'(t) < 0 olur. Ilk durumda |¢/| = ¢ ve
p(a) < ¢(B) oldugundan

[1=[1=[uonlel=[vonr

olur. ¢’ < 0 durumunda ¢(a) > ¢(8) ve |det ¢'| = —¢’ oldugundan

»(B) w(a)
/w(a) I= _/w(ﬁ) f=- [a,blf_ _/J(fom(p |

== [(Foa=e) = [ (Fop)s - [oap

«

(b) Genelde kargilastigimiz kanit1 ' > 0 icin verelim. Onsav 2.7.13’ten
dolay1 f o € R(J) ve ¢, siirekli oldugundan, integrallenebilir; sonunda
(f o p)¢’ integrallenebilir. J'nin herhangi bir a = tg < t; < -+ < t, = f8
parcalanigl, xx := ¢(tx) olmak iizere I'mmn bira =zg < x1 < -+ < xzp =b
parcalanmiginmi verir. Bu parcalaniglara sirasiyla Z ve Z* diyelim. Aradeger
Teoremi ile & € [tr_1,tx] noktalarim

o(tr) — p(t-1) = @' (&) (tk — tr1)

olacak bigimde segelim. 7 := ¢(&) olsun. Bu durumda

RS Z5) = > f ) (wx — wx—1)
k=1

= Fe&))¢ () (& — &) = R((f o )¢ 2(€))
k=1
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olur. ¢ bir C'-egyap1 doéniigiimii oldugundan ||Z,| — 0 ise ||Z*|| — 0 olur.

Yukaridaki esitlikte || Z,|| — 0 i¢in limite gegersek savimiz elde edilir. [
Teoremdeki 6zelliklere sahip ¢ : J — I doniislimlerine parametre do-

niigtimii denir. (2.112) esitligini su sekilde yazmak daha aydinlaticidir:

»(B) B
/‘ ﬂmmz/“ﬂwmdmw v =p(t), de=Q(Hd.  (2113)
o(a) o

Burada ilk kez ff f yerine kullandigimiz f; f(z)dz ve dv = ¢/(t)dt Leib-
niz yazilimlarimin, akilda tutma baglaminda, faydalarini goriiyoruz. (2.113)
esitligi sunu soyliiyor: fab f(z)dz ifadesinde, bigimsel olarak, = yerine ()
ve dx yerine ¢(t)dt yaz! Bu nedenle teoremimize genelde verilen ad Yerine
Koyma Teoremi’dir.

Teorem 2.7.15 (Degisken Degistirme II) [ = [a,b], J = [, 5] ve ¢ :
J — T doniisiimii Ct-sinafindan olsun. Her siirekli f : I — R igin (fop)y’ €
R(J) ve

»(B) o(B) B B
L@f%é@f@wzlfwwwwﬁELQM@w

Kanit. (f o ¢)¢’ siirekli oldugu i¢in (f o @)’ € R(J). Ayrica f siirekli
oldugundan I’da kars: tiirevleri vardir; F' bunlardan biri olsun. Bu durumda
F o p siirekli tiirevlenebilir ve Zincir Kurali ile

(Fop)(t)=F'((t)¢'(t) = () (t)

olur. Bu ve (2.7.5) Karsitiirev Teoremi ile

B o(B)
/"ﬂﬂmdwﬁ:uw¢E:F@w»—ﬂww»:/’ f(z)dz.

(2.114)
|

(2.114) esitligi iki yonli kullanilabilir; soldan saga veya sagdan sola. Bize
bir i : J — R fonksiyonu verilmigtir ve [ f h(t)dt’yi hesaplamamiz istenmig-
tir. O zaman igimiz, bir I araligi ve orada tamiml ve integralini kolayca
alabilecegimiz bir f fonksiyonunu ve C!-smifindan bir ¢ : J — I parametre
doniiglimiinit h(t) = f(e(t))¢'(t) olacak bigimde aramaktir. Ya da bizden
[a, b] araligindan integrallenebilir bir f i¢in f: f(x)dz’i hesaplamamiz isten-
migtir. O zaman igimiz, bir [«, §] araliginda tanimli uygun bir ¢ parametre
dontigiimiini, f(¢(t))¢(t)'nin bir ilkelini kolayca bulacak bigimde belirle-
mektir.
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Ornek 2.7.16. (1) Yarigap: r olan bir D dairesinin alanim hesaplayalim. Alan dtelemeye
gore degigmez oldugundan gbk merkezini orijinde alabiliriz. Dairemizin tist yaridiizlemdeki
kismma D7 dersek, f(x) = v/r2 — 22, —r < z < r olmak iizere, Teorem 2.3.19 (2) ile

72(DY) = 12(00, f]) = /_ Ny

olur. J = [-7, %] ve o(t) = rsint olsun. ¢ : J — [—r, 7] siirekli tiirevlenebilir, ¢(—7F) =

—r, (%) =r ve f siirekli oldugundan (2.7.15) ile (J’de cost > 0!)

™

V12 — r2sin? tr cos tdt = / 72 cos® tdt.

us
2

v

us
2

[NE]

Ornek 2.7.11 (4)’teki yontemle f?% cos? tdt = 7 kolayca goriiliir. jo (DT) = %’I‘Q, dolay:-
siyla j2(D) = 2j2(DV) = 772 olur. (2.114), sagdan sola kullanilmigtr.
(2) ff sin(sint) costdt =7 Simdi f(z) :=sinx ve z = () = sint alirsak

sin(sint) - cost = f(p(t))¢'(t)

oldugundan (2.114) ile

sin «

B sin B .
/ sin(sint) - costdt = / sin zdx = [~ cosz]*”
[e3 S

olur. Burada (2.114), soldan saga kullanilmigtir.

&, toplama, ¢arpma, tamimh oldugu siirece bélme ve bilesime gore ka-
pali olup tiim sabit fonksiyonlar1, z"(r € R),e”,Inx ve tiim trigonometrik
fonksiyonlari ve terslerini igeren en dar fonksiyon ailesi olsun. £&'nin 6gele-
rine temel fonksiyonlar diyelim. £ ailesi tiirev altinda kapalidir, dd f € &£ ise
f' € £. Ancak & integral altinda kapali degildir. Ornegin hepsi de uygulamal
matematikte ¢ok 6nemli olan

/e_de:c, /Slgxdx ve /cos(a:Q)dm

fonksiyonlarmin hicbiri temel fonksiyon degildir. Integral fonksiyonlar: fonk-
siyon dagarcigimizi zenginlestirir. Her matematikci yaklasik olarak aymi o-
randa iyi tiirev alabilirken, ig integral almaya gelince durum degisir; bazilar:
digerlerinden daha iyi integral alabilir. Artik integral tablolar1 var. Integ-
ral alma yontemlerini daha fazla uzatmayip, kisaca rasyonel fonksiyonlarin
integrallerine deginip, bu konuyu noktalayacagiz.

Rasyonel fonksiyonlarin integralleri: p, ¢ € R[z] polinomlar ile r =
p/q rasyonel fonksiyonu verilsin. [r’yi bulmak istiyoruz. Eger gradp >
grad ¢ ise kalanli b6lme teoremi, bir pg polinomu ve gradp; < gradgq ko-
sulunu bir p; polinomu ile » = py + p1/¢q oldugun soyler. Polinomlarin in-
tegralini kolayca bulabiliyoruz. [ r’yi bulmak igin [ p1/q tipindeki belirsiz
integralleri bulmak yeterlidir.




2.7. RYE OZGU TEOREMLER 89

Simdi p/q rasyonel fonksiyonu verilsin ve gradp < grad g olsun. Cebir
dersinde n. dereceden kompleks katsayili her polinomunun, kathliklariyla
sayilmak tizere n kokii oldugu kamtlanir. grad g = n olsun. Dolayisiyla g €
RJx] reel katsayili bir polinom ise onun da, kathliklariyla sayilmak iizere n
kokii vardir; bu koklerden bazilari kompleks olabilir. Eger bir a € C\R igin
q(a) =0 ve g(x) = > I ja;z’, a; € R ise,

n
Zazal =Y ai(@)’ = q(a)
=0
olur: a kompleks sayisi ¢'nun bir kokii ise @ da bir kokidiir. a ¢ R oldugun-
dan, 8 # 0 olmak iizere «,  gergel sayilar ile a = « + ¢8 olur. Basit bir
hesaplamayla

(z—a)(z—a)=(z—a)’ +p>=2"+2bx+c b<c

oldugu kolayca gérliir. 2 + 2bz + ¢ polinomu R[x]’te parcalanamaz.

¢’'nun birbirinden farkli reel kokleri aq,...,a; ve bunlarin kathliklar:
r1,...,7) olsunlar. Bu durumda bir ¢ € R sabiti ve g, (z) = (z —a,)* + 5, €
Rlz] (B, # 0, p=1,...,1) polinomlar ile

l

k
e [Tt~ o [Tanta)™

pn=1
Burada k,7,,1, s, ’ler dogal sayilardir. Cebirden 6diing alarak

k Sp

x bju® + cju
@) ZZm_a P Ml cmrmiy S

v=1i=1 J=1

yazabiliriz. Herhangi bir rasyonel fonksiyonun integralini almak, agagidaki
tipten rasyonel fonksiyonlarin integrallerinin alinmasina indirgenir: n € N*

T+ 8
O [ o ap gt 8#0

Bunlardan (a)’y1 biliyoruz: ¢ € R olmak iizere a’y1 igermeyen her aralikta

dx
=In|z —al+c
—a

x

1
/(:E fxa)n = 1_n(xfa)1_n+c, n> 1.

icin
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Diger yandan, 8 # 0 oldugundan, x — o = 8t degigken degigimi ile

/( rT 4 s dx_/r(a—i-ﬁt)—i-sﬁdt:r/ t dt+ra+s dt

T—a)24+p27 B212 + 32 t24+1 B 241
= gln(t2 +1)+ Tt s rctant
—a)? 2 —
:;ln(:C 022+5 +Taﬁ+8arctanm

Simdi n > 2 olsun. Ayni degisken degigimi ile
/ re+ s dwz/r(a—i—ﬁt)—i—sﬁdt

(o= a)? + 7" [P+ G
T tdt ro+ s dt
= B2n=2 / 2+ 1) + B2n—1 /(t2+1)"
B r 1 1 ra—+s dt
T B2 1 (t2 + 1)1 T 32n~—1 / 2+ 1)"

Boylece igimiz

dt
b= |

integralini bulmaya kalmistir.

dt 1+t2—¢2 12
I.(1) :/W :/Mdtzln_l(t)—/wdt. (2.116)

Simdi (2.116)’da en sagdaki integrali ele alalim.

t2 t 2t
————dt= | 5t
/ (t2+1)n / 2(t24 1)

ot 1 1 /1 1 1 5
2 —n+1 (24 1)n1 2 —n+1 (241)1
t 1

TR-mEr i - gl ()

Bu ifadeyi (2.116)’da yerine koyarsak

t n 2n —3
(2n—2)(2+ 1)t 2n—2

In(t) = In—l(t)

elde ederiz. Bu bir indirgeme iligkisidir. Sonlu adimda, hesapladigimiz bir
f(t) fonksiyonu ve bir a € R sabiti ile I,,(t) = f(t) + ali(t) olur. Ancak
dt

Ii(t) = | 557 = arctant oldugundan

I,(t) = f(t) + aarctant
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olur ve igimiz biter.
Son olarak iki basit 6rnekle (2.115) esitligindeki pargalanisi nasil buldu-
gumuza da deginelim.

Ornek 2.7.17. (1) [ 5t zdz = fmda: =7

(a) Belirsiz katsayilar yéntemi: Bu yontemde cebirden su bilgiye bagvururuz; Iki po-
linomun birbirine esit olmasi i¢in gvyk kargilikli katsayilarin birbirine egit olmasidir. 0 ve
1’i igermeyen her aralikta

1 a b c
—_— ==+ = 2.117
z?(x —1) x+x2+x71 ( )
Her iki yam 2?(z — 1) ile carpalim.
l=azx(z—1)+bxz—1)+cx’ =(a+c)z’ + (b—a)z —b— (2.118)
O=a+c¢, 0=b—avel=-b=—a=b=-1,c=1.
Baylece
dzx 1
(b) Limit ydntemi: (2.117) esitliginin her iki yanim z? ile ¢arpalim:
cx?
= . 2.11
e +b+ p (2.119)
Iki yammn z — 0 icin limitini alirsak —1 = b olur. (2.117)’yi  — 1 ile carpahm:
1 -1 bx —1
1 el be-
x x x
x — 1 limitine gegersek ¢ = 1 olur. (2.117)’yi z ile garpalm:
1 b, e
z(zx—1) z x-—1
x — o0 limitine gegerek 0 = a + ¢ = a + 1, sonugta a = —1 elde ederiz.
(c) Ozel degerler yontemi: z degiskenine 6zel degerler vererek katsayilar icin bir dog-
rusal denklem sistemi elde edilir ve bu ¢oziiliir. Ornegin (2.118)’den z = 0 i¢in b = —1,

x = 1ligin ¢ = 1 olur. Son olarak z = 2ile 1 = 2a+b+4c =2a—1+4 ve buradan a = —1
elde ediglir. ,
(2) [ =2 4r=lgyr =? Simdi 2* — 1 = (v — 1)(z + 1)(z* + 1) oldugundan

zi-1

m3+2x2+x—1_ a1 n a2 +b+cm
4 -1 T4+l -1 2241

parcalanigindan belirsiz katsayilar yontemiyle a1 = i, az = %, b= g ve ¢ = 0 elde edilir.
Boylece +1°1 icermeyen her aralikta

P +20 +r -1 1/4 N 3/4 3/2

-1 z+1 -1 2241

2422 +z—1
/ 4 —1

1
dx:Zln|x+1\+%ln|x—l\+garctanx+c, ceR
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2.8 Mutlak Integrallenebilirlik ve Ozdis1 Integral-
ler?3

Not. Simdiye kadar degismeyen iki kosulumuz oldu: 2 € R™ Jordan 6l-
gilebilir, dolaysiyla sinarle ve f : € — R bir sinwrle fonksiyondur. Simdi
bu kogullardan birini veya ikisini terk ettigimizde de bazi durumlarda fQ f
integralinden bahsedebilecegiz.

A C R™ herhangi bir alt kiime ve f : A — R herhangi bir fonksiyon ol-
sun. A'nin Jordan 6lgiilebilir veya sinirli olmasi gerekmez; ayni bigimde f’nin
Riemann integrallenebilir veya sinirli olmasi gerekmez. Bu tip fonksiyonlar
icin 6nce “mutlak integrallenebilirlik” kavramini acgiklayacagiz. “Mutlak in-
tegrallenebilir” (absolutely integrable) yerine yaygin olarak “dzdusi integral-
lenebilir” (improper integrals) adlandirmasi da kullanilir. Ancak biz 6zdist
integral kavramini yalnizca n = 1 i¢in aciklayacak ve kullanacagiz. Bu genel-
likle R’de Riemann integralinden sonra agiklanan ve yaygin olarak bilinen
kavramdir. Ikisi arasindaki arasindaki temel fark sudur: f’nin mutlak in-
tegrallenebilir olmas1 |f|'nin mutlak integrallenebilir olmasimma denk iken, f
6zdigt integrallenebilirken | f|'nin 6zdist integrallenebilir olmas: gerekmez! A

2.8.1 Mutlak integrallenebilir Fonksiyonlar

A C R™ herhangi bir altkiime olsun. A'nin siirsiz olabilecegini ayrica be-
lirtelim. Jordan olciilebilir Ay C A kiimeleri igin daima A C A1y ve
A =0 Ak ise, {Ay} ailesi A'y1 tiiketir diyelim. Ornegin {By} toplarmin
ve Ky = [k, k] X -+ x [k, k] olmak tizere {K}} kiiplerinin aileleri R™’i
tiiketirler. A Jordan olciilebilir ve a € A ise k € N* icin Ay, := A\By i (a)
olmak tizere {A} ailesi A’y1 tiiketir.

Lemma 2.8.1 Aec J", f € R(A) ve {Ax} ailesi A’y tiketiyorsa
i ja(4¢) = n(4) ve tim [ = [ £
k k Ay A

Kanit. Savin ilk kismi Sonug 2.2.16’dan gikar. A Jordan Olgiilebilir oldu-
gundan 0A sifir hacimlidir. Pozitif sayilarin (g5) dizisini 5 \, 0 olacak
bi¢imde segelim. F}, figlirlerini 0A C Fy, ve jn(Fy) < ej olacak bigimde sege-
lim. 2.2.16(ii)’de By := Ay ve C) := A alirsak Cy\Br = A\Ar C Fi, 0 <
lim j, (A\Az) < lim j,(Fy) = 0 olur. Onsavimizdan limg j,(Az) = jn(A).

ZIngilizce “improper integrals”, almanca “uneigentliche Integrale”, fransizca “intégrales
impropres”. Bizde genelde “has olmayan integraller” olarak geger. Sec¢tigimiz adlandirma-
nin daha iyi oldugunu diigiiniiyoruz.
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DRI

esitsizliginden cikar. |

Digeri
< [I£1l jn (A\AR)

Simdi A C R™ herhangi bir kiime ve f : A — R herhangi bir fonksiyon
olsun. A'nin herhangi bir { A} tiiketimine, her & igin f| Ay € R(Ay) ise f’ye
uygundur diyelim. A C R™ herhangi bir kiime ve f : A — R herhangi bir
fonksiyon olsun. A'nin f’ye uygun her {Ay} tiketimi igin ( 1) A, f) dizileri
ayni « sayisina yakinsaksa f fonksiyonu A’da mutlak integrallenebilir ve
1) 4 [ integrali yakinsaktir denir ve i) 4 J = a yazilir. Diger durumlarda
[ 4 f waksaktir denir.

Eger bu tanmimda A Jordan dlgiilebilir ve f € R(A) ise, Onsav 2.8.1’den
dolay1, f mutlak integrallenebilir ve yeni [ 4 J tammu eskisiyle ortiistir.

Not 2.8.2 f: A — R ve f'ye uygun {A} ailesi A kiimesini tiiketsin. ( I, f) dizisi
o’ya yakinsak olsun. Fy := Ag ve k > 1 igin Fy := Ax\Ak—1 olsun. {Fr} C J" ailesi
ayriktir ve Ay = |_|f:O F; ve fAk f= Zf:o S f. Varsaymmmzdan dolay ros i

serisi a’ya yakinsaktir. §imdi ¢ : N — N bir permiitasyon olsun. By := |_|f:O F, ;) olmak
tizere, {By} ailesi de A’y1 titketir, f’ye uygundur ve [, f = S e o Eger f’'nin
mutlak integrallenebilir olmasini istiyorsak her o igin Zz;og jF o yakinsak ve toplami «

olmalidir; 6zetle :;og’ S . [ serisi mutlak yakinsak olmaldir. A

Onerme 2.8.3 A C R” herhangi bir kiime ve f : A — [0, +00) herhangi bir
fonksiyon olsun. A kiimesinin f’ye uygun herhangi bir {Ay} tiketimi i¢in
( 1) A f) yakinsaksa f fonksiyonu A’da mutlak integrallenebilir ve [, f =
lim fAk f

Kanit. A kiimesinin f’ye uygun bir bagka {Bj} tiikketimi verilsin. o :=
lim fAk f olsun. By := By N A; olmak iizere {By;}ien ailesi By'yi tiiketir.
Onsav 2.8.1°den dolay1

f = lim f < lim f=a. (2.120)
l—+00 B l—+00 A,

f > 0 oldugundan ( i} B, f ) dizisi monoton artan ve iistten sinirli oldugu igin

yakinsaktir; limitine 5 diyelim. (2.120)’den 8 < «. Rolleri degisirsek a < f3;
boylece a = . [ ]

Ornek 2.8.4. (1) f : R* — [0,+00) fonksiyonu f(z,y) = e~ @ %) olsun. k € N*
igin By = {(z,y)|z* + y* < k*} olmak iizere R*’yi By toplariyla tiiketelim. Kutupsal
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koordinatlara gecerek

2, ,2 2 k 2 52
//67(1 ty )dxdy:/ (/ e " rdr) dp=m(l—e " )—>m
0 0
B

k

elde ederiz. Onerme (2.8.3)’ten f, R*’de mutlak integrallencbilir ve JJ f = 7. Simdi R™yi
R2

Ky = [—k, k] x -+ x [k, k] kiipleriyle tiiketelim. Onerme 2.8.3’ten dolay1

2 2 k k 2 2 k f2 2
//e_('r ty )d;r:dy:/ (/ e~ @ty )dx> dy = (/ e’ dt) — .
—k \J—k —k
K

k

Dolayisiyla [, e~ dz mutlak integrallenebilir ve fj—;: e dy = Tz e dr = Nz
(2)n=1,A=Rve f:R — R fonksiyonu f(z) = z olsun. Her Jordan 0lglebilir
B C A kiimesi igin f € R(A). Her k € N igin A := [k, k], Bi := [k, k + 1] ve C) :=
[k — 1, k] olsun. Bu kiimeler Jordan élgiilebilirler ve {Ay}, {Br} ve {Cx} ailelerinin her
biri A =R’yi f’ye uygun bigimde tiiketirler. Ancak simdi lim fAk =0, lim ka f=+oc0

A C R" igin
Jf(A):={B e J"|BC Ave f|Be€R(B)} olsun.

Onerme 2.8.5 ACR", f,g: A — R ve Jp(A) = Jy(A) olsun. Ayrica her
x € Aigin |f(x)| < g(x) olsun. Bu kosullarda [, g yakinsaksa [, f ve [, |f]
de yakinsaktur.

Sonug 2.8.6 [, f yakinsaktir<=> [, | f| yakinsaktur.
Kanit. A kiimesinin g’ye uygun bir { Ax} tiketimi f ve |f|’ye de uygundur.

‘/ =L o= =] =] o[
Ak Ay Arrp\Ag A e\ Ag Ak Ay

Onsav 2.8.1 ve Cauchy Olgiitiinden [, | f| yakmsaktur.

0< fH<|f]ve0 < f~ <|f] oldugundan, g = |f| alirsak, az 6nce kanit-
lanandan f* ve f~ mutlak integrallenebilir; dolayisiyla f = f — f~mutlak
integrallenebilir. |

2.8.2 Ozdis1 integraller

—o0 <a<b< 4oove fi{a,b) - Rolsun. a = —c0 veya a € R ve
a < ¢ < b olan her ¢ i¢in f fonksiyonu (a,c)’de sinirh degilse a noktasina
f'nin bir kritik noktasi diyelim. Benzer bigcimde b = +o00 veya b € R ve
f fonksiyonu her (c,b)’de simirh degilse b noktast f’nin bir kritik noktasi
diyelim. f : (a,b) — R ve a, b ug¢ noktalarindan en az birinin kritik nokta ol-
dugu durumlarda bir ff f integrali agiklayacagiz; bu artik Riemann integrali
olamaz.
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Tanim 2.8.7 (Tipl) a € R, f : (a,+00) = R ve her a < b < +00 ig¢in
f fonksiyonu (a,b] ‘de Riemann integrallenebilir olsun. F(b) := f;f olmak
tzere limy_, o F(b) limiti varsa, f fonksiyonu (a,+00) da Ozdigr integ-
rallenebilir veya fa+oo [ 6zdisr integrali yakwmsaktir, bu limite ise f’nin
ozdisr integrali diyecek ve bunu

+o0 b
/ f:= lim F(b) = lim f

b—+o0 b—+o0

olarak gdsterecegiz. fa+°O f yakinsak degilse sraksaktur, eger limp_, oo F(b) =
+oo ise gercek wraksakiir diyecek ve bunu f;roo f = Lo ile gosterecegiz.

Benzer bigimde [ f integralinin yakinsakhg limp) o [, f'nin yakin-
saklig1 olarak tanimlanir.

Ornek 2.8.8. (1) a > 0, f : (a,+00) = R ve f(z) = — olsun. a < b < +oo igin f
fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli oldugundan Riemann integrallenebilir ve

F(b): bdx_{ocll[aﬂl—l_bﬂl—l]’ a#l

T Inb—Ina, a=1.

a

+00 dzx

Dolayisiyla fa 2% integrali @ > 1 igin yakinsak ve degeri a < 1 icinse

1
(a 1)aa—17
+oo’a gergek raksaktir. Okura (a, +00) araliginda sirasiyla ﬁ’ 5 ve x% fonksiyonlarinin

grafiklerini ¢izerek, integral-alan iligkisi baglaminda bu sonuglari yorumlamasini éneririz.
(2) f0+°° cos xdz verilsin. F(b) := fob coszdr = [sinz]) = sinb oldugundan b — 400 igin
F(b)’nin limiti yoktur. Dolayisiyla f0+°° cos zdx integrali iraksaktir.

Tanim 2.8.9 (Tip2) a,b € R,a < b, f: (a,b) = R fonksiyonu sinirsiz,
ancak, a < ¢ < b kosulunu saglayan her c icin f fonksiyonu (a,c] aralginda
Riemann integrallenebilir olsun. F(c) := [ f olmak iizere lim._, F(c) limiti

varsa, f fonksiyonu (a,b)’de 6zdigr integrallenebilir, ff f 0zdist integrali
yakinsaktir, bu limite ise f’nin 6zdigt integrali diyecek ve bunu

b
:—l F(c)=1
/Gf im Clg)l/f

Benzer bigimde a,b € R, a < b, f : (a,b) — R fonksiyonu simirsiz, ancak,
a < ¢ < b kogulunu saglayan her ¢ i¢in f fonksiyonu [c, b)’de integrallenebilir
ve limc|q F'(c) limiti varsa f dzduse integrallenebilir denir ve

[r=sm[s

olarak gosterecegiz.
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olarak aciklanir.

Ornek 2.8.10. I = (0,1] ve f(z) = - olsun. Her 0 < ¢ < 1 igin f fonksiyonu [c, 1]
araliginda Riemann integrallenebilir ve

F(c) = 1dx:{ai1[c£1—1}7 a#1

Jeo ¢ —Ing, a=1.

1 dz
0 x¢

dx

ey

Bu durumda 0 < a < 1 igin fol f yakinsak ve
wraksaktir.

= 1— «a olur. o > 1 icinse fol

Simdi her tiiriin her ikisinin de bir arada oldugu durumlar: ele alalim.
f:R =R veher I CR=(—00,+00) kapali aralig1 i¢in f € R(I) olsun; bu
duruma Tip3 diyelim. Bu durumda herhangi bir a € R igin

/a+°° f ve /_ ; f yakimsaksa _;“ fom /_‘; . /a+oof

olarak aciklanir ve fjoooo f yakinsaktir denir. Bu tamimin a noktasinn se-

¢iminden bagimsiz oldugunu gormeyi okura birakiyoruz. Acikca fj_:oo f’nin
yakinsak olmasi

b
li 2.121
| /a f (2.121)
limitinin olmasina denktir ve bu durumda fj';o J=1limg| oo pt4oo f; f. An-
cak dikkat: (2.121)'de a = —b alamay1z. Ornegin fj;o xdz 1waksaktir, ancak
a > 0 olmak iizere limgy o [¢, xdz = 0! Eger varsa

a +oo
lim / f limitine Cauchy esas degeri denir ve CPV / f
at+oo J_, —00

ile gosterilir. Eger fj;o f yakinsaksa belli ki f_t;o f=CPV fj;o f.

Benzer bigimde (a,b) bir sinirh aralik, f : (a,b) — R ve herhangi bir
¢ € (a,b) igin f fonksiyonu (a,c] ve [c,b) araliklarinda simrsiz olsun; buna
Tip4 diyelim.

/:f vo /be yakmsaksa /abf::/achr/cbf

olarak aciklanir ve f; f yakinsaktir denir. Bu tamim da ¢ noktasmin seci-
minden bagimsizdir. Son bir tip ise her iki u¢ noktanin da kritik, ancak bir
ugnokta sonlu, digeri ise +o0o’dan biri olan durumdur; buna Tip5 diyelim.
Simdi baz yakinsaklik dlgiitleri verelim.
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Teorem 2.8.11 ((")zd1§1 Integraller I¢in Cauchy (jlgiitii) a<b< +o00
ve f: {a,b) > R Tipl veya Tip2 durumunda olsun. fff Ozdrsr integralin
yakinsak olmast icin guyk asagqidakidir:6

< 5> |

Kamit. (1) f; f yakinsak ve I = fab f olsun. Limit tanimindan

7
Ve > 03ce € [a,b) V&, n <05§§§7)<b:>‘/ f
§

3
Ve > 03ce € [a,b) V€ € [ce, D) : 'I—/ f‘<;

f! f="r- ff f oldugundan & € [c.,b) ve n € [£,b) i¢in

n n 3
'/ f‘: / f—I‘—f—’I—/ f‘<€.

13 a a
(2) Kosul saglansm. Bir (§,) C [a,b) dizisini lim¢, = b olacak bigimde
secelim. Kosulumuzdan, I, := ff” f olmak tizere (I,,) bir Cauchy dizisidir
ve bir I’ya yakisar. I sayisi (§,) dizsinin se¢iminde bagimsizdir. Gergekten
(&) C [a,b) dizisi lim &), = b olan bir bagka dizi olsun. Aym argtimanla I}, :=
ffa f dizisi de yakinsaktir ve lim I}, = I’ olsun. Simdi &1, &}, &2, &), . . . fermuar
dizisi de b’ye yakmsar. Aynmi argiimanla Iy, I1, I, I}, . .. dizisi de yakinsaktir.
Dolayisiyla bu dizinin her altdizisi de ayni sayiya yakinsar; dyleyse I = I'.
Bu ise lim fac f = I demektir. |

Sonug 2.8.12 ff |f| yakinsaksa fff de yakinsaktar.

Kanit. ‘fg f‘ < f; |f| ve Cauchy Olgiitiinden cikar. |

fab |f| yakinsaksa f; f mutlak yakinsaktir denir. f(;roo f integrali ile
seriler arasinda bayagi benzerlikler vardir. Sonug 2.8.12, fa+°° f mutlak ya-
kinsaksa yakinsaktir der; tipki serilerde oldugu gibi. Yine serilerde oldugu
gibi f;oo f’nin yakinsakligindan fa+oo f’nin mutlak yakinsakhigr ¢ikmaz! Ve
burada 6zdig1 integraller Riemann integrallenebilir fonksiyonlardan ayrilir;
cinki f € R(I) ise |f| € R(I)!

Ornek 2.8.13. f0+°° Si'%d:r integrali yakinsak, ancak mutlak yakinsak degildir. Gorelim.
Her geyden 6nce f(0) := 0 olarak agiklandiginda f : [0, +00) — R’nin siirekli oldugunun

26Cauchy Olgiitii: A C R, f : A — R, a noktas1 A'nin bir yigilma noktas: olsun. Su
iki 6nerme denktir: (1) Ilimy—q f(z). (2) Her € > 0 i¢in a'nin bir U komsulugu, her
z,y € UN A igin |f(z) — f(y)| < € olacak bigimde vardir. Bu teorem tam da budur.
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biliyoruz; tipl durumundayiz. Her 0 < £ < 7 < +o0 igin kismi integralle

T sinx cosx " T cosx
ey, oS [Tesey,
3 rode Je T

T
T si 1 1 m1

’/ Smxdx‘gf-l—f—l—/ f2d33<§ — 0.
e T & n e T £ estoo

Cauchy Olgiitil ile ;;roo S22 dy integrali yakisaktir (ve '0+°° STy = Z).

Simdi f0+°° |¥| dz’in yakinsak olmadigini gorelim.

/kﬂ'
0

k

= Z /(\ufl)w

v=0

sin x sin x

dx

xT T

Eoqom 2 -1

> E —/ |sinz|dx = = - =  Hoo.

v Jo,_ ™ V k—+oo
=0 (v=1)m v=1

Her ne kadar ileride 6grenecegimiz Lebesgue integrali Riemann integralini genellestirse de

ozdig1 integralde durum farkhdir. f(z) = 22 fonksiyonu (0, +00)’de Lebesgue integralle-
nemez, ancak 6zdig integrallenebilir!

Onerme 2.8.14 (Major Olgiitii) f,g: [a,b) — R Tip1 veya Tip2 olsun.
Her x € [a,b) i¢in | f(z)| < g(z) ve f;g yakinsaksa fabf mutlak yakinsaktr.

Kanit. Cauchy Olciitii ve ‘ f ! f ‘ < f; g esitsizliginden ¢ikar. |

Onerme 2.8.15 (Integral Olgiitii) ng € N ve f : [ng, +00) — [0, +00)
monoton azalansa

—+00 “+o00
Z f(n) yakinsaktir < / f yakmsaktar.
no

n=ng

Kamt. Kogulumuzdan her z € [n,n + 1] i¢gin f(n +1) < f(z) < f(n).
Buradansa f(n+1) < an f(z)dz < f(n) olur ve bu savi verir. [ |

n

Ornek 2.8.8 (1) ve Integral Olgiitii ile

ne
n=1

X1 .. | a > 1 igin yakinsaktur.
Z— serisi -
a < 1 i¢in raksaktir.

Her s > 1 igin ((s) == Y} L
(-fonksiyonudur ve ¢ok 6nemlidir.

I': (0,400) — (0,400) gamma fonksiyonu

+o0 1 +o0
I(z) ::/ tx_le_tdt:/ t“—le‘tdt+/ t* e tdt
0 0 1

olarak aciklanan fonksiyon, Riemann’in
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Tipb integrali ile tanimlanmistir. Herhangi bir 0 < r» < +o0 igin fg t*~letdt
integralinin yakinsakligi t*~le=t < #*~! egitsizliginden cikar. Diger yandan
lim #**1e=% = 0 oldugundan bir M > 0 sayist her x > M igin t*~te™t <72
olacak bicimde vardir. Major Olciitii ile i) ]\ZOO t*~le~tdt yakinsaktir. Sonucta
f0+oo t*~le~ldt yakmsaktir ve I'(z) iyi tammhdir. 0 < 7 < R < 400 igin
kismi integralle

R R R
/ tretdt = [t"e”"] +x/ t* e dt.

T r

Buradan r | 0, R 1 +oo limitlerine gegerek I'(x 4+ 1) = zI'(z) elde ederiz. Bu
denklem I'(1) = 1 ile birlikte her n € N i¢in I'(n + 1) = n! bagintisini verir.

2.9 Vekt6r Degerli Fonksiyonlarda Integral

Not. Bu kisimda degerlerini bir Banach uzayinda alan fonksiyonlarin Ri-
emann integrallerine kisaca deginecegiz. Amacimiz Altkisim 3.3.3’te kisaca
deginecegimiz, degerlerini bir Banach uzayinda alan fonksiyonlarin Lebesgue
integralinin, burada ele alacagimiz Riemann integrallerinin dogal devamai ol-
dugunu gostermektir. A

Uzlagma: Bu kisimda daima €2 C R™ Jordan Olgiilebilir, K cismi R veya C
olmak tizere (V/ ||||) bir K- Banach uzay1 ve f :  — V bir sinarls fonksiyon
olacaktir.

Z e P(Q) i¢in V # R ise artik A(f, Z),U(f, Z) toplamlari ve [ _f, [ f
integralleri ve grafalti tanimlanamazlar. Dolayisiyla salt bu kavramlara ve
R’nin siralamasina dayanan teoremleri yeni duruma aktaramayiz; bunlar bir
iki nermeden ibarettir. Ornegin V # R ise artik integral ve hacim iligkisi an-
lamsizdir; yine R’deki siralamaya dayanan Sonug 2.3.9 ve Onerme 2.3.22 (ii)
gibi. Elimizde aslinda igin 6zii, SI(f, Z) salinimlar1 ve R(f, Z(a)) Riemann
toplamlar1 kalir. Simdiye kadar kanitlanan teoremlerin neredeyse tiimii bu
genel duruma aktarilirlar.

Her Z(a) € 3*() i¢in

k
R(f,Z(a) = 3 Fla)in(4)

=1

sayisina f'nin Z(a)’ya gore Riemann toplami denir.
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Tanim 2.9.1 (R(f,Z(a))Zea*(Q) agir yakinsaksa f fonksiyonu Riemann
integrallenebilir ve

/Q = /Q fdjn = /Q f@)djn(2) = Tim _ R(f, Z(a))

Z(a)e3*(Q)

vektorine ise f 'nin ’daki Riemann integrali denir. R(S2, V) ile Riemann
integrallenebilen f: Q0 — V' fonksiyonlarin kimesini gdsterelim.

Sonug 2.9.2 R(,V) bir K-vektor uzayidir ve her a,b € K ve f,g €

R(,V) igin
/Q(af—i-bg)—a/gf—i—b/ﬂg.

Kanit. Dogrudan Onerme 1.1.7 (i)’den cikar. [ |

Ornek 2.9.3. Z = {Ay,..., A} € 3(Q) ve v1,...,v; € V olmak iizere

k
s::ZwlAi =v1la; +---+vkla, (2.122)

=1

tipindeki s : 2 — V fonksiyonlarina bir Riemann merdiveni, kisaca R-merdiveni
diyelim. A; kiimelerine s merdiveninin basamaklar1 diyelim. Ayrica, i # j i¢in daima
v; # v; ise s'nin (2.122) gosterimine s’nin normal gésterimi diyelim. Herhangi bir
t=> - j<m Wj Bj R-merdiveni normal gésterime getirilebilir: wy, . .., wm degerlerinin bir-
birinden farkli olanlarini v1, ..., vx olarak numaralar ve A; := Uj,wj:viBj olarak agiklar-
sak t = >, ., <, vila, gosterimi normaldir. Q’daki R-merdivenlerinin kiimesini M,.(Q2, V)
ile gosterelim. M, (€2, V) nin bir K-vektor uzay: oldugunu okur kolayca gosterebilir. Genel
yontem sudur: Basamaklar1 A; ve B; olan s ve t merdivenleri verildiginde bunlar basa-
maklar1 A;N B; olan merdivenlere doniigtiiriiliir, dolayisiyla s+t, basamaklar1 A; N B; olan
bir merdiven fonksiyonudur. Her z € A i¢in ||s|| (z) := ||s(z)|| ile agiklanan s fonksiyonu
M, (2, R)’dedir.

s =, vila;normal gosterimde ve Zo := {A1,..., Ay} ise her Zy < Z € 3(Q) igin
R(f, Z0(a)) = R(f, Z(b)). dolayisiyla (R(f, Z(b))) z, =, ag yakinsaktir. Sonugta s ve |[s||
Riemann integrallenebilir ve

[ 5= inae ve [ sl = S ol (2.123)

i€l iel

Dolayisiyla || [, s|| < [, IIs]l- Okur,

IIsl., ZZ/QHSH nin (2.124)

M (Q,V)’de bir yariorm oldugunu kolayca goriir.

Lemma 2.9.4 Z = {A;} € 3(Q) ve SI(f, Z2) < € olsun. a;,a; € A; olmak
tzere

IR(f, 2(a)) = R(f, 2(a))|| <e.
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Kanit. Her i i¢in

Hf(ai)Jn(Az) - f(a;)Jn(Az)H = Hf(%) - H Jn(Aq) <sI(f, Ai)jn(As),
dolayisiyla

IR(f, 2(a) = R(f, 2(a)|| =

' (fai)jn(Ai) = f(ai)in(As))
< Z (| £ (ai)jn(As) = f(a7)in(Ad)|]
<Zsl f, A ) =SI(f,2)<e

Lemma 2.9.5 Z, 2" € 3() ve Z2 < 2" ise SI(f, 2') < SI(f, Z).

Kanit. I, J sonlu kiimeler
olmak iizere Z = {A;};c; ve Z' = {B;},_; olsun.

SI(f, 2') = S sl(f. B)ja(By) = 3 ( S sl BM(B;—)) <

jeJ i€l \B;CA;

< Z ( Z sI(f, A))jn(B )) :ZSI(faAi)jn(Ai) = SI(f, Z).

i€l \BjCA; icl

Onerme 2.9.6 Z = {A;},.; ve Z' = {Ag} - parcalamislary 3(€2) 'da ise
j€

|R(f,Z(a)) = R(f, Z'(d))|| < SIS, Z) + SI(f, Z). (2.125)
Kamt. (1) Z < Z’ olsun. Bu durumda
D fla)in(A) = Y flai)ia(A)). (2.126)
i€l i€l jed, Al CA;

Dolayisiyla jn(Ai) = X 4 ca,dn(4}) ve A5 C A; icin [ f(a:) = f(a))
sl(f, A;) oldugunu gozetirsek, yalin yazilhimla

|R(f, Z(a)) — R(f, Z'(d ZHfaz — fla))]| jn(A}) <

<

Zsl(f, Din(AG) <) TSI(f, Ai)jn(A) < SIS, 2

,J
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(2) Genel durumda 2" := ZZ" = {A]'}, _,c olsun ve a € Aj noktalar:
keyfi segilsinler. Bu durumda (1)’den

|R(f, 2(a)) = R(f, 2'(a")|| < ||R(f, 2(a)) — R(f, 2" (d"))]
+[[R(f,2"(a")) = R(f,2'(d))]
<SI(f, Z) + SI(f, Z).
]

Uzlagma: Bir R(f, Z(a)) ifadesinde a = (a;)’yi acik olarak bilmek hig
onemli degilse R(f, Z(a)) yerine yalin olarak R(f, Z) yazacagz.

Tanmim 2.9.7 Her e > 0 i¢in bir Z € 3(Q) par¢alams: SI(f, Z) < e olacak
bicimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu e-6l¢tittini saglar diyelim.

Teorem 2.9.8 f : Q — V fonksiyonu e-6l¢itini saglarsa asagidakiler
gecerlidir:

(i) f ve ||f|| Riemann integrallenebilir ve || [ f|| < [o IIf]I-

(i) limg>1 SI(f, Zx) = 0 kosulunu saglayan her (Zy);~; C 3(2) i¢in

/f /fdyn—hm/fk

Kamt. (i) ¢ > 0 keyfi verilsin ve Z. pargalamigi SI(f, Z.) < £/2 olacak
bigimde secilsin. Onsav 2.9.5 ve (2.125)’ten dolay1 her Z, Z’ = Z. icin

|R(f,Z(a)) — R(f, Z'(a))|| < SUf, 2:) < e (2.127)

olur. Dolayisiyla (R(f, Z(a))) bir Cauchy agidir ve Teorem 1.1.5’ten 6tiirii
yakinsaktir. Herhangi bir B C Q igin sl(||f]|,B) < sl(f, B) oldugundan
daima SI(||f||, Z) < SI(f, Z) olur. Dolayisiyla || f|| fonksiyonu da e-6lgiitiini
saglar ve az 6nce kanitlanandan Riemann integrallenebilir. Son savimiz ise
|\R(f, Z)|| < R(|f|l, Z) esitsizliginden ¢ikar.

(i) (Z),(Z;) C 3(2) dizileri limy>; SI(f, Zx) = 0 = limg>; SI(f, Z7)
olacak bigimde verilsinler. (2.127) esitsizliginden (R(f, Zx)) ve (R(f,Z}))
dizileri yakinsaktirlar. (2.125)’ten

dolayisiyla lim R(f, Z) = lim R(f, Z}).

Eger daha bagtan Z1 < 29 < --- degilse W) := 21 ve k > 2 igin Wy, :=
2y -+ Zy alarak Wy < Wa < - - - saglanir. Elbette lim SI(f, W) = 0. Az énce
kamtlanandan (R(f, Wy)) dizisi yakinsaktir; Wi < Wy < -+ oldugundan
bu limit (R(f, £)) Cauchy aginin limitidir. [ |
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Teorem 2.9.9 Swvmrl f : Q — V fonksiyonu i¢in asagidaki donermeler
denktirler:

(i) f fonksiyonu e-dl¢itini saglar.

(i) Her e > 0 igin Z1, 25, Z: € 3(Q) par¢alamslar Z. = Z1 U Zy ve

VA € Zysl(f, Ai) <e ve Y jn(Ai) <e
AZ'EZz

olacak bicimde vardar.

(111) Her s € M,(Q,V) i¢in || f —s| € R(Q,R) ve her e > 0 igin bir
se € M, (Q,V) merdiven fonksiyonu [, ||f — sc|| < € olacak bigimde
vardir; dolayisiyla

inf —s|| =0.
seA/lllrl(Q,V)/g;|f sl

Kamit. (i)=(ii) € > 0 keyfi verisin. Kogulumuzdan bir Z. pargalanigini
SI(f, Z.) < 2 olacak bicimde secebiliriz.

Zy:={A; € Z|sl(f, 4;) < e} ve Z9 :={A|sl(f, A;) > ¢}
olsun. Bu durumda
el D ()| = D edn(A) < D sl(Ai)jn(Ai) = SI(f, 22) < .
A€Zs A2y A €2

Buradan ) 4 ¢z, jn(A;) < € olur ve (ii) kamtlanmistir.
(il)==(1): jn(2) = 0 ise kamtlanacak bir gey yoktur; ¢iinkii her Z par-
galanigi i¢in SI(f, Z) = 0 olur. Simdi 5,(2) > 0 olsun ve € > 0 keyfi verilsin.

1= ¢/ (jn(2) + SI(f, Q)

olsun. 7 i¢in kogulumuza uygun Zi, 23, 2, parcalanslarimi secelim.

SIf Zy) = > sl(f, A)jn(Ad) + Y SIS, Ai)in(As)

A2y A€Zo
< ( sup sl(f,Az) S A+ 8142 Y (4
Ai€2 A €2 A €2

< njn(Q) +nSI(f, Q) = ¢

(i)=(iii): s € M,(2,V) olsun ve ¢ > 0 keyfi verilsin. Hipotezimiz-
den bir Z. ile SI(f, Z.) < e. Eger Z. = {A4,..., A} ise daha bagtan Z.
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parcalanmisimi s fonksiyonu her bir A4;’de sabit olacak bicimde segebiliriz. Bu
durumda, her z,y € A; igin

Wf (@) = s@) = [1f () = s@Il < 1F (=) = F»)Il-

Boylece sl(|| f — s, Ai) < sl(f, A;), dolayisiyla SI(||f — s||,£2) < SI(f,Q) <

¢ olur. Onerme 2.3.6’dan dolay1 ||f — 5| € R(©,R). Simdi her 4 igin bir
a; € A; segelim ve her x € A; igin s.(z) := f(a;) olarak agiklayalim; 6zetle
Se = Zle f(ai)1a, olsun. Irdelemelerimizden ||f — s.|| € R(2,R) ve her
x € A; igin || f(x) — s(x)] <sl(f, Ai) oldugundan

k k
/Q I7 =5l =3 /A 1 sl < (4D 4) =S 9) <<

olur. Boylece (i)==(iii).

(iil)==(i): € > 0 keyfi verilsin. s, € M,.(Q, V) fonksiyonunu [, | f — s.|| <
£/2 olacak bigimde segelim. Bir Z. = {A;} pargalamisim s. fonksiyonu
A;’lerde sabit ve

> Gn(AD NI = sella, < 5

1<i<k

olacak bigimde secebiliriz.?® Bu durumda her y, z € A; icin ||f(y) — f(2)|| <

2[|f = sell 4, dolaywsiyla SI(f, Z:) = > <ic, dn(Ai) sl(f, Ai) < € olur. Boy-
lece (111):>(1). [ |

f:Q — V smirh fonksiyonu igin

Uc(f) :i={s e M (QV)|||f —s|] <e} ve

i) ={ [ slscvuin}

olsun. Teorem 2.9.9’dan dolay1 (i) saglanmigsa U (f) # 0 ve s,t € U.(f) igin

t\z Q(s—tH [rs=ti< [ls= s+ [ 15—t <2

oldugundan d(U.(f)) capt < 2e olur?®. Dolayisiyla Noso Ue(f) arakesiti bir
tek Oge igerir; bunu

S —

ile gosterelim.

1 = sell 4, = supgea, [1f (@) = se(@)]].
(X, d) bir metrik uzay ve § # A C X olmak tizere d(A) := sup {d(z,y)|z,y € A}’ya
A kiimesinin ¢api1 denir.
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Sonug 2.9.10 f : Q — V fonksiyonu e-él¢iitini saglasin. Bu durumda
bir (sy) C My (Q,V) dizisi [ ||f — si||djn — 0 olacak bigimde vardir ve
Jo fdjn = lim [, si. Son esitlik [, || f — tx|| djin — O kosulunu saglayan her
(tr) C Mo (Q, V) dizisi igin gegerlidir, dd [, fdj, = lim [, sp.

Kanit. s; € Uy ,(f) seciniz. [ |

Bu sonu¢ cogu zaman cikis noktas: olarak secilir. Once Riemann mer-
divenlerinin integrali agiklanir. Ardindan bir f : Q@ — V fonksiyonu i¢in
(sk), (tr) C M (Q,V) dizileriigin || f — sg|l, — O ve || f — tx], ise lim [, sp =
lim [, oldugu kamtlamr ve [, f := lim [, s;, olarak aciklamr. Bu yonde
daha fazla ilerlemeyecegiz.
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Bolum 3

Lebesgue Olciisii ve Lebesgue
Integrali

Bu béliimde 6lgiilerimizin +o0o ve fonksiyonlarimizin +oo degerlerini alma-
sina izin verecegiz. Dolayisiyla bunlarm aritmetigine kisaca deginelim. Once
gosterimler:

R:=RU {£oo} =: [~00, +0] ve R := [0, +0].

R’deki siralama her a € R i¢in —oo < a < 400 aciklanarak R ’ye genisletilir.
Simdi R’deki aritmetigi verecegiz. Temel mantik sdyledir: (a,) C R dizisi
R’de +o0’a yakinsaksa— bu tamda bu dizinin R’de 4oc’a 1raksak olmasi
demektir —iglemler her » € R icin

r + lima, = lim(r + a,,) ve r -lima,, = limra,
ve degismeli olacak bicimde aciklanir. Dolayisiyla

F+ (+00) = to0 4+ = +00 ,(Vr € R)

r - (£o00) )or=200 ,(Vr(0<r<+400))
7 - (£00) )-r=Foo ,(Vr(—oo<r<0))
0 (£o0) = (£o0)-0=0.

= (o0
= (£o0

Ayrica
supf) ;== —oo ve inf( := 400

olarak agiklanir. Bu tanim
ACB=—supA<supB ve inf A >inf B

¢ikarimi ile uyumludur.

107
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Herhangi bir incelemede temel kiimemiz X olsun. Bu durumda A C X
igin A¢ := X\A4 olacaktir. A C P(X) ise A° := {A°|A € A} olsun. A'nin
gokluk sayisini (dd kardinalitesini) fA ile gosterecegiz. w := N ve ¢ := R
gosterimleri yaygindir. Kiimeler kuraminda sonsuz kardinal sayilar: sirasiyla
Ng := w, Ny, Ny, ... olarak gosterilir. a := X ise f§ (P(X)) = 2% Her n € N*
i¢in gfR™ = ¢ oldugundan g (P(R")) = 2°.

Bir (Ag) C B(X) dizisine Ag C A; C --- ise artan Ay D A; D --- ise
azalan denir.

+o0o +0o0
(Ag) artansa Ay T U Ay veya lim Ay := U A
k=0 k=0

—+00 “+oo
(Ag) azalansa Ay | ﬂ Ay veya lim Ay, := ﬂ Ay
k=0 k=0

olarak aciklanir. Sonsuza giden damgay1 vurgulamak gerekirse
A 1 A ve By | B yerine Ay 125 A ve By, |20 B

yazacagiz. (Ag), (Br) C PB(X) dizileri igin:

(Ag), (By) artan = (Ay U By) aratan ve lim(Ay U By) = lim A, U lim By,
(3.1)

(Ag), (Bg) azalan = (A N By) azalan ve lim(Ay N By) = lim Ag N lim By.
(3.2)
A C B(X) herhangi bir aile ise
AT = {A|(Ag) C A artan ve Ay, T A} = {lim A,|(A;) C A artan}

olarak aciklansin.

3.1 o-cebirleri

Tamim 3.1.1 X # 0 ve 0 # A C RB(X) olsun.
(i) Ac A= A° c A,
(1) ABEA= AUBE€ A,
(iii) I sayilabilir ve her i € I igin A; € A ise |J;c; Ai € A
olmak tzere A ailesine (i) ve (ii) saglandiginda X 'te bir cebir ve (i) ve (iii)
saglandiginda ise bir o-cebiri denir. A bir halka ve ayrica (i) saglaniyorsa

A bir o-halkasidir denir.
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Bu adlandirmada o, sayilabilirlige gondermede bulunur. Her o-cebiri ayni
anda bir cebirdir. A, X’te bir cebir olsun. Tanimdan bir A € A vardir.
Dolayisiyla (i) ve (ii) ile X = AU A° € A ve ) = X° € A olur.

A Be A= ANB=(A°UB°° € A, (3.3)
ABe A= A\B=ANB" € A (3.4)

Dolayisiyla her cebir bir halkadar.

(A= (U Af)c ve | JA; = (ﬂ Ag)c (3.5)

iel el el il

De Morgan kurallarindan dolay1, o-cebirlerinin tanimda, (iii)’te birlesim ye-
rine arakesit alinabilir. Bdylece o-cebirleri sayilabilir arakesitlere ve sayila-
bilir birlesimlere gore kapalidir.

Her gseyden 6nce PB(X) ve A = {0, X} aileleri X'te birer o-halkalar1 ve
o-cebiridirler. X’teki o-halkalarinin, bb o-cebirlerinin arakesitleri de X’te
birer o-halkasidir , bb o-cebiridir. Dolayisiyla her £ C P(X) icin

oh(€) = ﬂ {A|€ C A ve A, X’te bir o- halkasi} ve (3.6)
(€)= ﬂ {A|€ C A ve A, X'te bir o- cebiri} (3.7)

birer o-halkasi ve o-cebiridir. £’ye bunlarin bir iireten sistemi denir. (X, 7)
bir topolojik uzay ise B(T) := o(T)’ye bu topolojik uzaym Borel o-cebiri
denir. Dogal topolojiyle alinmig R™ uzayimizin Borel cebirini kisaca B" ile
gosterecegiz. B nin 6gelerine Borel kiimeleri denir.

Lemma 3.1.2 Asagidaki ailelerin her biri B™ 'nin bir treten sistemidir:
(i) Kapalr kiimelerin ailesi,
(1) Kompakt kiimelerin ailest,
(iii) O, QF, QF ve QF ailelerinin her biri,
(iv) Carpanlarinin yalnizea biri, a € Q olmak tizere, (—o0, a) ve tim diger-
leri R olan Ay x Ay X --- X A, tipinde kiimelerin ailes:

(v) Carpanlarinan yalmizea biri, a € Q olmak tizere, (—oo, a] ve tim diger-
leri R olan A1 X Ay X --- X Ay, tipinde kiimelerin ailesi.

Kanit. Ornek olusturmak iizere (v) 6nermesini B' igin gosterelim. £ :=
{(—00,alla € Q} olsun. R ve (a,+0o0) agik kiimeler oldugundan (—oo,a] =
R\(a, +00) € BL. Boylece & C B!, dolaysiyla o(€)C Bt
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a,be Qvea <bise (a,b] = (R\(—o00,a])N(—00,b] € 0(£). Simdi U C R
agik ve U # () olsun. Her z € U igin a,b € Q sayilan x € (a,b] C U olacak
bi¢imde vardir. Bu tiir (a, b] araliklarindan sayilabilir ¢oklukta vardir ve

U =J{(a,ba,b € Q ve (a,b] C U}

oldugundan U € (&) olur. Dolayisiyla B! C o(&). [ |

Not. (&) igin (3.7)’de verilen tamm tipine matematikte sik¢a rastlariz.
Bu tamim bir digsal tanimdir ve kurucu degildir; o(£)’nin 6gelerinin £’nin
Ogelerinden nasil kazanmldigini sdylemez! Sira sayilarinin sinifim Srs ile gos-

terelim. Simdi & :=EUEC (E¢ ={E°|E € £}), o € Srs igin

Ear = {{UBIB c s, 1B <w}u{(UUB) 1B C A, 1B <w}

ve A bir limit sira sayisi ise £y := [J, ., £ olarak aciklansim.

Teorem: 0(&) = Uyen, Ea = Ex, (bkz [13], Teorem 3.6.9).

B"'nin giiciiniin ¢ oldugu gosterilebilir(bkz 13| Teorem 3.6.10). Bu, A C
R™ altkiimelerinin ezici cogunlugunun Borel kiimesi olmadig1 anlamina gelir.
fleride R™de Lebesgue 6lciilebilir kiimelerin £ ailesini taniyacagiz. 13" =
¢ < 2° = gL" gegerlidir. Yine de analizde kargilagtigimiz A C R™ altkii-
melerinin neredeyse tiimii Borel kiimeleridir. Bu nedenle gogu yazar B" ile
yetinir. A

Tanmim 3.1.3 H C P(X) bir yarhalka veya bir halka ve v : H — Ry bir
hacim olsun. I saylabilir olmak “izere daima

{Ak}rer CH ayrik ve |_| A € H ise v (|_| Ak) = Zv(Ak) (3.8)

kel kel kel

saglamiyorsa v hacmi o-toplamsaldir denir. o-toplamsal hacimlere bir 6-
nolet denir. Tanvm kimesi bir o-cebiri olan o-toplamsal hacimlere o6l¢t
denir. Her A € H i¢in v(A) < +oo ise v hacmi sonludur denir. Her
n € N igin bir A, € H, v(Ap) < +oo ve X = J, ey An olacak bigimde
bulunabiliyorsa v hacmi o-sonludur denir.

Soyle de diyebiliriz: v : H — R déniigiimiine, v(()) = 0 ve her sayilabilir
ve ayrik {A;},.; C H ailesi igin

|_|Ai€’H:>U<|_|Az‘> = v(4)

el i€l el
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saglaniyorsa bir ndlgiidiir denir. Eger H bir o-cebiri ise (3.8)'deki | |, Ax €
H kosulu otomatikman saglanir. v()) = 0 kosulu ile v = +00 durumu 6n-
lenmistir. Biz Onerme 3.2.1°de v,, : Q" — R, ve v, : F® — R, 'nin birer
onolci oldugunu kanitlayacagiz.

3.2 Lebesgue Olgiisii

Bir 6nceki boliimde Jordan hacmini ve Riemann integrallerini ele aldik.
R™deki kutularin kiimesini Q" ile gosterdik. Sonlu sayida kutularin bir-
lesimlerine figiir dedik ve figiirlerin kiimesini F" ile gosterdik. Bir yandan
okuru Olgiiler Kurami’na da hazirlamay: diisiindiigiimiizden Q" ve F™'nin
kiime iglemlerine gore yapilarina odaklandik. Béylece Q™’nin bir yarihalka
ve F'™'nin ise Q™'nin irettigi halka oldugunu, dd F" = p(Q") oldugunu
kanitladik. Herhangi bir ) yarihalkasinda hacim kavramini verdik ve ya-
rihalkalardaki hacimlerin, tek bir bigimde, tirettikleri p()) halkasinda bir
hacme genisletilebildigini kamtladik. @ = [[i"; (ai,b;) € Q™ kutusu i¢in
vn(Q) = 11, (b; — a;) olarak agiklanan v, : Q" — [0, +00) doniigiimiiniin
bir hacim oldugunu kanmitladik ve bunu bir v, : F* — [0, +00) hacmine ge-
niglettik. Ozetle ) € F" ve A, B € F" ise AUB, A\B € F". Ayrica v,(0)) =0
ve vp (AU B) = v,(A) + v, (B). Her figiir sonlu sayida siirh kutunun bir-
lesimi olarak sinirhidir. Sonra v, hacmini, sinirh kiimelerden olugan bir J"
halkasinda bir j, : J™ — [0, +00) hacmine geniglettik. Bunu antik ¢aglarda
da bilinen, iceriden ve digaridan tiiketme yontemiyle yaptik. Her sinirhh A
i¢in bir j (A) i¢ hacmi ve bir 7, (A) dig hacmi tanmimladik ve J (A) = Jn(A)
olmas1 durumda A’nin Jordan 6lgiilebilir oldugunu syledik; bu ortak degeri
ise A'nin Jordan hacmi olarak agiklayip bunu j, (A) ile gosterdik. Ayrica bir
A kiimesinin Jordan &lgiilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun her € > 0
sayisina kargilik Fi, F figlirlerinin F. C A C F¢ ve v, (F°\F;) < ¢ olacak
bigimde bulunabilmesi oldugunu kamitladik (bkz. Onsav 2.2.5). Ancak J"
yeterince zengin degildir; sinirsiz hi¢bir kiime icermedigi gibi her sinirh agik
kiimeyi bile icermez!

Biz J" C L™ C P(R™) kosulunu saglayan bir L™ ailesi ve vy, j, hacim-
lerini genigleten bir A\, : L — [0, +00] doniigiimiiniin pesindeyiz. L™ # ()
ailesinin bir o-cebiri olmasini ve A,’nin bir Ol¢li olmasim istiyoruz. £" o-
cebirini tanimlarken bize F™'den J™’e gecis yol gosterecektir. Ister Jordan
Olcilisiinden Lebesgue 0l¢iisiine gegiste ister Riemann integralinden Lebesgue
integraline geciste olsun temel diistince sonludan sayilabilirlige gecmek ay-
rica fonksiyonlar ve kiimelerimizin simirsiz olmasina izin vermek olacaktir.
F™ sonlu kutularim birlegimi olan figiirlerin kiimesidir. Bunun yerini sayila-
bilir kutularin birlesimi olan F"Talacaktir.
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Onerme 3.2.1 v, : Q" — [0,+00) hacmi bir énél¢idir: I sayilabilir,

Q,Qi € Q" ve Q = | |jc; Qi ise v (Q) = > vn(Qi)-

Kanit. I sonlu ise savimiz, v, bir hacim oldugu i¢in dogrudur. Simdi [
sayilabilir sonsuz olsun; I = N alabiliriz. v,,’'nin monotonlugundan

+oo L

Simdi € > 0 keyfi verilsin. Agik P; ve kompakt K kutularimi, @Q; C P;, K C Q
ve

Zvn <§jvnczz @ <w(K)+5  (310)

olacak big¢imde segebiliriz (bkz s.56). Sonlu sayida agik Py,..., P, kutulan
K’yi orter; bu ve v, nin monotonluk ve alttoplamsalhigindan, (3.10) ile

E‘ m
on(Q) < un(K) + 5 < z_; + < Zvn Qi) +
Boylece £ \, 0 ile v,(Q) < 3> % v, (Q;); bu ve (3.9) sav1 verir. [

Onerme 3.2.2 v: F" — [0, +00) hacmi bir énol¢iidiir.

Kamt. F, F; € F" (i € I) ve F' = | |;; F; olsun. I sonlu ise savimiz biliniyor.
I sonsuz ve I = N olsun. Teorem 2.1.5’ten dolayi ayrik Qq,...,Qr €Q"
kutular F' = |_|§-”:1 Q; olacak bicimde bulunabilir. Yine ayni teoremden her
i i¢in, Qi € Q" olmak tizere, F; = | |I'| Q;, olarak yazlabilir. Dolayisiyla

+o0 +o0o v;
Qi=|J@nF) =] ]@nQi).
1=0 =0 v=1
Onerme 3.2.1'den v(Q;) = S50 1 v(Q; N Qi) = Y15 0(Q; N F).
Boylece
k k oo +oo k “+o0
v(F) =Y "0(Q) =Y > v(@NF)=> Y v(@QNF)=>Y v(F)
j=1 j=1 i=0 i=0 j=1 i=0

A € F" olsun. Tamim geregi monoton artan bir (Fy) C F™ dizisi ile
A = |J Fx. Her bir Fj sonlu sayida Qg; kutusunun birlegimi oldugundan A
sayilabilir kutunun birlesimidir. Tersine A kiimesi sayilabilir Qg, @1, Qs, - - .
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kutularmin birlesimi olsun. Burada bazi kutularin bos olmasina izin veri-
yoruz; bdylece A’nin sonlu sayida kutularin birlegimi olmasi da ele alinmig
olur. Fy, := [Jy<;< @i olarak agiklarsak her Fj, € F" ve F; T |JQ; € yad

olur. Ozetle

Frl = {U QiQ; € 9, Isayllabilir} (3.11)
el

olur.

Lemma 3.2.3 Her A € F™ sayplabilir ¢oklukta ayrk kutunun birlesimi
olarak yazilabilir.

Kamt. A = jzog Q; olsun. Ag := Qo ve k > 0 iginse Ay = Qp\(Qo U ---U
Qk—1) olsun. {A} ailesi ayriktir ve A = | /25 Aj. Diger yandan her bir Ay, €
F™ bir figlirdiir ve ayrik kutularin birlegimi olarak yazilabilir (bkz.2.1.3).
Isimiz bitmigtir. |

Onerme 3.2.4 Her agk U kiimesi F™ ’dedir ve U agik kiimesi, kendine
disen sayilabilir coklukta kapali kutunun birlesimi olarak yazilabilir.

Kamnit. Koseleri rasyonel sayilar olan {Qla,b]|a,b € Q"} kapal kutularin
ailesi sayilabilir. Her x € U i¢in bu aileden bir ), kapali kutusu x € Q, C U
olacak bigimde segilebilir. {Q,|z € U} ailesi sayilabilir, her bir @, kapal ve
U = U,ep Qz- Dolayisiyla U € F! ve savimiz Onsav 3.2.3 ve kanitindan
cikar. ]

FT c L™ olacagindan, olusturacagimiz £" o-cebiri Onerme 3.2.4’ten
dolayr R™’deki tiim acik kiimeleri ve onlarin tiimleyenleri olan tiim kapali
kiimeleri igerecektir. Bu iyi bir sey; bu kiimeler analizde ¢ok 6nemlidirler.
F™'yi iceren her o-cebiri B™'yi de icerecektir.

Uyar1 3.2.5. (1) Her kapal kiime F""de degildir. Ornegin K kapali topu
verilsin. @ C K kogulunu saglayan bir @ kutusu 9K smirindan en fazla
2™ nokta icerir. Dolayisiyla K’ye diisen Qp kutular: nasil segilirse secilsinler
Uren @x birlesimi K smirindan en fazla sayilabilir coklukta nokta igerir.
Bu durumda K G Jpen @ ( 0K sayilamaz!), dolayisiyla K ¢ Fl Veya
diizlemdeki L := {(z,2)|0 < 2 < 1} kapali dogru parcas1 F2"’de degildir;
¢iinkii bu dogru pargasina diigen kutularimiz tek noktalik {(x, z)} kiimelerdir
ve dogru parcamiz sayillamaz!! Her k € N* i¢in L dogru parcasmi birbirine
esit 2% parcaya bolelim ve bu parcalar1 kosegen kabul eden kapali karelerin

'L dogru parcasi elbette Jordan olgiilebilir ve j2(L) = 0! Buradaki problem, secilmis bir
koordinat sisteminden ve kenarlar1 bu koordinatlara kogut kutulardan yola ¢ikmamizdan
kaynaklanir.



114 R™DE INTEGRAL

birlesimine Sy diyelim. Sy € F2T, Sp41 C Sk, ve N Sk=L¢ F?T. Demek ki
F"'nin sayilabilir 6gelerinin arakesitlerinin F™’de olmasi gerekmez; ancak
sonlu arakesitlerin yine F"1"de oldugunu az ileride égrenecegiz.

(2) Simdi diizlemde 0-merkezli By, By agik dairelerini alalim. 0-merkezli
1 yarigaph ¢emberimiz C; olsun. By, Bo€ F™T ancak Bs\B; ¢ F!! Ciinkii
Bs\ By’e diigen herhangi bir @ kutusu i¢in @ N C en fazla bir nokta igerir.
Dolayisiyla Bo\ By kiimesi sayilabilir kutunun birlegimi olarak yazilamaz (Cy
kiimesi sayilamaz!). 7" bir halka degildir!

K C R" bir kapali topsa Uyar1 3.2.5 (1)’den dolay1 K ¢ F"'. Diger
yandan Onerme 3.2.4’ten dolay1 R™ ve K¢ acik kiimeleri F"’dedir. Sonucta
R™ K¢ € F™, ancak K = (K°¢)¢=R"\ K¢ ¢ F"!. Dolayisiyla F"! bir halka
ve bir o-cebiri degildir!

Teorem 3.2.6 R C P(X) halkasinda v : R — Ry hacmi verilsin. Asagi-
daki dnermeler i¢in (i)<= (ii)<= (i1i))=>(iv) gegerlidir. Ejer v sonlu, dd
her A € R igin v(A) < o0 ise dort onerme de birbirine denktir.

(i) v hacmi o-toplamsaldur,

(ii) v, o-alttoplamsaldur, dd her (Ay)C R dizisi igin

A= Ay € R ise v(A) (UAk><Z (Ap),

keN keN

A L A € R ve birligin v(A;) < +oo ise v(Ag) L v(A),

Kamt. (ii)==(i): {Ax} ey € R ayrik ailesi verilsin ve A := | |,y Ar € R
olsun. v hacmi monoton ve sonlu toplamsal oldugundan her n icin

> w(A) =0 <|_| Ak> < v(A).

k=0 k=0

Buradan n — +oo ile Y725 v(A4x) < v(A). (ii)’den v(A) < 3720 v(Ag).
Isimiz biter.

(i)==(iii): (Ag) C R bir artan dizi ve Ay T A € R olsun. A} := Ay ve
k> 1igin A} = Ax\Ag_1 olsun. {4} C R bir ayrik ailedir, A = | |;5q A4},
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ve her n icin A, = | [}_, A}, gegerlidir. v(A,) = > ;_,v(A}) oldugundan (i)
ile

“+o00 n
o(d) = () = lim Y w(4}) = lim v(dn).
k=0 k=0

(iil)==(ii): {Ak}peny C R ve A := Upey Ax € R olsun. By, == U, 4;
dersek (Bj) C R bir artan dizi ve By T A. Ayrica v(Bg) < Zf:oU(Ai)- Bu
ve (iii) ile

k +o00
CORRTIRICYENTI UL ST

(iii)==(iv): (Ax) C R bir azalan dizi, Ay | A € R ve gbk v(4p) < +00
olsun. By, := Ap\ Ay € R dersek (By) C R bir artan dizidir ve B T Ag\A4 €
R. (iii) 'ten dolay1 lim v(By) = v(Ap\A) = v(Ap) —v(A) olur. Bu ve v(By) =
v(Ap) — v(Ag)’den v(Ax) | v(A) elde edilir.

(iv)==(iii): v sonlu, (Ax) C R bir artan dizi ve Ay T A € R olsun.
By = A\Aj olmak iizere (By) C R bir azalan dizidir ve By | § € R.
(iv)’ten dolay: limv(Bg) = 0 olur. Bu ve v(By) = v(A) — v(Ag) savi verir.

|

Sonug 3.2.7 v, : F* — [0,+00) hacmi o-toplamsal, o-alttoplamsal, alttan
ve tstten streklidir.

Animsayalim: Q™’deki v, hacminden yola ¢ikarak F™ halkasinda her
F € F" igin bir v, (F') hacmi tamimladik. Bunun i¢in énce F’yi sonlu sayida
ayrik Q1,...,Q kutularima nasil parcalarsak parcalayalim ), ., . Q; de-
gerinin ayni oldugunu gosterdik. Sonra F™'den J™e gectik. Bu kez benzer
bicimde bir F € F"! kiimesini sayulabilir coklukta ayrik Qg, @1, ... kutu-
laria nasil parcalarsak pargalayalim, ), v, (Q;) degerinin, pargalanigtan
bagimsiz oldugunu kamtlayacagiz. Dogal olarak bu A, (F') degeri F'nin Le-
besgue 6lciisii olacaktir. F™T C L™ olacak ve £L™yi F™ {izerinden kazanaca-
g1z. Dolayisiyla énce F™'nin yapisini taniyalim.

Onerme 3.2.8 (i) 7" "nin sonlu saypda dgelerinin arakesiti F™1 dedir.
(ii) F nin sayplabilir ¢oklukta dgelerinin birlesimi de F™ dedir.
(iii) A € F'' ve B € F" ise A\B € Fn1.2

Kanit. (i) A, B € F* ve monoton artan (Ay), (By) C F" dizileriyle A T A
ve By 1T Bise (AN By) C F" dizisi de monoton artandir ve AN B, T ANDB.

2A,B € F*" ise A\B € F"T olmas1 gerekmez, bkz. Uyar1 3.2.5 (2).
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(ii) Her i € N igin A; € F' kiimesi sayilabilir goklukta {Qij}jer, ku-
tusunun birlesimidir. Dolayisiyla (J;cn A; kiimesi sayilabilir ¢oklukta Q;;
kutularimim birlegimi olarak F"’dedir.

(iii) (Ax) C F™ monoton artan, A, T A € F™ ve B € F" ise Ay\B €
F, (Ap\B) 1 (A\B) € F"" olur. [ |

(Ar) C F™ monoton artansa (vy,(Ax)) C Ry monoton artan, dolayisiyla
[0, +00]’da yakinsaktir.

Lemma 3.2.9 (Ag),(Br) C F™ monoton artan dizilerinin ikisi de A’ya
yakinsaksa lim vy, (Ag) = lim v, (Bg).

Kanit. (Ag), (Bx) C F™ monoton artan dizilerinin ikisi de A’ya yakinsak
olsun. (v, (Ag) ve (v (Bg)’ler [0, +00]’de monoton artan diziler olarak yakin-
saktirlar. k’yi keyfi secip sabit tutarsak A, NB; T;;Og Ag, oldugundan Teorem
3.2.6 (iii) ile
un(Ag) = lim v, (A N By)
J—+00
olur. Buradan vy, (A N Bj) < v, (Bj) esitsizligi ile
vn(Ag) = lim v, (Ar N Bj) < limwv,(B))

j—+oo J
elde edilir. Bu esitsizlikte & — 400 limitine gegersek limy, vy, (Ay) < lim; v, (B))
olur. Rolleri degisirsek limy, v, (Ag) > lim; v, (Bj), dolaysiyla limy, v, (Ag) =
lim; v, (Bj) elde ederiz.

Tanim 3.2.10 (A;)C F" ve Ap T A € F™ ise
An(A) == lilgn v (Ag)

olarak agiklanir. \,(A) ya A’nin Lebesgue ol¢iisti denir.

Onsav 3.2.9’dan dolay1 bu tanim kusursuzdur. Diger yandan A € F" ve
her ¢ € N igin A; = A alirsak A; 1 A ve A, (A4) = limy, v, (Ag) = v, (A) olur.
Dolayisiyla A\, | F™ = vy, dd A, déndisiimii v, yi F™1 e genisletir.

vp @ F* — [0, +00) éndlgiisiinii bir A, : F*T — [0, +oo] déniisiimiine
geniglettik. (Fi) C F™ bir monoton artan dizi ve Fj, T A ise A\, (A) =
lim vy, (F}) olarak aciklandi. Bu (Fj)'nin se¢iminden bagimsizdir. Bunun bir
sonucu sudur: A’y1 ayrik Qg, Q1, ... kutularimin birlesimi olarak nasil yazar-
sak yazalim, Ay, :=| |y<;<, olmak iizere daima

An(A) = limon (Ag) = lim | 7 0a(@) | = Y 0a(@i) = D Aal@0).
0<i<k >0 120
(3.12)
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Teorem 3.2.11 )\, : F™T — [0, +-o0] dénidisiimii:
(i) Monotondur: Ejer A, B € F"" ve A C B ise \y(A) < \y(B),
(ii) (Sonlu) Toplamsaldir: Ejer A,B € F™" ve ANB = () ise \,(AU
B) = An(A) + An(B),
(iii) Alttan sitreklidir:Eger (Ay) C F™ monoton artan ve Ay T A ise
)‘n(Ak>T /\n<A)7
(iv) An, o-alttoplamsaldir:Eger {A;},c; C F™ saydabilir bir aile ise
An (Uiel Ai) < Dier An(4i),
(v) A, o-toplamsaldwr: Eger {A;},c; C F saylabilir ve ayrik aile ise
An (Uie] Ai) = Zie[ An(Ai).

Kamt. (i) A,B € F*"', A C B olsun. A, By € F" olmak iizere A, 1 A
ve By, T B olsun. Bu durumda (A, U Bg) T B oldugundan Onsav 3.2.9 ile
An(A) =lim A\, (Ag) < lim A\, (Ax U Bi) = A\ (B).

(i) A, B € F" ayrik, Ay, By € F" ve Ay T A ve By T B olsun. (A U
By) 1 (AUB) ve A (AU Bg) = A\ (Ag)+An(By); limite gegersek A, (AUB) =
An(A) + A\n(B) olur.

(iif) {Ai};en © F™ ve A := U,y Ai olsun. Onerme 3.2.8 (ii)’den A €
F™. Her i € N igin monoton artan bir (4;;);>0 C F" dizisi A4;; Tj':og A
olacak bicimde vardwr. k > 1 i¢in By, := [J; ;< Aij olarak agiklansm. (By,)C
F" ardindan tiimevarimla her k& € N igin A, (Uf:o Ai) < Zf:o An(4;)
oldugu g(')'sterilir Bu esitsizlik ve A, alttan siirekli oldugundan k£ — +oo ile
M (U A1) < X555 hn(A).

(v) Her seyden once (ii)’den tiime varumla A, (Uf:o Ai) = Zf:o An(4;)
elde edilir. Diger yandan A := ;05) A; ve Cp = |_|f:O A; olmak iizere
Onerme 3.2.8 (ii)’den Cy, A € F™ ve monotonluktan \,(Cy) < A,(A).
Dolayisiyla

+o0 k
an(Ai) = h]gnZ)\n(Ai) = lim Ay (Cg) < An(4).
=0 =0
Bu esitsizligin ters yonii (iv)’te kanitlanda. |

Nasil Devam Etmeli?

Simdilik her agik kiimenin Lebesgue Olgiisiinii tanimladik. R™’i sayila-
bilir ¢oklukta sagdan yaragik Kla,1),a € Z™ kiiplerinin birlesimi olarak
yazabiliriz. Her bir KJa, 1) kiipimiiziin Lebesgue olgiisii 1'dir. Dolayisiyla
A (R™) = +00 ve A, o-sonludur.
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Bir an i¢in, Jordan ol¢iistine kosut olarak, A C R™ kiimesi i¢in i¢ ve dig
Olgiilerini

A (A) = su M(F) ve My(A):= inf N\, (F 3.13
Md)= s () ve d)i= i ) (319

olarak acikladigimizi varsayalim.

Q =1[0,1] x [0,1] ve A = Q\Q? olsun. B := Q N Q? kiimesi sayilabilir;
B = {rq,rg,...} olsun. Sayilabilir {r;} bozuk kutusunun birlesimi olarak
B e F ve \py(B) = 3, A\n({ri}) = 0 olacaktir. Bu durumda, Q &lgiilebilir
oldugundan A = Q\ B de o6lgiilebilir ve Q = AU B oldugundan 1 = j,(Q) =
M (Q) = M(A) + A\ (B) = M(A) olmalidir. A\, (A) = 1 asikar. Ancak A’ya
diisen her kutu bozuk oldugundan A,(A) = 0 olur. Dolayisiyla \,(A) #
An(A). Burada isi bozan (3.13)teki A\, (A) tanimi; dolayisiyla (3.13) teki ic
olcii tamvmandan vazgegmeliyiz!

Oniimiizde iki yol vardir. Birincisi, hacim icin gegerli olan (2.16) esitligin-
den esinlenerek, i¢ dl¢t tanimane dis 6l tizerinden vermek. Bu Lebesgue’in
izledigi yoldur. A C R™ herhangi bir sinirli kiime olsun. A kiimesini igeren
bir @) kutusu secip

olarak agiklamak. Bu tamim ’nun se¢iminden bagimsizdir. Burada ) ku-
tusu yerine A’y1 igeren herhangi bir sinirh U agik kiimesi alinabilir; bunlar
Lebesgue olgiilebilir ve dlgiileri sonludur. Yukaridaki érnegimizde v2(Q) = 1
ve A2(Q\A) = 0 oldugundan, bu yeni tanimla )\, (A) = A\, (A) = 1 olur, dd
A Lebesgue olgiilebilir ve 6lgiisii 1°dir.

R"™ nin topolojisini én plana ¢ikaran bir diger yaklasym vardir. U C R™
bir acik kiime ise A, (U) := sup {v,(F)|F € F*, F C U} ve K bir kompakt
kiime ise A, (K) := inf {vn(F)]K CFe .7:"} olarak agiklanir. Ardindan
herhangi bir sinirlh A C R” kiimesi i¢in

An(A) = inf {\,(U)|A C U,U agik}

ve

An(A) == sup {\,(K)|K C A, K kompakt}

olarak agiklanir. A, (A) = A\, (A) ise A kiimesi Lebesgue 6lgiilebilir denir ve
bu ortak deger A, (A) ile gosterilir ve A’min Lebesgue olgiisiidiir denir. Simdi
A C R"™ herhangi bir altkiime olsun. B, O-merkezli r yaricaph acik topumuz
olmak fizere her r > 0 igin A N B, Lebesgue 6lgiilebilir ise A Lebesgue
olgiilebilir denir ve A\, (A) := lim, 1 (A N B,;) olarak aciklanir. Ancak bu
yaklagim herhangi bir X kiimesine aktarilamaz. Bir diger yol i¢ 6lcliden
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tiimiiyle vazgecip yalmzca ), dis dlciisiiyle calismak. Carathéodory bu yolu
izler. 1914’te su teoremi kamtlamigtir: A C R™ Lebesgue él¢iilebilirse

VB CR" (An(B) = A(ANB) + A\ (B\A)). (3.14)

Bu esitlik Lebesgue 6lgiilebilir kiimelerin tanimi olarak segildiginde bir kay-
bimiz olmadigini, temel teoremlerin kanitlarinin daha kisa ve daha basit hale
geldigini belirtir. Son zamanlarda Carathéodory’nin yaklagimi iyice benim-
senmistir.

Tamim 3.2.12 A C R" i¢in

(4) AQIPne]-'"T (F)
Teorem 3.2.13 An 2 B(R™) — [0, +00] doniisimii bir dig dleiidir, dd
An(0) = 0 ve her A C X wve her saydabilir {A;},c; C B(X) ailesi igin®

Ac A= M(A) <D (), ozellikle (3.15)
i€l el
An <U A,) <Y An(A4). (3.16)
i€l el

Ayrica M| F™T = A\,

Kanit. )\, : 7" — R’nin monotonlugundan her A € F" icin \,(A4) =
A (A) ve A C Bigin A\, (A) < M\ (B) oldugu asikardir. A, () = 0 oldugundan
An(0) = 0 olur.

{Ai},cr € PB(X) bir sayilabilir aile olsun. € > 0 keyfi verilsin. £; > 0
pozitif sayillarimi ) . ;e; < € olacak bicimde secelim. A, ’nin tanimindan
B; € F™ kiimelerini A; C B; ve

olacak bicimde segebiliriz. Onerme (3.2.8) (ii) ve Teorem 3.2.11 (iv) ile

UAaicUBie 7T ve A (UA@) < An (U Bi> <D (A e
il icl icl icl il
e > 0 keyfi oldugundan A, (U;e; 4i) < 3 ics An(A;) olur. [ |
Biz de Carathéodory gibi dig 6l¢ii lizerinden ilerleyecegiz; ancak yaklagi-
mimizin sagduyumuzda ve pratigimizde bir karsiliginin olmasini istiyoruz.
Ik 6nce bir A ¢ R™ kiimesinin Jordan 6lciilebilirligi icin, Onsav 2.2.5’ten
yararlanarak, yalmzca j, dis hacmini kullanan bir &lciit verelim.

3inf @ = +oo! .
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Lemma 3.2.14 A C R" sunmurh kiimesi i¢in asagidaki savlar denktirler:
(i) A Jordan élgiilebilir.
(i1) Here > 0ig¢in A', A" € F" figiirleri A C A’, A\A C A" vev,(A") <e
olacak bi¢imde vardir. Bu durumda j,(A) = jn(A).

Kanit. (i)==(ii): ¢ > 0 keyfi verilsin. Onsav 2.2.5ten F", F' € F™ figiirleri
F" C A C F' ve v,(F'\F") < ¢ olacak bi¢imde secilebilir. A" := F’ ve
A" := F'\F" € F" aliwrsak A Cc A’, A\A C A" ve v,(A") < e olur.

(ii)==(i): Olg¢iit saglansin. ¢ > 0 keyfi verilsin. A’, A” € F" figiirleri
Ac A, A\NA c A" ve v,(A") < e olacak bi¢imde segilsin. F* := A’ ve
F.:= A\A" alirsak F. C A C F*, F°\F. C A" ve v,(Fe\F;) <wv,(A") <e
olur. Onsav 2.2.5'ten A Jordan 6lciilebilir, dolayisiyla j,(A) = j,(A). |

Onsavin (i) kosulu 6zetle sunu soyler: Her € > 0 sayisina karsilik A’y
igeren bir A’ figiiriinii j,(A’\A) < € olacak bigimde bulabiliriz. v,,, F" ikili-
sinden \,,, F"! ikilisine gectigimizde agagidaki tanima ulasiriz.

Tanim 3.2.15 A C R” verilsin. Her € > 0 saysina karsibk A', A" € F*T
kimeleri A C A, A\NA C A" ve \,(A") < e olacak bigimde bulunabiliyorsa
A kiimesi Lebesgue 6l¢tilebilir denir. R™ ’deki Lebesque ol¢iilebilir kiimele-
rin kiimesini L™ ile gdsterecediz ve her A € L™ igin

A (A) == A, (A)
olarak a¢iklayacagiz.

A (ANA) < Ap(A”) oldugundan A'min Lebesgue olciilebilir olmasi su
anlama gelir: A kiimesine A’y1 kapsayan A’ € F™ kiimeleriyle istedigimiz
kadar yaklagabiliriz; bundan kastedilense her € > 0 sayisina kargilik, A’y1 ige-
ren bir A’ € F" kiimesinin ), (A4’\A) < ¢ olacak bi¢cimde bulunabilmesidir.
Bunun geometrik algimizda bir karsiligi vardir.

Biz £™nin bir o-cebiri ve A, : £ — R, 'nim bir 6lcii oldugunu kanitla-
yacaglz.

Lemma 3.2.16 A c L", A, A" ¢ F"T, A\NA" ¢ A C A ve \(A") < ¢
18€

An(A)) = & < Ap(A) < An(A).

Kamt. A, A, A” savdaki gibi olsunlar ve savin kosulunu saglasinlar. A C A’
ve tanmimlardan A, (A4) = A\, (A4) < M\ (A). Simdi A ¢ B € F* olsun. Bu
durumda A" ¢ A” U B olur. Simdi A’, A”, B, B U A” kiimelerinin her biri
F"de oldugundan Teorem 3.2.13 ile

A(A) € Aa(BUA") < A(B) + A(A”) < An(B) + <.
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Dolayisiyla A € B € F™ kosulunu saglayan her B igin A\, (A") —e < A\, (B).
Bu B’ler iizerinden infimum alirsak A, (A’) —e < A\,,(A) olur ve igimiz biter.
|

Lemma 3.2.17 A, B € L" ayriksalar A\, (AU B) > A\, (A) + A\ (B).

Kamt. A, B € £L" kiimeleri ayrik olsunlar ve ¢ > 0 keyfi verilsin. A’, A”, B,
B" € F kiimelerini A'\A” ¢ A C A', B\B" C B C B', \,(A") < ¢/4 ve
A (B") < /4 olacak bigimde segelim. Onsav 3.2.16’dan A\, (AUB) > A\, (A'U
B')—¢/2. Teorem 3.2.16 (ii)’den yola ¢ikarak (2.7) ve (2.8) esitlikleri 7”1’ de
benzer bigimde kanitlanir. A’N B’ € A” U B” oldugundan \,(A'NB’) < ¢e/2
olur. (2.8) ile

Aa(A'UB') > Au(A) + M(B') — M(A' N B)
A(AUB) > A(A) + A(B') — & > M(A) + Aa(B) —e. (3.17)

(3.17) esitsizligi her € > 0 igin dogrudur, dyleyse A, (ALB) > A, (A)+An(B).
|

Teorem 3.2.18 L bir o-cebiri ve A, : L — Ry bir o-sonlu él¢iidiir.

Kanit. (1) 0 € L™ ve \,(0) = 0 agikar. Ayrica R" acik kiimesi £ dedir.
R" = | ],ezn Kla, 1) oldugundan R € 7T ve daima A, (K[a,1)) = 1) oldu-
gundan A, o-sonludur. A, B € L" olsunlar. AU B, AN B, A\B kiimelerinin
de £™de oldugunu kanitlayalim. ¢ > 0 keyfi verilsin. A’, A”, B', B" ¢ F™!
kiimelerini A C A", A\A c A", B Cc B', B\B C B" ve \,(A") < ¢/3,
An(B") < /3 olacak bi¢imde segelim. Bu durumda

AuBc AuB, [(AuB)Y\(AuB)|c A"uB”
ANBcCcANB, (AnBY\ANB)|cA"uB”

olur. A, (A" U B") < A\, (A") + M\ (B”) < e. Dolayisiyla AUB,ANB e L"
olur. Monoton artan bir (B}) C R dizisini B, T B olacak bi¢imde segelim.
Bu durumda her i igin

A\B C (A\B)UB" ¢ (A\B))UB" ve
[(A\B;) U B")\(A\B) ¢ A" U B" U (B'\B;)

olur. Onerme 3.2.13 (iii)’den dolay1 A"\ B, B'\ B! € F"!. Simdi 4’yi yeterince
biiyiik secersek \,(B'\B!) < ¢/3 saglanmir. Boylece elimizde C’,C" € F"
kiimeleri A\B C C’, C"\(A\B)C C” ve M\ (C") < M(A") + \(B") +
A (B'\B}) < e olacak bicimde vardir. Tamimdan A\B € L". Dolayisiyla
her A € £ i¢in A°=R"\A € L™
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(2) Simdi £™de ayrik A, Ag, ... kiimeleri verilsin. € > 0 keyfi verilsin.
Her i € N igin A}, A” € F kiimelerini A; C A}, AN\A; € AY ve M\, (AY) <

(s (3

£27% olacak bigimde secelim. Bu durumda Lis1 Ai €Uy A} ve

U4\ (4] c U @A) cl Al

i>1 i>1 i>1 i>1
Diger yandan |J;~, 4 ve U~ 47 kiimeleri 7""’dedir. Teorem 3.2.11 (iv)’ten
dolayt Ay (Ujsq A7) < Yoy An(AY) < 3.0, 20 = &, Dolayisiyla | |-, 4; €
£, Onsav 3.2.16'dan dolay1 A (A]) < )\,_L(Ai) + £27%, dolayistyla Teorem
3.2.11 (iv) ile

Ao | LA ) <A [ U AT) <D0 Ma(4))

i>1 1>1 i>1
<Y (An(A) +2277) <) A4 e
i>1 i>1

Bu esitsizlik her € > 0 i¢in dogru oldugundan A, (|_|i21 Ai) < is1 An(4i)
olur. Bu esitsizligin ters yoniinii kamitlarsak isimiz biter. Onsav 3.2.17’den
tiimevarimla her £ igin Zle An(4) < A\ <|_|f:1 Ai> <A\ (|_|l.>1 Ai> olur;
buradaki son esitsizlik A, niin monotonlugundan cikar. k& — —|—o_o limiti ah-

narak 3,1 An(4) < An (Llisy As) elde ediir, ]

Giicii ¢ olan bir sifir kilmemiz varsa, bunun her altkiimesi Lebesgue 6l-
glilebilir olacagindan §£™ = 2¢ olur. n > 2 igin R™’deki her H hiperdiizlemi
bir sifir kiimesidir ve §H = ¢. R’de ise C' Cantor kiimesi giicii ¢ olan bir sifir
kiimesidir. Simdi sorumuz sudur: Her A C R™ Lebesgue 6l¢iilebilir mi? R’de
bile Lebesgue 6l¢iilemeyen bir kiimeyi Se¢gme Aksiyomu kullanilmadan vere-
miyoruz; bu ise pratikte karsilagtigimiz tiim kiimelerin Lebesgue Olciilebilir
oldugu anlamina gelir.

Ornek. I := [0,1]'de bir ~ denklik bagntis1 Yo,y € I(z ~y:<= x —y € Q) olarak
agiklansin. Her denklik sinifindan bir 6ge segerek (Se¢me Aksiyomu) bir £ C R altkiimesini
olugturalim. Dolayisiyla Vy € I3z € E (z ~y). Simdi [-1,1] N Q’yu, @ # j igin ¢; # g;
olacak bigimde, qo, g1, g2, ... olarak siralayalim. ¢ # j ise (¢; + E) N (¢; + E) = 0 olur;
aksi durumda z;,z; € E sayilar ¢; + z; = ¢g; + x; olacak bi¢imde bulunur. Buradan
;i —x; = ¢ —q; € Q, dolaywisiyla z; = x; ve ¢ = ¢q; ¢eligkisine ulagilir. Agagidaki
bagmtiin sag yani apagiktir.

0,11 c| |(a+E)cC[-1,2]

i€N
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Her y € I igin bir z € E, y — z =: ¢ € QN [—1, 1] olacak bigimde bulunabilir; bu sol yam
verir.

E Lebesgue Olgiilebilir olsaydi yukaridaki bagintidan, her 7 igin 0 < p := A\; (E) =
A1(gi + E) oldugunu(bunu Teorem 3.2.22’de 6grenecegiz) da gozetirsek

1< A (U(Qi+E)>=ZP<3

1€N

olur. Bu bir geligkidir, F Lebesgue &lgiilemez!

Teorem 3.2.19 A C R" i¢in asagrdaki dnermeler denktirler.
(i) A€ L ve \p(A) < +0o0.
(i) Her ¢ > 0 saysina karsibk bir A, € F" figiirii ile \p(AAA)< €.

Kamt. (i)==(ii): A € L™ ve A\y(A) < +oo olsun. ¢ > 0 keyfi verilsin.
Tammdan bir A’ € F*Tile A C A’ ve A\, (A"\A) < /2. Bu A”ye karsilik bir
A, € F™ figiirii A\, (A'\Az) < £/2 olacak bigimde vardr.

AAA: = (A\Aa) U (AE\A) - (A/\Aa) U (AS\A)
oldugundan A, (AAA;) < ¢ olur.
(ii)==(i): Bir A. € F" ile A\,(AAA,) < ¢ olsun. Tanmim geregi bir A” €
FrtAAA. C A” ve \y(A”) < £/2 olacak bicimde bulunabilir. A’ := A.UA”

alirsak, bu A’, A”’ler ile Tamim 3.2.15’in kosgullar1 saglanir. Dolayisiyla A €
L™ ve A\ (Az) < 400 oldugundan A, (A) < A\ (A) < M(Ag) +e/2 < +o0. B

\

/

/

Sekil 3.1: Sinirli Lebesgue 6lgiilebilir kiimelere figiirlerle yaklagma.

M

Not. Teorem 3.2.19 (ii), ol¢ii tanmimina bir bagka yaklagimin kaynagidir.
Giinliik yagamda bize diizlemde A, B gibi iki levha verilsin. Bunlar uygun
bigimde tist iiste koydugumuzda cakismadiklar: kisim, yani AAB, yeterince
kiigiikse bu iki levhanin alanlar1 aynidir denir. Bu yaklagim saglam bir ma-
tematiksel tanima doniigtiiriilebilir.
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i P(X) — [0, 400] bir dig 6l¢ii olsun. A, B C X igin
d(A, B) := p(AAB) (3.18)

olarak agiklanan d : P(X) x P(X) — [0, +o0] bir pseudoyarimetriktir: Bu
her A,B,C € B(X) icin (i) d(A,A) = 0, (ii) d(A,B) = d(B, A) ve (iii)
d(A,C) < d(A,B) 4 d(B,C) olmasi demektir. Metrikten farki A # B iken
d(A, B) = +oo veya d(A, B) = 0 olabilir.

Simdi R C P(X) bir halka, 4 : R — [0,400] bir sonlu 6ndlgii ve
g P(X) — [0,400] ise plye iligkin dig 6lgli olsun. A C X verilsin. d,
(3.18) ile tanimlanan pseudoyarimetrik olmak tizere bir (By) C P(X) dizisi
limg, d(A, Bx) = 0 olacak bi¢imde bulunabiliyorsa A kiimesine R-yaklasi-
labilir diyelim. R-yaklagilabilir kiimelerin R ailesi bir o-cebiridir ve R C
R C 0(R) € R bagmtilan gecerlidir ve fi := f|R bir olgiidiir. Eger ,
o-sonlu ise buradan ilerlenir. Ayrintilar igin okur [16]’ya bakabilir. A

Onerme 3.2.20 (i) \, alttan sireklidir, dd (Ay) C L™ ve Ap T A ise
A e L ve \y(Ak) " M(4).

(ii) A\ tstten streklidir, dd \,(A1) < 400, (Ag) C L™ ve Ay | A ise
A e L ve M\y(Ar) N\ An(A).

Kanit. Teorem 3.2.11’in kanitinin aynisi. |

Lemma 3.2.21 \,(A) =0 ise A kiimesi Lebesgue dlgiilebilir, dd A € L™,

Kanit. \,(A) = 0 olsun. ¢ > 0 keyfi verilsin. Bir B € F"T ile A C B
ve A\p(B) < e. Dolayisiyla A = A” := B alusak A ¢ A, A\NA C A" ve
An(A”) < e saglanir. Dolaysiyla A € L. [ |

S C R”™ bir sifir kiimesi ve A C R™ Lebesgue Olgiilebilir bir kiime ise
AU S ve A\S de Lebesgue 6lgiilebilir ve A, (A) = A (A\S) = M\(AUS).
Diger yandan A, (A) = 0 olmasi, her £ > 0 i¢in sayilabilir coklukta Q;,i € T
kutularmin A C (J;c; Qi ve D> ;c;va(Q) < € olacak bigimde bulunabilmesi
demektir. Bu tiir kiimelere kisim 2.4’te sifir kiimeleri demigtik. Orada
sOylenenler burada da gegerlidir. Her sayilabilir veya diigiik boyutlu altkiime
bir sifir kiimesidir. Sayilabilir ¢oklukta sifir kiimelerinin birlegimi yine bir
sifir kiimesidir.

Simdi J" C L™, A\p|T™ = jn ve Lebesgue olgiistintin bir izometrik degis-
mez oldugunu kanitlayacagiz.

Teorem 3.2.22 (i) Her suurlh A C R™ igin j (A) < An(A)
Ayrica A Jordan dlgiilebilirse Lebesque olgtulebilir ve A\, (A)
dd J" C L™ ve A\p|T™ = Jn.

Jn(A).
Jn(A),

I IA
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(ii) Her A C R™ igin M\, (A) bir izometrik degismezdir, dolayisiyla her A €
L™ igin Ap(A) bir izometrik degismezdir.

Kanit. (i) A C R” sinirh olsun. F* C F™! ve \,|F" = v, oldugundan

An(A) = mf{ o(F )\ACFE}""T}<mf{)\( JACF € F"} =ju(A).

Simdi 6nce sonlu sayida kapali kutularin birlegimi olan K € F" figiirleri igin
vn(K) < M (K) oldugunu gosterecegiz. K bdyle bir figiir olsun ve ¢ > 0
keyfi verilsin. &; > 0 sayilarmi ¢ = )", ¢; olacak bicimde segelim. Dig
dl¢iiniin tanimi geregi Q1, Q2, . .. kutularim K C J;»; Qi ve Y oy vn(Q:) <
A (K) + € olacak bigimde segebiliriz. Her bir 7 igin _Ql-’yi i(;eren_bir acgik P;
kutusunu v, (P;) < v,(Q;) + &; olacak bi¢imde segebiliriz. K kompakt ve
{P;} ise K'nin bir agik ortiisti oldugundan bir & ile K C Ule P;, dolayisiyla

k
Z <ZUn +5z <Zvn Qz S (K)+2€

= =1

Bu esitsizlik her ¢ > 0 icin dogru oldugundan v,(K) < A, (K) olur. Simdi
A C R™ herhangi bir sinirh altkiime olsun. Her kompakt K C A figiirii i¢in,
A\, 'nin monotonlugunu da gézetirsek, v, (K) < A, (K) < Ay (A) olur. Bu tip
K’ler iizerinden supremum alirsak j,(A) < A, (A) olur.

Simdi A Jordan é&lgiilebilir olsun. Onsav 3.2.14 (i) saglamr; F* C F'
oldugundan A Lebesgue Sl¢iilebilir ve j,(4) = j (4) < M(A) < jn(A) =
gn(A)dan j,(A) = M (A) = A\ (A) elde edilir.

(i) Otelemeler kutular dlciileri ayni olan kutulara génderdiginden, Gte-
lemeler altinda dig 6l¢ii degismez. Simdi M € GL(R, n) bir ortogonal matris
olsun. M’nin tanimladigi doniigiimii yine M ile gosterelim. A C R" keyfi
verilsin. Sayilabilir ¢oklukta Q;,4 € I kutulariyla A C |J;c; Qi olsun. Sonug
2.2.25’ten dolay her 7 i¢in M (Q;) Jordan dl¢iilebilir ve j, (M (Q;)) = jn(Qi)-
Buradan (i), A'nin monotonlugu ve alttoplamsallig1 ile

A) <D M(M(Q) =D ja(M(Q:) =Y jn(Qi) = Y va(Q).

iel el el el

Buradan A\, (M (A)) < A\, (A) elde edilir. Ayn1 ey M7 icin de gegerlidir. Ay-
rica MTM = Id oldugunu gozetirsek \,(A) = \,(MTM(A)) < A\, (M(A)).

Bu ve bir 6nceki esitsizlikten A\, (M (A)) = A\, (A) elde edilir. [

B™ C L™ oldugundan tiim agik ve kapal kiimeler Lebesgue 6lgiilebilir.
Her K kompakt kiimesi bir kapali  kutusuna diigtiigiinden ayrica A\, (K) <
400 olur. Diger yandan R™’deki her hiperdiizlem bir sifir kiimesidir. Bunu
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kanitlamak icin R™’deki H := R"~! x {0} hiperdiizleminin bir sifir kiimesi
oldugunu kanitlamak yeterlidir; ¢linkii tiim diger hiperdiizlemler H’ye izo-
metriktir. @; € Q"' ayrik kutularim R = | ;e @i olacak bigimde se-
celim. Bu durumda, @Q; := Q; x {0} € Q" olmak iizere H = | |;.yQ; ve
M (@) = vp(Q)) = 0 oldugundan A\, (H) = >, M\, (Q}) = 0 olur.

Onerme 3.2.23 (Yaklasimlar) Her A C R™ i¢in
(i) A(A) = inf {\,(U)| A C U, U agik},
(i) A€ L™ ise \y(A) =sup{\,(K)| K C A, K kompakt}.

Kanit. (i) Esitligin sagima gecici olarak \* (A) diyelim. Agik kiimeler F"1'de
oldugundan \,(A4) < M\:(A) apaciktir. Ters yon icin A\,(A) < +oo var-
sayabiliriz. ¢ > 0 keyfi verilsin. Tamimdan sayilabilir Q;,7 € I kutularin
AC UiEI Q; ve

STA(Q1) < AnlA) + e

el
olacak bicimde segebiliriz. @); kutularimi agik varsayabiliriz. Bu durumda
U := J;c; Qi bir acik kiime ve A C U. Buradan, An monoton ve alttoplamsal
oldugundan

An(U)

M(U) <D Mal(@Q) < An(A) +¢

el
< Mn(A) ve ilk esitsizlikle A% (A) = A, (A).
A

olur. Dolayisiyla A’ (A) n
n(A) > sup{\,(K)|K C A, K kompakt} oldugu

(i) A € L™ olsun.
apagiktir.

Ters yon i¢in dnce A’nin sunarly oldugunu varsayalim. Bir Ky kompakt
kiimesini A C K olacak bigimde secelim. A, Ky € L™ oldugundan Ky\A €
L" ve A (Ko\A) = A\ (Ko) — A (A). Simdi e > 0 keyfi verilsin. (i)’den, bir
U D Ko\A agik kiimesini

M(U) < A (Ko\A) + € = A (Ko) — A(A) + ¢ (3.19)

olacak bigimde segebiliriz. §imdi K := Ko\U C Ko\(Kop\A4)) = A olmak
tizere K kompakt, K ve U Lebesgue 0lgiilebilir oldugundan (3.19 ) ile

A (K) = An(Ko) — M(U) > An(A) —e.

Buradan, e > 0 keyfi oldugundan, A, (A) < sup {\,(K)| K C A, K kompakt}
elde edilir. Bu, ilk egitsizlikte birlikte

A (A) =sup {\,(K) | K C A, K kompakt}

egitligini verir. Savimiz sinirlh A € L™ kiimeleri i¢in kanitlanmigtir.
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Simdi A € L™ keyfi verilsin. Her k € N* i¢in Ay := AN{z € R"| ||z|| < k}
olsun. A, € L™ smurh ve Ay T A. Az 6nce kamitlanandan

An(Ag) = sup {\,(K) | K C A, K kompakt}
<sup{\,(K)| K C A, K kompakt} .

Buradan Teorem 3.2.6 (iii) ile
An(A) =lim A\, (Ag) <sup{ A\ (K)|K C A, K kompakt} .

Baylece ters egitsizlik her A igin kanitlanmigtir. |

Not. Onerme 3.2.23 bize herhangi bir A C R" kiimesinin \,(A) ig 6lgiisii-
niin tanim i¢in bir bagka segenek sunar. Agik-kapali, dig-i¢ ve inf-sup ikili
kavramlardir ve 6nermemizin dogal sonucu

An(A) :=sup {\,(K)|K C A, K kapal1}

i¢ 6lgii tammudir. Bu tamimdan yola gikarsak A € L™ <= ),,(A) = A, (A)
olur. A

B € B™ ve S C R™ bir sifir kiimesi olsun. B ve S’nin her ikisi de Lebes-
gue olgiilebilir oldugundan B\S ve B U S kiimeleri de Lebesgue 6lgiilebilir.
Tersine her A € L™ Lebesgue 6lgiilebilir kiimesini bir B Borel kiimesi ve
uygun S, S’ sifir kiimeleri ile B\'S ve BU S’ olarak yazabiliriz; bunu asagida
kanitlayacagiz. Bu nedenle kimi yazar Borel kiimeleri ile yetinir.

Once bir tanim verelim: R™’de sayilabilir coklukta acik kiimenin arakesiti
olan kiimelere bir Gs-kiimesi, sayilabilir ¢coklukta kapali kiimelerin birlegimi
olan kiimeler ise bir F,-kiimesi denir.

Teorem 3.2.24 (Diizgiinlik Teoremi) A € L™ olsun.
(i) Bir B Gs-kiimesi A C B ve A\,(B\A) = 0 olacak bi¢imde vardur.
(it) Bir C Fykimesi C C A ve \p(A\C) = 0 olacak bigimde vardr.

Kamit. Her j € N* i¢in 4; := {z € A|j — 1 < |[z| < j} dersek A =||;5; 4;
olur. Onerme 3.2.23’ten dolay1, her i € N* icin Ui agik ve K;; kompakt
kiimeleri K@j C Aj C U@j ve

)\n(Ui,j) < )\n(A]) + 2_j/i ve )\n(Ki,j) > )\n(A]) — 2_j/i

4Lebesgue 6lciilebilir kiimeler neredeyse acik kiimelerdir; bu Littlewood’un iiciincii
ilkesidir.
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olacak bigimde segilebilirler. Bu durumda U; := Uj21 Ui; agk ve Cj :
Ll;>1 Kij kapahdir ({A;} -, bir ayrik aile oldugundan son birlesim ayriktur!
ve C; le C U; gecerlidir. B = ﬂiZI U; ve C = UZ-21 C; olsun. A;
AN (B;j\Bj-1) Lebesgue olciilebilir oldugundan, her ¢ € N* igin

~—

1

A(B\A) < \a(UNA) < Ma(Ui\Aj) <D (n(Uig) — Anl4y)) < S ve
j=1 Jj=1
1
An(A\C) S A(ANC) <D S A(A\Kij) < D On(4y) = AnlKig)) < ~
j>1 j>1
esitsizlikleri elde edilir. ¢ — 400 savlarimizi verir. |

Sonug 3.2.25 A C R" kimesi verisin. A € L™ olmasi igin guyk bir Gs-
kimesi H nin, A C H ve A\py(H\A) = 0 olacak bigimde bulunmasidur.

Kanit. Savin bir yonii Teorem 3.2.24 (i)’den ¢ikar. Simdi H bir Gs-kiimesi,
A C H ve \(H\A) = 0 olsun. H ve H\A &lgiilebilir oldugundan A =
H\(H\A) olgiilebilir. |

Teorem 3.2.24 6zetle her Lebesgue dlgiilebilir A kiimesinin bir C' F,-
kiimesi ve bir B Gs-kiimesi arasima, C C A C B ve \,(B\C) = 0 olacak
bicimde, sikigtirilabilecegini séyler. Elbette C, B € B™. Bu 6zelliginden do-
lay1 A, Ol¢iisii diizgiindiir denir.

Teorem 3.2.26 (Carpuwm Teoremi) p,q,n € N* ve n = p + q olsun.
Ae P BeLlise Ax BeL" ve

An(A X B) = Ap(A) - Ag(B).

Kanit. Her seyden 6nce savimiz A € QP ve B € Q4 birer kutu ise dogrudur.
Gergekten de bu durumda A x B € Q" de bir kutudur ve A\,(A x B) =
M(A) - Ag(B).

(1) A veya B bir sifir kiimesi ise A x B de bir sifir kiimesidir; gosterelim.
Gbk A bir sifir kiimesi olsun. k¥ € N* igin Qf := [k, k] x - - - X [—k, k] kutusu
i¢in A\g(QF) = 27k7 > 0 olur. Once A x Q{'nin bir sifir kiimesi oldugunu go-
relim. € > 0 keyfi verilsin. A bir sifir kiimesi oldugundan, sayilabilir coklukta

P i e I kutulant A C ;e QF ve Dicr Mp(QF) < e/Xp(Q}) olacak bigimde
secilebilir. Simdi A x QF C J,c; Q7 x Qf ve

An(Ax Q1) <D M@0 x Q1) =D M(@) - X(QF) <&
el el

olur. Oyleyse A x Q7 bir sifir kiimesi, dolayisiyla A x R? = |J,, A x Q{ bir
sifir kiimesidir. Sonugta A x B C A x R? bir sifir kiimesidir.
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(2) A ve B agik kiimeler olsun. Bu durumda A x B de agiktir, dolayisiyla
A x B € L™ Sayilabilir ¢oklukta Q7 q']l. kutulariyla A = | |,.; Q7 ve B =
|_|jeJ Q;Z Boylece A x B = |_|i,j QY x Qj ve

(A X B) =3 (@7 x Q) = D M(@D)A(@Q))

- (ZM@?)) (@) | = M) (B)

(3) A ve B, sinirli Gs-kiimeleri olsunlar. Sinirli ve azalan Uy C RP ve
Vi € R? acik kiime dizilerini Uy | A ve V, | B olacak bicimde secelim.
U x Vi, € R"™ agik ve U, x Vi | A x B oldugundan A x B de bir Gg-
kiimesidir; dolayisiyla A x B € £" ve Onerme 3.2.20 (ii) ve (2) ile

)\n(A X B) = lilgn )\n(Uk X Vk) = lilgn ()\p<Uk))\q(Vk))
= 1im Ap (U) Tim Ag (Vi) = Ap(A)Ay(B).

(4) A ve B smirh ve Lebesgue olgiilebilir olsunlar. Teorem 3.2.24 (i) ile
G ve G’ siirh Gs-kiimeleri ve S, S’ sifir kiimeleri ALUS = G ve BUS' = G’
olacak bigimde segilebilir. Bu durumda G x G’ = (A x B)U (A x S") U (S x
B) U (S x S') olur. (1)’den dolay1 A x S’,S x B,S x S’ kiimelerinin her
biri R™’de birer sifir kiimesidir; bu nedenle bunlarin S” birlegimi de bir sifir
kiimesidir. Yine Teorem 3.2.24 (i) ile A x B Lebesgue ol¢iilebilir ve (3) ile
A(A X B) = M (G x G') = Ap(G)Ag(G') = M\p(A)Ag(B).

(5) A ve B siirli olmasi gerekmeyen olgiilebilir kiimeler olsunlar. Her
k,m € N* i¢gin Q" := [—k,k] x --- x [=k, k] (m kez carpim) olmak iizere
Ay = ANQY, By := BNQ{ ve (AX B)j, := (Ax B)NQ} olsun. Bu durumda
Apg, By, ve (A x B) kiimeleri Lebesgue olgiilebilirler. Ay T A, By 1 B ve
(AxB);, T Ax B oldugundan Onerme 3.2.20 (i) ve (4) ile, (Ax B)y = Ay x By,
oldugunu da gozetirsek,

Ma(A x B) = m A (g x By) = lim Ay (Ae)Ag(Br) = Ap(A)A(B).

3.3 Lebesgue Integrali

Teorem 2.4.12°de (fx) C R(S2) ve fi RN fise f e R(Q) ve [, f=1lim [, fr
oldugunu kanitladik. Diizgilin yakinsaklik ¢ok giiclii bir kavramdir. Fonksi-
yonlarimiz R degerli olsunlar. Bir (f;) fonksiyon dizisinden, diizgiin yakin-
sakliktan farkli, istenebilecek kogullardan ikisi diizgiin sinirlilik ve monoton
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yakinsakliktir. (f;) fonksiyon dizimize bir M > 0 ile her = € Q ve her k igin
| fe(z)] < M saglanmigsa diizgiin simirhidir diyelim. I = [0, 1] olsun. Ornek
2.4.11 (2)’de diizgiin sinirh ve ayni zamanda monoton artan bir (fi) C R(I)
fonksiyon dizisi verdik. Bu dizinin limiti olan f bir simirh fonksiyondur, ancak
f ¢ R(I). Dolayisiyla, ne diizgiin simirhilik, ne de monoton yakinsaklik tek
baglarima limit fonksiyonun integrallenebilirligini garantilemez; érnegimizde
gordiigiimiiz gibi, bu iki kosul bir arada olsalar bile bu béyledir.

Lebesgue yeni bir integral kavraminin pesindedir. En dogal 6n kogulu-
muz, yeni integral kavramimiz Riemann integrallenebilir fonksiyonlar1 kapsa-
mali ve bunlarin integralini korumalidirlar. Buna ek olarak Teorem 2.4.12’de
diizgiin yakinsaklik yerine monoton yakinsaklik alabilmeliyiz. Lebesgue her
sirh [a, b] araligy ve her suarle f : [a,b] — R fonksiyonu icin bir L f: f
integrali agiklamak istiyor (H. Lebesgue, Oevres Scientifiques, Vol.II, s.114).
Riemann integrali s6z konusu oldugunda biz dnce f’nin Riemann integralle-
nebilir olmasimin tanimine verdik, sonra R([a,b])’nin ozelliklerini arastirdik.
Lebesgue’in betimleyici® olarak adlandirdigi yéntemi tam ters yonde cali-
sir: Once agiklayacage integralin, onu, gecici olarak L fab f=L f; f(z)dz ile
gosterelim, saglamasi gereken asgari dzellikleri verir, sonra taniyma belirler.
Lebesgue L fab f integralinin su 6zellikleri olmasini ister: a, b, ¢, h € R olmak
lizere

(i) L [ f(w)de = L [ f(a — h)dx
(MLff+Lﬁf+Lff—0

(iii) Lf (f+9) = Lff—l—Lfg
(1V)f>Ovea<b15eLf f>0.

(v) L fo 1=1.

(vi) fi, f i [a,b] = R siurh ve f,, 7 f ise limLf; fx = Lfab I

Riemann integrali (i)-(v) ozelliklerini saglar, ancak (vi) 6zelligini sagla-
maz. f,g : [a,b] — R smrh fonksiyonlarsa Lf: (f+9) = Lf:f + Lf(fg7
herrE]Rigianabrf:TLf;f,f§g:>Lfff§Lffgaf20:>

LfPf>0,Lff=-L["f,Lff=0veL['1l=b-a=uv/([a,b])
oldugu kolayca goriiliir(bkz. [28], s.56).

a=xzp < a1 < - < xy =0bvemy = inff([x—1,z]) ve M; =
sup f ([xi—1,zi]) olmak iizere

Zmz l—:[:11<L/f<ZM — i 1)

5descriptive
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olur ve bu bize

/abfgL/abfg/abf

esitsizligini verir. Dolayisiyla f Riemann integrallenebilirse ff f=1L f; f
olur. Bu egitlik (i)-(v)’i saglayan her L f; integrali i¢in gegerlidir. Heniiz (vi)
ozelligini kullanmadik.

Simdi f : [a,b] — [m, M) simirh fonksiyonu verilsin. m = yo < y; < -+ <
Yn = M ve B; := [y;—1,y;) olmak iizere [m, M )’'nin Yy = {Bjy,..., By} par-
calamgini alahm. A; := f~([yi—1,v:)) dersek [a,b]nin Zy = {A1, -+, A,}
parcalanigini elde ederiz. Bu durumda ¢ = > ., ¥i—11la, ve ®¢ :=
> <icn Yila, fonksiyonlar icin [a,b] arahginda ¢y < f < @ oldugundan

b b b b b
L/ o = Zyi—lL/ 1Ai§L/f§ Z%L/ 1Ai:L/ Do.

1<i<n 1<i<n
(3.20)

Simdi [m, M) 'nin bir (V) pargalanig dizisini Yo < Y1 < -+ ve [|[Vi| <
% | V1| olacak bigimde segelim. ¢p’1 olugturdugumuz gibi ¢y ’leri olugtu-
ralim. Acikca o5, 7 f5. Dolayisiyla Lf;f = likaff g olur. Yukaridaki
esitlikten kolayca goriilecegi gibi, herhangi bir smurh f : [a,b] — R ve-
rildiginde, A C [a,b] altkiimeleri igin L f: 1, integrallerini bilmek L fab f
integralini bilmek i¢in yeterlidir. Ozel olarak A = [¢,d] C [a,b] bir kapal
araliksa

b
L/ Ta=d—c=uv(ed) = v ([e,d] x [0,1]) (3.21)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla Lebesgue, L [ integralinin belirlenmesini
6l¢ii problemine donitigtiiriir: Her simirhh A C R igin sayilabilir toplamsal, 6te-
lemelere gore degismez ve m([0,1]) = 1 kogulunu saglayan bir m : Bs(R) —
[0, 4+00) doniistimii bulunuz(6lgi problemi). Bu yaklagimda m(A)’ya A'nin
uzunlugu der. Bu problemin ¢6ziimii yoktur. A kiimesinin sinirsiz olmasina
ve A\(A) = +oo olmasma izin vererek Lebesgue £! C B(R) o-cebirine ve
A1 2 LY — [0, +00] dlgiisiine ulagir. (3.21)’den dolay1r A € L£([a, b]) igin

L/AlA = A (A) = do (A % [0,1]).

olarak agiklanir.
“Integralin, Cauchy-Riemann’a gére tanimindan benimkine ge¢mek icgin
degigken araliginin parcalanisindan deger araliginin parcalamigina gecmek

bppnin tanmmindan [a,b]’de 0 < f — @ < || V|| ve lim || V|| = 0 oldugundan ayrica
la,b]
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yeterlidir (Lebesgue )”."Lebesgue’in bu alntisina aciklik getirmek igin bir
f i [a,b] — [0, M] pozitif simirh fonksiyonunu ele alalm. 0 = yp < y1 <
-+« < yp = M olmak iizere Y = {yo,...,yn} parcalanig verilsin (bkz. Sekil

3.2). A; = Y ([yi—1,y:)) olmak iizere, py = Yo Yim1la, ve @y ="yl g,
olsun. Her bir A; Lebesgue ol¢iilebilir ise

n b

A(f,Y) = Zyi,l)\l(Ai) = L/ vy = A2 ([0, ¢y]) Lebesgue alttoplami ve
i=1 @
n b

U(f,y) = Zyi)\l(Ai) = L/ ®y = A2 ([0, Py]) Lebesgue iisttoplami
i=1 a

olusturulabilir.

Sekil 3.2: Lebesgue yaklagiminin gorsellestirilmesi.

x-ekseni ile f’nin grafi arasinda kalan [0, f) kiimesinin alanina A(f,))
ile igeriden, U(f,)) ile disaridan yaklagilir. Lebesgue, [0, M] ’in her ) parca-
lanigt i¢in A;’ler Lebesgue olgiilebilirse, f fonksiyonu dlgilebilir der. Bunun
olmas icin gerek ve yeter kosul her 0 <1 < L < M icin f~' (I, L))'nin Le-
besgue 6lgiilebilir olmasidir. f Slgiilebilir ve | V| < e ise U(f, V) —A(f,Y) <
¢iminden bagumsiz olarak (A(f,Vx)) ve (U(f,Vx)) dizilerinin ayni sayiya
yakimsadig1 kolayca goriiliir; bu say1 f'nin [a, b] arahigindaki Lebesgue integ-
ralidir. Demek ki, f : [a,b] — R siirh fonksiyonlar: séz konusu oldugunda
L ff f Lebesgue integraline Riemann integraline benzer bicimde yaklaga-
biliriz. f : [a,b] — R sirsiz oldugunda ®;’ler olugturulamaz ve yalmzca

"Kelimenin altm biz ¢izdik.



3.3. LEBESGUE INTEGRALI 133

@y lerle galigmak zorunda kaliriz. Bu durumda ise ¢ 7 f olmak {izere

b b
L/ f:limL/ o = lim A ([0, o)) = Ao (0, £). (3.22)

Biz Lebesgue’in anlatimina sadik kalarak, irdelemeleri bir [a,b] kapal
araligindaki simirh f fonksiyonlar igin yaptik. Elbette bir QC R™ kapali
kutusundaki siirli fonksiyonlar icin bu irdelemeler aynen gegerlidir, ve bu
kez integrali L fQ f ile gosterirsek (3.22) esitligi

L /Q f=lmL /Q ok =lim A (0, 06]) = A1 (0,£)  (3.23)

seklini alir.

Cogu analiz kitabinda karsilagacagimiz yukaridaki kisa anlatim Lebesgue
yaklagimini yansitir; sanki Lebesgue her seyi tersyliz etmis ve tiim keramet
bundaymus izlenimi yaratilir. Isin kétiisii, Riemann yaklagimiyla olan benzer-
liklerin tistii ortiili kalir. Yukaridaki anlatimdaki Ay, ..., A, kimeleri [a, b]
kapali araliginin Lebesgue 6lgiilebilir kiimelerle bir parcalamsidir. ||YV| < e
olmasi ise f'nin A;’lerdeki salinimlarinin < e olmasi demektir. Standart
yaklagimda, integral tanimindan 6nce gelen Olgiilebilir fonksiyonlarin oyna-
dig1 rol, A’nin Lebesgue oOl¢iilebilir sayilabilir parcalaniglarindan, f’ye uygun
bazilarmi, sl( f, A;) < e olanlari, elde etmektir. Lebesgue’in soyledigi, ) par-
galamglarindan yola ¢ikmanin bir zorunluluk degil yeterli oldugudur. Eger f
fonksiyonumuz degerlerini bir V' Banach uzayinda aliyorsa ortada ) parca-
lanigi kalmaz! Biz ise dogrudan A’nin tiim sayilabilir parcalanislarindan yola
¢ikacagiz.

Biz Lebesgue integralini ii¢ yaklagimla tanimlayacagiz: Olciisel, Darboux
tipi ve Riemann tipi yaklagimlar. Bunlardan 6lgiisel ve Darboux tipi yakla-
simlar yalnizca R-degerli fonksiyonlar i¢in anlamlidir. Buna kargin Riemann
tipi yaklagim vektor degerli fonksiyonlar i¢in de anlamlidir.

3.3.1 Olgiisel Yaklagim

Uzlagma: Bu altkissmda A C R”™ daima bir Lebesgue 6l¢iilebilir kiimeyi
gosterecek ve f : A — R olacaktir. A'nin veya f’nin sinirh olmasi gerekmez!

9. f+ A— Rve g < fise daha 6nce [g, f), [g, f]. (9, f) ve (g, f] kiime-
lerini tanimladik. Elbette bunlar R®* ! 'nin altkiimeleridirler. Eger g = a ise

bu kiimeleri [a, f), ve [a, f] ile gosterecegiz; f = a igin benzer gosterimler
kullanilir.

(=00, f) == A{(z,y) € Ax Ry < ()}
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kiimesine f’nin tam grafalt1 diyelim. Agagidaki tanimin temeli (3.23) esit-
ligidir.
Tanim 3.3.1 f : A — [0,400) olsun. [0, f) Lebesgue dl¢iilebilirse, ki-
saca [0, f) € L' ise f fonksiyonu \-6lgiilebilir diyelim. Bir g : A — R
fonksiyonuna ise g© ve g~ fonksiyonlarmn her ikisi de \-él¢iilebilirse, \-
olgiilebilir diyelim.

(i) f:A—1[0,+00) A-dlgiilebilirse

/A Fdhn = Ansr (0, £) (3.24)

degerine f’nin Lebesgue integrali denir. [, fd\, = +oc olabilir.
(1) f + A — R olsun. f* wve f~’nin her ikisi de \-dlgiilebilir, ancak
L4 frdXg ve [, f~dNp nin ikisi birden 400 degilse

[ 10 = hia 0.5 = A 0,570 = [ frav— [ fan,

(3.25)

degerine f’nin \,-ye gore Lebesgue integrali denir.
(i) f, N-6lgilebilir, [, ftdh, ve [, f~dX\, nin her ikisi de sonlu ise f
fonksiyonu (A, 'ye gore) Lebesgue integrallenebilir denir. A’daki Le-
besgue integrallenebilir fonksiyonlarn kimesini L(A) ile gosterecegiz.

Bu tanima gore baz f fonksiyonlarimin \A,’ye gore Lebesgue integralleri
varken, kendileri A\, ’ye gore Lebesgue integrallenebilir olmayabilirler; bu or-
negin [ 4 JdAn = F00 igin 86z konusudur. Bu sdylem dylesine yerlesmis ki
degistirmeyi goze alamadik. Ornegin A = [0, +00) ve f = 1 ise [0, f) =
A % [0,1) kutusu Lebesgue 6lgiilebilir, dolayisiyla [, f = A2([0, f)) = +oo,
ancak f Lebesgue integrallenemez! Eger f : R — R fonksiyonu x > 0 i¢in
1, < 0 igin —1 degerini aliyorsa A\2([0, fT)) = 400 ve A2([0, f7)) = +o0
oldugundan [ fd\; tammsizdir, dolayisiyla integrallenemez!

Sonug 3.3.2 f e R(A) ise f € LIA) ve [, fdjn = [, fdMn.
Kanit. Teorem 3.2.22 (i). [ |

Tanim 3.3.1 yalnizca Olgliye dayanir ve gorsel bir destek de sunar; bu
anlamda giicli bir tamimdir. Ancak bize verilen integrallenebilir bir fonksi-
yonun integralinin nasil hesaplanacagi hakkinda fazla bilgi vermez. Ilk igimiz
hangi f fonksiyonlar igin [0, fT) ve [0, f~) kiimelerinin her ikisinin de Le-
besgue Olgiilebilir oldugunu belirlemek olacaktir.

Uzlagma: A =R" ise fRn fdX, yerine kisaca [ fd)\, yazacagz. Yanhg an-
lagilma endigesi yoksa [, fdA, ve [ fd\, yerine yaln olarak [, f ve [ f
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yazacagiz. Tanmim 3.3.1’den de goriilecegi gibi f > 0 tipinde fonksiyonlara
odaklanmak yeterlidir. Ayrica belirtmedikce fonksiyonlarimiz bu tipten ola-
caktir.

Teorem 3.3.3 (Lebesgue Monoton Yakinsak-lik Teo-remi) Her k €
N igin fi, : A = Ry X-dlgiilebilir ve fi 1 f ise f de \-élgiilebilir ve [, fi 1
Jat

Kanit. [0, i) 6lgtlebilir ve [0, fi) 1 [0, f) oldugundan [0, f) de &l¢iilebilir.
Olgiimiiz alttan siirekli oldugundan A,+1([0, %)) T Ax1([0, £)). |

Onerme 3.3.4 f,g: A — R, \-Glgilebilir fonksiyonlarsa asagidaki oner-
meler gecerlidir:

(i) f<gise [, f <[40

(ii) I sayilabilir olmak iizere {A4;},.;, Amin Lebesgue &lgiilebilir kiimelere

bir parcalanigi ise
IRE R

1€l
(iil) [, 1a = An(A).
(iv) A bir sifir kiimesi ise [, f = 0.
(v) Hemen her yerde f =g = [, f= [,9.
(vij 0<peRise [,pf=p[, [

i) [4(f+9) = [4f+ [a9
Kanit. Tiim bu 6nermelerin algimizda geometrik karsiligi vardir.

L TSI RDCD0 = hn0.1) S den(09) = [ <
g.

. (ii) fi == f|A; dersek her seyden once [0, f;) = [0, f) N (4; x R) oldu-
gundan f; Lebesgue dlgiilebilir. [0, f) = | |;;[0, f;) oldugundan sav A,41’in
toplamsalligindan cikar.

(i) f414 = dnet(0,14)) = Ausr(A x [0,1)) = Au(AA([0, 1)) =
An(A).

(iv) [0, f) € A x R ve A x R bir sifir kiimesidir. Bu sav1 verir.

( ) S C A bir sifir kiimesi ve her z € A\S i¢in f(z) = g(x) olsun. (ii) ve

Foefot i foo o o |

(vi) T : R**! — R+ déniisiimii T(z, 2p41) = (2, prpy1) olsun. Q € Q"
ve ap+1 > 0 olmak lizere, T' doniisimi Q' = @ X [0, an+1) kutusunu Q" =

(iv)
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Q@ % [0, pan+1) kutusuna resmeder. A\p,11(Q") = pan+1An(Q) = pAn+1(Q").
Dolayisiyla buradan A,+1([0,pf)) = pAn+1([0, f)) elde ederiz. Bu, sav1 verir.

T

Sekil 3.3: Onerme 3.3.4(vii)’ye gorsel destek.

T

(vii) Gorsel olarak agikar olan bu savin kanitini vermeyecegiz. Ilgili okur
[31], s.378’e bakabilir. Bu sav Riemann yaklagiminda, yakinsak iki toplamin
toplamlarinin da yakinsak ve toplamin limitinin limitlerin toplamina esit
olmasi anlamina gelecektir. |

Onerme 3.3.5 f: A — R olsun. [0, f) nin 6lgiilebilir olmas [0, f] 'nin
olciilebilir olmasina denktir ve bunlardan birisinin o6l¢ilebilir olmast duru-
munda Ant1([0, f)) = An41([0, f]). Dolayswyla f X-élgiilebilirse Gy grafe bir
sifur klimesidir.

Kanit. (1) [0, f) olciilebilir olsun. Her £ € N* igin f := (1 4+ 1/k)f olsun.
Bu durumda bir S C A x {O}kiimesi ile

0, f] = ( N [vak)> LS. (3.26)
keN*

Her [0, fi) olciilebilir, dolayisiyla ([0, fi) Olgiilebilir. Ayrica A x {0} de
R"*! §lgiilebilir ve bir sifir kiimesi oldugundan (3.26) ile [0, f] dlgiilebilir.
Eger A\1+1([0, f)) = oo ise [0, f) C [0, f] oldugundan A, +1([0, f]) = +o00 =
An+1([0, f)) olur. A\py1([0, f)) < +oo ise

Ant1([0, f)) = (14 1/k)An11 ([0, f)) < +o0
olacagindan, [0, f1) } N[0, fx) oldugunu da gézetirsek, Onerme 3.2.20 (ii) ile

A ()10, £)) = Tim A 110, £i)) = B (1+1/k) A 110, £)) = Ania (0. )

olur. Ax {0} ise R"*1’de bir sifir kiimesi oldugundan (3.26) ile A, 11 ([0, f]) =
An+1([0, f) olur.
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Sekil 3.4: Tam grafalt1 (—oo, f)

(i1) Simdi [0, f] olgiilebilir olsun. Bu kez her k& € N* i¢in g := (1 —
1/k)f olsun. Yine A x {0}’a diigen bir S sifir kiimesi ile [0, gi|1([0, f) L S)
oldugundan, Onerme 3.2.20 (ii) ile A,11([0, f]) = A\ux1([0, f) olur. |

Sonug 3.3.6 f’nin \-dlgilebilir olmasi (—oo, f) nin dlgilebilir olmasina
denktir.

Kanit. [f,0] kiimesi tam da [0, fT]mn H := R"™ x {0} hiperdiizleminde
yansimasidir; dolayisiyla biri Olgiilebilirse digeri de Olgiilebilir. Diger yandan
A X (—00,0] ve A x (—00,0) kutular1 Lebesgue 6lgiilebilir.

f M-6lgiilebilirse , H’ye diigen bir S sifir kiimesi ile

(=00, f) =[0,f7) U ((A x (=00, 0D\[£,0) U S

oldugundan (—oo, f) olgiilebilir.
Tersine (—oo, f) dlgiilebilirse [0, f) = (—o0, f)\ (A x (—00,0)) dl¢iilebilir
ve bir § sifir kiimesi ile

[£,0] = ((=00, /)N (A x (=00,0))) U S
de ol¢iilebilir. Ozetle f+ ve f~ de A-6lciilebilir. ]

Onerme 3.3.7 Her k € N i¢in fi, : A — Ry A-6lgiilebilirse liminf f;, ve
limsup fi de A-dl¢iilebilir.

Kanit. fy, := inf;> fi(z) , fr = sup;>, fi(z) olsun. Onerme 3.3.5’ten dolay1

[0, fi) ve [0, f;] kiimeleri 6lgiilebilir oldugundan,

[0, fi] = (00, £i] ve [0, fi) = |J[0, fi)

i>k >k

kiimeleri olgiilebilir. Bu ve fi  f := liminf f, fr \y f := limsup f
bagintilar: savi verir. |
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Sekil 3.5: Lebesgue Sinirlandirilmig Yakinsaklik Teoremi.

Sonug 3.3.8 fi : A — Ry A-dl¢giilebilir fonksiyonlar ve fr, — f ise f de
A-6l¢iilebilir.

Kamt. f; — f oldugundan f; 1 f olur. [0, f) 1[0, f) ve her f; A-Olgiilebilir
oldugundan [0, f) Lebesgue olgiilebilir. |

Teorem 3.3.9 (Lebesgue Simirlandirilmis Yakinsaklik Teoremi) g :
A — Ry Lebesgue integrallenebilir, her k € N i¢cin f, : A — Ry A-dl¢iilebilir
ve 0 < fr < g olsun. Ayrica fi A, f ise f de Lebesgue integrallenebilir ve

fAf = limy, fA -

Kamit. Sekil 3.5’e bakildiginda bu teoremin savi, kamit gerektirmeyecek ka-
dar, apacik ortadadir. f; ve f;, Onerme 3.3.7’nin kanitindaki gibi olsunlar.
Bu durumda her k igin fi < fi < fi < g, dolayisiyla Ayp1 ([0, fi)) < +o0
olur. Sonug 3.3.8’den dolay1 f A-6lgiilebilir. [0, fx) 1 [0, f) ve [0, fx) | [0, f)
oldugundan Ani1 ([0, fi)) T Aws1([0, £)) ve Aut1(10 i) + At (10, £)). Dic
ger yandan A\,11([0, fx)) < An+1([0, f&)) < Ant1([0, fx)) oldugundan savimiz
Sandvi¢ Teoremi’'nden ¢ikar. |

Uyar1 3.3.10. Teoremimizde g’'nin varligi ¢ok onemlidir. Her & € N* icin
fr :[0,1] = Ry fonksiyonun grafi, [0,1/k|’de tabam [0,1/k] ve alani 1 olan
ikizkenar tiggenin ikiz kenarlar1 ve [1/k,1)’de ise f = 0 olsun. Bu durumda
her k igin fi < g kosulunu saglayan Lebesgue integrallenebilir bir g yoktur.
Ayrica f, > O0vel = [fy = 1 # 0 = [lim f. Bu 6rnekte ve Ornek
2.4.11’de oldugu gibi her fj, ve 3lim fj, = f integrallenebilir ancak lim [ f}, #
[ f olabilir!
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Teorem 3.3.11 (Fatou Onsawn) Her k € N icin f;, : A — R \-

olciilebilirse
/liminf fr < liminf/ fr-
A A

Kamt. f; := inf;>y fi(z) ve f := liminf fy olsun. fi 1 f oldugundan

/Aliminffk:/Af:Iim/Afk. (3.27)

[0, fr) 1[0, f), dd
Diger yandan her m > k i¢in f < f,, oldugundan IAE < inf,, > fA fm-
Dolaysiyla lim [, fi < liminf [, fi. Bu (3.27) ile sav1 verir. [ |

Not 3.3.12 A € L™ smrh, Aq,..., Ax Lebesgue olgiilebilir, A = |_|f:1 A ve a; € R
olmak iizere f =) s ila, tipindeki fonksiyonlara A da sonlu Lebesgue merdivenleri
diyelim ve bu fonksiyonlarin kiimesini Mg;(A) ile gosterelim.

f=>,0la, € My(A) ve a; > 0ise [0, f) = | ], Ai x [0, a;) Slgiilebilir ve

/A FaA = 2na(10.9) = 3 Auia(As x 0,00)) = S aida(4). (328)

f fonksiyonunun, A'nmin bir bagka B, ..., B, pargalanmigina gore gosterimi f = Z]. Bilg,
ise elbette >°. BiAn(B)) = An+1([0, ) = 32, aidn(Ai) olur. My (A) bir R-vektor uzay
ve [, : M (A) — R bir R-dogrusal déniigiimdiir. A

3.3.2 Olgiilebilir Fonksiyonlar

Not. Bu altkisimda fonksiyonlar igin “dl¢iilebilir” kavramini verecek ve bu-
nun bir 6nceki altkisimda verdigimiz “\-6l¢iilebilir” kavramiyla ortiigtiigtini
kanitlayacagiz. Bu kanittan sonra “A-6lciilebilir” yerine de kisaca “Ol¢iilebilir”
adlandirmasini kullanacagiz. Genelde dogrudan olgiilebilir fonksiyonlardan
yola ¢ikilir. Bu nedenle, bir 6nceki altkisimda A-6l¢iilebilir fonksiyonlara ilig-
kin kanitladigimiz teoremleri, bir tekrar da olsa, olgiilebilir fonksiyonlar igin
yeniden kanitlayacagiz. A

(X, T) bir topolojik uzay olmak iizere X teki o(7) o-cebirine X’in Borel
cebiri demis ve dogal topolojiyle alinmig R™'in Borel cebirini B™ ile goster-
mistik.

Tamim 3.3.13 A € L™, (X, T) bir topolojik uzay ve f : A — X olsun. Her
B e o(T) igin f~1(B) € L™ ise f déniisiimii dlgiilebilir diyecegiz.®

8«Ln o (T)-6lgiilebilir” demek daha dogru bir adlandirma olurdu! Topolojik uzaylarda
siirekli fonksiyon tanimina benzerlige dikkat ediniz.
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Not 3.3.14 A € L" ve f : A — R verilsin. f : R* — R fonksiyonu f|A := f ve
flA¢ = 0 olarak agiklansin. Her B € B igin 0 ¢ B ise f*(B) = f~*(B) ve 0 € B
ise f71(B) = f~*(B) U A° olur. Bunun bir sonucu olarak f'nin dlgiilebilir olmas1 fnin
oOlciilebilir olmasina denktir. A

€ ailesi B™’in herhangi bir iiretim sistemi ise: f 6lgiilebilir<=-Her F € £
icin f~!1(E) € L™ Biz ise 3.1.2’de B™"nin epeyce iireten sistemi ile tanistik.

A l) R™ 9 RP olmak iizere f ve g olgiilebilirse, dogrudan tamimdan, g o f
olciilebilir. Ozellikle her siirekli f olciilebilir. Bizi ézellikle B ve R'nin B*
Borel cebiri ilgilendirmektedir. Bu arada

B'={BUC|BeB', CC{-00,+x}} = {ACRANR € B'}

oldugu kolayca goriiliir. Her f : A — R fonksiyonunu bir f : A — R fonk-
siyonu olarak digiinebiliriz. f : A — R fonksiyonunun &lgilebilir olmasinin
f: A= R fonksiyonunun Slciilebilir olmasina denk oldugu kolayca goriiliir.
Dolayisiyla f : A — R fonksiyonlarina odaklanmak yeterlidir.

Bir f : A — R fonksiyonu ve bir ¢ € R icin

{f>ch=F" (e, +00]), {f=cp:=f"" (e, +00]) ve
{f <ch=F([-00,0), {f<c}:=f"([~00.d])
olarak acgiklansinlar.
E = {(c,+od]lc € R}, & := {[c, +c]|c € R} ve
&) = {[-0o0,c)lc € R}, & = {[~o0,c][c € R}

ailelerinin her biri B"in bir iireten sistemi oldugundan izleyen énsav apacik-
tar.

Lemma 3.3.15 f: A — R élgiilebilir <= Her c € R igin {f > ¢} 6l¢ii-
lebilir <= Her ¢ € R i¢in {f > ¢} dlgilebilir <= Her ¢ € R i¢in {f < ¢}
olgilebilir < Her ¢ € R igin {f < ¢} olgilebilir.

Ayrica bu, dogrudan asagidaki bagintilardan da goriilebilir:

{ch}:ﬁ{f>c—]1€}, {f>c}:pj{fzc+li} ve

{(f<ag=A{Fzc}, {f<c=A\{f>¢}.

Lemma 3.3.16 A, B élgiilebilir, BC A ve f : A — R olsun.
(i) f olgiilebilirse f|B de élgilebilir.
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(i1) I saylabilir, her i € I i¢in A; C A olgilebilir ve f|A; olgilebilir olsun.
Bu kosullarda A = J;c; A; ise f de dlgiilebilir. A’da hhy f = g ve f

Olciilebilirse ise g de dlgiilebilir.

Kanit. {f|B > c} = {f > c¢}NB; bu (i)yi verir. {f > c} = U, {f|4i > c}
bu (ii)’yi verir. Simdi S C A bir sifir kiimesi ve A\S’de f = g olsun. Dola-
yistyla g fonksiyonu A\S’de olgiilebilir; S bir sifir kiimesi oldugundan S’de
de 6lgiilebilir, sonugta (ii) ile A’da 6lgiilebilir. |

frg: A=R"ise {f>g}:={z € Alf(z) > g(z)} olsun.
{f =g}, {f =9}, {f # g} kiimeleri benzer bi¢cimde tanimlanirlar.

Onerme 3.3.17 A€ L£" ve f,g: A — R élgilebilirlerse {f > g}, {f > g},
{f =g}, {f # g} kiimelerinin her biri ol¢ilebilir.

Kamt. f(z) > g(x) <= 3r € Q (f(x) > r > g(x)) oldugundan

{r>at=UJUr>rn{r>gh.

reQ

{f >r}n{r> g} Lebesgue dl¢iilebilir oldugundan, sayilabilir ¢oklukta &l-
giilebilir kiimenin birlesimi olarak {f > g} Lebesgue 6l¢iilebilir. Dolayisiyla

swasiyla {f > g} = {g> [}, {f=9} = {f 2 g}\{f > g} ve {f # g} =
{f = g} kiimeleri de olgiilebilirler. m

Onerme 3.3.18 f,¢: A — R dlciilebilir vec € R, p > 0ise f+, f~, cf, | fIP
(burada (+00)? := 400 alinacaktir), A’da sifir degerini almiyorsa 1/f, fg
ve ejer her yerde tanymbiysa f + g fonksiyonlary da dl¢iilebilir.

Kamit. A" := {|f| < +oo}, F™ := {f = +o0} ve F~ := {f = —oo} olsun.
I+, f, cf | fIP ve 1/ f fonksiyonlar, sirasiyla @(t) := t+,t7, ct, [t|P, 1/t(t #
0) olmak {izere ¢ o f fonksiyonlaridirlar. ¢ fonksiyonu f(A’)’de siirekli ol-
dugundan ¢ o f fonksiyonu A”’de olgiilebilir. Bu fonksiyonlarin her biri ise
F* ve F~ de sabit degerler aldiklarindan bu kiimelerde ol¢iilebilir; Onsav
3.3.16 (ii)’den dolay: ise fonksiyonlar A’da olgiilebilirler.

Simdi f+ g fonksiyonu A’da tamimh olsun. Her ¢ igin ¢(t) = ¢ —t siirekli
oldugundan ) o g = ¢ — ¢ dlciilebilir. Dolayisiyla Onerme 3.3.17 ile her ¢ € R
igin {f + g > c} = {f > c— g} dlciilebilir. Onsav 3.3.15’ten f + g lciilebilir.

Ao :i={f = +oo}U{g = oo} = FTUF~UGT UG~ kiimesi dlgiilebilir.
Dolayisiyla fg'nin Ay := A\ As’da 6lgiilebilir oldugunu kanitlamak yeterli-
dir. f ve g fonksiyonlarimin A;’deki degerleri R’de oldugundan A;’de, simdiye

kadar kamtladiklarimizla, fg = 1 (| f4+ag? =117 - g|2> fonksiyonu olgiile-
bilir. |
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Sonug 3.3.19 f élgiilebilir<=fT, f~ élgiilebilir.
Her k € N icin f; : A — R ise, bilindigi gibi her « € A icin:

(él;% fk> () = inf {fr(z)|k € N}, (sup fk> () = sup {fx(z)|k € N}
> k>0

hmkmf fi = s&p < k1§7fn fk> ve hmksup fr = n%f ( :;E ) .
Onerme 3.3.20 Her k € N icin fi, : A — R 6lgilebilir olsun.
(i) infy fi, supy fx,liminfy fi, imsupy fi fonksiyonlar da ol¢ilebilirler.
(ii) {x € A|Flim fr(z)} olgilebilir.
(iii) Her x € A igin (fr(x)) yakinsaksa f = lim fi, dlgilebilir.

Kanit. (i) Bu savlar agagidaki bagintilardan ¢ikarlar:

{sipfk gc} =(D{fk <c} ve {n;ffk zc} =(D{fk > c}.

(ii) Onerme 3.3.17 ve {x € A|3lim f(z)} = {liminf f;, = limsup f} }’den
gikar. (iii) ise dogrudan (ii)’den ¢ikar. [ |

Not. Analizdeki tiim bildik limit iglemleri bizi 6lgiilebilir fonksiyonlardan
Olciilebilir fonksiyonlara gotiiriir. A kiimesi ol¢iilemezse 14 fonksiyonu 6lgi-
lemez. Olgiilebilir fonksiyonunun tanimindan dolay1 6lciilemeyen bir fonksi-
yonun varlig: 6l¢iilemeyen bir kiimenin varligina denktir. Bu nedenle pratikte
kargilagtigimiz fonksiyonlar hep 6lgiilebilir fonksiyonlardir. A

Onerme 3.3.21 f: A — [0,400] dliilebilir fonksiyonu verilsin. @, : A —
[0, 4+00] sonlu basamakly merdiven fonksiyonlari, (¢r) monoton artan bir dizi
ve her x € A i¢in f(x) = limg ¢ (x) olacak bigimde bulunabilir. Eger f
swnarly ise bu yakinsaklgin diizgin olmast saglanabilir.

Her f : A — R élgiilebilir fonksiyonu icin, sonlu basamakl merdi-
ven fonksiyonlarimn bir (vy) dizisi, her x € A igin |Yr(x)] < |f(z)| ve
limg, ¥ () = f(x) olacak bigimde bulunabilir.

Kanit. Her k € N* igin Cy := {f > k} = f~! ([k, +x]) ve
Apy = {y.zf’“ <f< (1/—1—1)-2*’“}
— 1 ([1/ 27k (1) 2—"3)) L0 << k2,

Y = Z u-2_k-1AkV—|—k:-lck
0<v<k2k
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olsunlar. Ay, = Ag1,20UAk11,2041 oldugundan ¢y < ¢py1. Ayrica f(z) < k
ise 0 < f(x) — pp(x) < 27F oldugundan oi(x) ~ f(x) oldugu kolayca
goriiliir. Eger f sirh ise 0 < f(x) — op(x) < 27 esitsizliginden goriildiigii
gibi bu yakinsaklik diizgiindiir.

f : A — R &lciilebilir ise monoton artan sonlu merdivenlerin (wlj) ve
(@Z),;) dizileri Qﬂlj A fHve, 2 f olacak bigimde segilir ve 1y, 1= wlj -
olarak tammlanirsa || < |f| ve f = limg 9. |

“X-olciilebilir” ve “Olciilebilir” kavramlar: denktir, kanitlayacagiz. Once
iki Onsav.

Lemma 3.3.22 Olgiilebilir f : A — [0,400) fonksiyonlar: \-él¢iilebilir
fonksiyonlardar.

Kanmit. p > 0 igin Ay, := {f > p} olsun. Varsaymmimizdan A, bir 6lciilebilir
kiimedir. Ayrica her (z,y) € A, % [0,p) i¢gin y < f(z) olacagindan (z,y) €
[0, f) ve sonugta B, := Ay, x [0,p) C [0, f) olur. Carpim teoreminden dolay1
B, C R+ kiimesi 6lciilebilir. Simdi » > 0 rasyonel sayilarini rq, 71,72, . . .
olarak siralarsak bu durumda [0, f) = |, Br,, sayilabilir ¢coklukta 6l¢iilebilir
kiimenin birlegimi olarak 0lgiilebilir. Dolayisiyla f A-6lgiilebilir. |

Onsavin bir sonucu olarak dlciilebilir f icin / 4 J tammhdar.
Lemma 3.3.23 f: A — [0,+00) dlgiilebilir ve [, f =0 ise hhy f(x) = 0.
Kamt. f élgiilebilir oldugundan [, f tammhdir(bkz. Onsav 3.3.22) ve [, f =

An41([0, f)) = 0. Her k € N* icin Sy := {f > 1/k} Olgiilebilir ve Sy x
[0,1/k) C [0, f) oldugundan, Carpim Teoremi ile

0< M(Sk) - & = Ania (i x [0,1/K)) < Mg ([0, ) = /A f=0

| =

olur. Buradan her £ icin A, (S;) = 0 elde edilir. Dolayisiyla S := (J;~; Sk C
A bir sifir kiimesidir ve her z € A\S igin f(z) = 0. N [ |

Teorem 3.3.24 f: A — [0,+00) fonksiyonun dl¢iilebilir olmast i¢in gerek
ve yeter kosul A-dl¢ilebilir olmasidar.

Kamt. Savin bir y6niinii Onsav 3.3.22’de gosterdik. Diger yonii iki adimdal
kanitlayacagiz. f A-6lgiilebilir olsun.

(1) A= Q € Q" bir kompakt kutu ve 0 < M € R olmak iizere her x € A
i¢cin f(x) < M olsun. Teorem 3.2.24(ii) ile kapali K; C [0, f) C @ x [0, M]
kiimelerini ve bir F' Fy-kiimesini K; T F C [0, f) ve Apt1(F) = M11([0, f))
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olacak bicimde segebiliriz. K;’ler aym1 zamanda smirli olduklarindan, kom-
pakttirlar.

i) = {maX{y!(%y) €Ki} K;N(QxR)#0
o JKiN(QxR) =10

olsun. (g;) dizisi monoton artan ve tstten sinirl oldugundan bir g fonksiyo-
nuna yakisar; ayrica g < f ve A\,4+1([0,9)) = An+1([0, f)). Diger yandan g;
{istten yansiireklidir, dolayisiyla élciilebilir?. Her r € R igin ¢g~!((—o0,7)) =
U, 9; 1 ((—o0, 7)) agik oldugundan g élgiilebilir. Benzer bigimde, Teorem 3.2.24(i)
ile U; agik kiimeleri [0,f) € U; € @ x [0,M], U; | U ve A\y1(U) =
An+1([0, f)) olacak bi¢imde segebiliriz. Bu kez

hi(z) == max {y|(z,y) € K;} ,U;N(QxR)#0
o UN(QxR) =0

olarak tamimlarsak h; fonksiyonlar: alttan yarisiireklidir; ayrica h; | h ise
f < hve Ms1([0, 1)) = Ant1([0, f)). Dolayisiyla her r € R igin by *((r, +00))
kiimesi aciktir; dyleyse olgiilebilir. Sonug olarak her r € R igin h=!(r, +-00) =
N; kit ((r, +00)) olgiilebilir. Sonugta h dlgiilebilir, f < h ve A\y11([0, f)) =
A+1([0,h)). g ve h fonksiyonlarn olgiilebilir. ¢ < f < hve [g< [f< [h
ve h = g+ (h — g) oldugundan [(h — g) = 0 olur. Onsav 3.3.23’ten dolay1
A’da hhy h — g = 0. Dolayisiyla A’da hhy f = h ve h 6lgiilebilir oldugundan
f olgiilebilir.

(2) A C R™ herhangi bir kiime olsun. Her £ € N* igin Q} = [k, k] X
- x [=k,k] C R™ olmak iizere Ay = AN Q} olsun. fi, : QF — [0,+00)
fonksiyonu

~Jmin{f(x),k} x€ Ay
fe(w) == {0 v e QZ\Ak

olarak agiklansin. fj dl¢iilebilir oldugundan (1)’den dolay: dl¢iilebilir. Dola-
yistyla Q7'de fi, ve R"\Q}’de = 0 olarak agiklanan fe : R® = [0,400) fi
fonksiyonu 6l¢iilebilir. f : R™ — [0, 4+00) fonksiyonu A’da f ve R™\ A’da ise
= 0 olarak agiklansin. fk T f oldugundan f Olciilebilir. Dolayisiyla f = f |A
Olgiilebilir.

|

Not 3.3.25 Big, i¢ 6lgii ve ozelliklerine girmedik. I¢ 6lgiileri isleyen [9]’da “A-6lgiilebilir
fonksiyonlarin 6lgiilebilir” olmasinin giizel bir kamitin1 bulabilirsiniz. Bu kamit1 kisaca

X bir metrik uzay ve f : X — R olsun. Her a € X ve lim z; = a olan her (z;) C Xdizisi
i¢in limsup f(z;) < f(a) ise f fonksiyonu X’te listten yari siireklidir denir. f’nin {istten
siirekli olmasi i¢in gvyk her » € R i¢in f~'((—o0,r))’nin agik olmasidir.
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ozetleyecegiz.E C R™ herhangi bir kiime, I = [0,{] (I > 0) ve Q := E X I olsun. Bu
durumda
Ans1(Q) = (B ve A,1(Q) = n(E). (3.29)
Dolayisiyla @Q’nun 6lgiilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul E’nin Olgiilebilir olmasidir
ve bu durumda A, +1(Q) = A\ (E) - I (Bu, i¢ dlgiiye girmeden, Garpim Teoremi 3.2.26 ve
Yaklagim Teoremi 3.2.23 ile de goriilebilir).
f:+ A — [0,400) fonksiyonu A-6lciilebilir olsun. Her I,h € R ve h > 0 igin S;p :=
X [I,14+h) olsun. S, ve [0, f) dl¢iilebilir olduklarindan F} , := S;,, N[0, f) de Slgiilebilir.
Ay :={f > [} olsun. Elbette Aj+,, C Ay ve h | 0igin Ajyp T A;. Budurumda I = [0, h)
olmak lizere Ajyp x I C Fi, C A; x I olur. Buradan, i¢ ve dig 6lgiilerin monotonlugu ve
(3.29) ile

hAn(Airn) = Ant1(Arpn X I) < A1 (Fin) < A, (A X T) = hAn(A).
Buradan h | 0 ile A\, (4;) < A (A;) olur; dolaysiyla A; &lgiilebilir. Ozellikle Ag = {f > 0}
Olgiilebilir, dyleyse {f = 0} = A\ Ao Olgiilebilir. r € R ve r < 0 ise {f > r} = AgU(A\Ao)

de olgiilebilir. Sonugta her r € R igin {f > r} dlgiilebilir, dolayisiyla f dlgiilebilir.
A

Uzlagma: “)\-6lgiilebilir” ve “6l¢iilebilir” denk kavramlar oldugu i¢in bundan
sonra her iki kavram icin yalin olarak “Olgiilebilir” adlandirmasini kullana-

cagiz.

Simdi 3.3’te s6ylenen, deger bolgesinin pargalaniglariyla caligmanin yeterli

olacag savina aciklik getirelim. Once A C R™ smirh ve dlciilebilir olsun.
f+ A — R bir sinirh ve olgiilebilir fonksiyon ve f(A) C [a, ] olsun. f > 0
durumunu irdelemek yeterlidir. o < 1 < I’ < B igin daima f~1([I,1')) Le-
besgue olgiilebilir. a = lp < 1 < -+ <l = [ olmak ilizere 1 < ¢ < k
igin Y; = [li—1,l;) ve A; = f1(V;) olsun. Y := {V1,...,Y}} olmak iizere
||y|| = IaXj<i<k ’ll — li_ﬂ olsun. m; = 1nff(AZ) ve .1\4Z = supf(Ai) ol-
sun. a; € A; nasil segilirse segilsin daima ;1 < m; < f(a;) < M; < [;
gegerlidir. A(f,Y) = > mi A (4i), U(f,Y) == > MM (Ai) ve R(f,)) =

> flai)An(Ai), ayrica gy i= 3 oo lim1la, ve @y =37 lila, olmak
uzere

D Lida(A) ALY SR(EY) SULY) <Y Lida(Ai)  (3.30)

1<i<k 1<i<k
gecerlidir. Simdi ) parcalanigini inceltirsek
/ 2y =An1((0,09) = Y li1ha(A
A 1<i<k

artarken [, @y = App1([0, ®y]) = D0 1cicp lidn(Ai) azalir. [|Y[| < e ise
|[4®y — [, 0| < eXn(A) gegerlidir. Dolaysiyla I := supy Ap41([0, 0y]) =
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infy A\p11([0, ®y]). Daima ¢y < f < @y oldugundan I = [, f = A\pp1([0, f])
olur. Boylece, A sinarl ve f : A — [0, +00) suarl ve dlgiilebilirse [, f Lebes-
gue integralini, Riemann integralinde oldugu gibi, sonlu Y parcalanislarindan
kazamlan sonlu R(f,Y) toplamlarwyla kazanabilecegimizi égrendik.

Simdi A 6lgiilebilir ve f : A — [0, 4+00) dlgiilebilir olsun. Her k& € N* i¢in
Q) := [k, k] x -~ x [k, k] CR" olmak iizere Ay := ANQy olmak iizere
fie A — [0, +00) fonksiyonu

k
Jw(@) = {£ flz) >k

olarak tammlansm. Yukaridaki paragrafta [ Ay Ji) ele alindi. Diger yandan
S T f ve [0, fig] 110, f) oldugundan

Af:kETmA[k] f[k]

olur. Son iki paragraf Lebesgue integraline bir bagka yaklagimin kisa 6ze-
tidir ve A'min, deger bolgesinin ) parcalaniglarindan elde edilen, f=1())
parcalaniglariyla caligmanin yeterli olacagini da 6grenmis olduk.

3.3.3 Riemann Tipi Yaklagim

Uzlagma: Bu altkisimda A hep Lebesgue Olciilebilir bir A € R™ kiimesini,
K ise R veya C olmak tizere V' daima bir K Banach uzayini gosterecektir.
Fonksiyonlarimiz ise daima A’da tamiml V degerli olacaktir. Ozellikle daima,
f+ A— V olacaktir.

A € L" olmak iizere A'nin bir Z pargalanigindan A = | |;.; A; olan bir
{Ai}icr C LY sayulabilir ayrik ailesi anlagilacaktir. A'nin sayilabilir parcala-
niglarmin kiimesi 3 4 ile gosterilecektir. Bir Z = {4;},.; € 34 parcalanmigin
bazen Z = {4;},-, olarak gosterecegiz; boyle yazdigimizda bir k£ € N ile her

i > kigin A; = 0 olabilir. A'nin Z = {A;} ve Z2' = {A;} gibi iki parcalanisi
verildiginde her bir A; bir takim A;’lerin birlegimi olarak yazilabiliyorsa —
baska sozlerle, her bir A} bir A;’nin altkiimesi ise — Z’ parcalanmis1 Z parcala-
nigindan daha incedir diyecek ve bunu Z < Z’ ile gosterecegiz. Z = {A;} ve
Z = {A;} parcalaniglarinin her ikisi de 34’da ise Z2' := {Ai N A;} €34
ve Z < 22 2 < ZZ'. Ozetle (34, <)yukar1 dogru yonlenmis bir kiimedir.
Z = {Ai}jc; € 34 ve her i € I igin bir a; € A; segilmigse, bunu yine ki-
saca Z(a) ile gosterecegiz. Bu Z(a)’larm kiimesini yine 3% ile gosterecegiz.
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Z(a), Z'(a’) € 3% icin yine
Z(a) < Z'(d) = Z2=<Z

olarak aciklansim. (3%, <) yukar1 dogru yonlenmisgtir.
Bir B C A i¢in

sI(f, B) := sup | f(z) = f(y)l,

z,yeB

sl(f, B) = +oo olabilir. Her Z = {A;};.; € 34 icin bu kez

SI(f, 2) =Y _sI(f, Ai)An(Ay).
i€l
Elbette SI(f, Z) = +oo olabilir.

Eger V' # R ise f’nin grafalti anlamsizdir; benzer bigimde alttoplam,
isttoplam, altintegral ve iistintegral kavramlar: anlamini yitirir. Diger yan-
dan Lebesgue integralinin Riemann integralini genellestirmesini istiyorsak,
ozellikle her Riemann integrallenebilir fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir
olmasini istiyorsak, f fonksiyonumuz e-6lgiitii benzeri bir kogulu saglamali-

dur.

Tanmim 3.3.26 Her ¢ > 0 i¢in bir Z € 34 parcalamg: SI(f, Z) < e olacak
bicimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu e-ol¢iilebilir diyelim.

Sonug 3.3.27 f,g : A — V fonksiyonlar: e-6l¢ilebilir ve a,b € K ise
af +bg ve || f| fonksiyonlars da e-6l¢iilebilir.

Kanit. Savimiz dogrudan
Sl(af + bg, Z) < ||al| SI(f, Z) + [|b]| Sl(g, Z)

ve SI(||f]|, Z) < SI(f, Z) esitsizliklerinden ¢ikar. [ |

f fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir olmasi i¢in e-6lgiilebilir ol-
mas1 bir 6n kosuldur. Z = {A;},.; € 34 ve her i € I igin v; € V olmak
lizere f:= ), ;vily, tipindeki fonksiyonlara basit fonksiyonlar diyelim.
i,j € I icin 7 # j oldugunda daima v; # v; ise f normal gosterimdedir
diyelim. Her basit fonksiyon normal gosterime getirilebilir. SI(f, Z) = 0 ol-
dugundan her basit f fonksiyonu e-ol¢iilebilir.

Riemann integralinde, A € J" ve f : A — R sumurly, Z = {Aq,..., Ay} €
3(A) ve a; € A; olmak {izere, Zle f(ai)jn(A;) toplamlarimin limitlerine
odaklandik. f(a;),jn(4;) € R oldugu igin bu sonlu toplamlar1 olugturmada
bir sorunla kargilagsmadik.
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Simdi ise I sayilabilir ve Z(a) = {A;},;c; € 3% olmak iizere

R(f,2(a) ==Y f(ai)An(A)) (3.31)

el

Lebesgue toplamlarinin limitine odaklanacagiz. Riemann integralindeki
sonlu toplamlardan sayilabilir toplamlara gectik.
Ancak (3.31)’in bir anlami olabilmesi i¢in her seyden énce her bir ¢ € T

icin f(ai)\n(Ai) € V, dolayisiyla A, (A4;) € R olmalidar.

35 ={Z={A},c; IViel: \(A;) < +o0} ve
3 ={2e3ilZze3i}

olsun. Yine (3.31)’in bir anlami olabilmesi igin (f(a;)An(Ai));c; ailesi topla-
nabilir, dolayisiyla mutlak yakinsak olmalidir; 6zetle

D (@) An(As) < +oo (3.32)

el

olmahdir. Simdi A, (A) = +oo ve bir 0 # v € V ile f = v olsun. Her Z par-
galanigi i¢in SI(f, Z) = 0 oldugundan f fonksiyonu e-6lgiilebilir. Ancak Z €
3% nasil secilirse segilsin daima Y, ;|| f(ai) || A (Ai) = D icr V]l An(As) =
[0l An(A) = 400!

Not 3.3.28 Daha 6nce M, (2) Riemann merdiven fonksiyonlar ile tanigtik.

Mi(A, V)

= {Z vila,|vi €V, Z={Ai},.; €35 ’Z/\”(Ai) [Jvsl| yaklnsak}

i€l i€l

kiimesine A’daki Lebesgue merdivenlerinin kiimesi diyelim. Riemann merdivenlerinde
oldugu gibi M;(A,V) bir K-vektor uzay1 oldugu kolayca goriiliir. Riemann merdivenle-
rinde oldugu gibi, eger ZiezvilAi ve Zje] w;lp;, f Lebesgue merdiveninin iki farkh
gosterimi ise 7,/ [lvill An(Ai) = 37, ; [lwjl| An(B;) oldugu kolayca gériiliir ve

/Afz/AfdAn = vida(A))

iel

olarak agiklanir. [, : M;(A,V) — V doniigiimiiniin K-dogrusal oldugu kolayca goriiliir.
Kolmogorov-Fomin [24]'te K = R ve V = R durumunu incelerler. Lebesgue merdivenleri
(Altkisim 3.3.2 anlaminda) 6lgiilebilir fonksiyonlardir. h dlgiilebilir, (fx), (gx) C Mi(A,R)

ve fi N h, gk A b ise lim fA fr = lim fA gr oldugunu kanitlar ve fA h = lim fA fr
olarak agiklarlar. A’da Lebesgue 0l¢iilebilir fonksiyonlar tam da bu tip h fonksiyonlardir
ve [ 4 h ise onlarin Lebesgue integralidir. Biz bu yolu izlemeyecegiz; ancak okura bu giizel
kitaba gbz atmasini 6neririz. A



3.3. LEBESGUE INTEGRALI 149

Lemma 3.3.29 f: A =V, Z = {A;};5; € 35 ve SI(f, 2) < ¢ olsun.
ai,a; € A; olmak dizere Y-~y f(ai)An(Ai) ve 3051 faj)An(A;) serilerinden

biri mutlak yakinsaksa digeri de mutlak yakinsaktir ve

Z flai)n(Ai) — Z f(a;))‘n(Ai) <e. (3.33)

i>1 i>1

Kanit. Her ¢ > 1 i¢in

| £(ai) M (A7) = Flap)Mn(A)|| = || F(ai) = f(a))|| Mn(As) <sU(f, 2)An(As),
dolayisiyla
D I (a)ha(4s) = flap)ha(A)] < e
i>1
ve sav buradan ¢ikar. |

Lemma 3.3.30 Z,Z' € 34 ve Z < Z" ise SI(f, 2") < SI(f, Z).
Kamit. Z = {4;},5, ve Z’ = {B;},,, olsun. Paketleme teoremi ile

SI(f, 2") =Y _sl(f, B)An(By) = ( > s, Bj)/\n(Bj)) <

i>1 i>1 \B;cA;

i>1 \B;CA; i>1

Onerme 3.3.31 f: AV, Z= {Ai}icr ve 2" = {A’} parcalanaslar:

35 'da olmak izere SI(f, Z) < 4oo, SI(f,2) < +o0 olsun Bu kosullarda
R(f,Z(a)) ve R(f,Z'(a") Lebesgue toplamlarndan biri mutlak yakinsaksa,
digeri de mutlak yakinsaktir ve

|R(f, Z(a)) — R(f, Z'(d"))|| < SIS, Z)+SIf, 2). (3.34)
Kamt. (1) Z < Z’ olsun. R(f, Z(a)) mutlak yakinsaksa

D @)l An(As) =D (1 (@) ( D (4 ) (3.35)

el el A’ CA;

= > (@)l An(4)) (3.36)

i€l,j€J,B;CA;
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olur. Tersine (3.35) esitliginin sagindaki seri yakinsaksa solundaki seri de
yakinsaktir. Dolayisiyla mutlak yakinsaklik durumunda

> flad(A) = > fla) (4] (3.37)

i€l ieI,jeJ,A;cAi

(3.37) esitliginin sagindaki serinin terimlerini 3, ; f(a’;) A, (Aj) serisinin te-
rimleriyle kiyaslayacagiz. Her sonlu alttoplam igin

> @) = fa)|| An(A) <D sI(f, A An(Af)
%] %7

J
< Zsl(f, A A (Ay) <SI(f, 2Z).

Dolaysiyla R(f, Z(a)) ve R(f,Z'(a’)) Lebesgue toplamlarindan biri mutlak
yakinsaksa digeri de mutlak yakinsaktir ve

|R(f. 2(a)) = R(f, 2'(d"))|| < SI(f, 2)

gecerlidir.

(2) Genel durumda 2" := ZZ" = {A{'}, - olsun ve aj € A] noktalar1
keyfi segilsinler. Bu durumda (1)’den dolay1 R(f, Z(a))nin ve R(f, Z’(a’)) niin
mutlak yakinsakliklari, ayr1 ayr1 R(f, Z”(a”))niin mutlak yakinsakhgina
denktirler. Dolayisiyla R(f, Z(a))'nin mutlak yakisakhgy R(f, Z'(a")) niin
mutlak yakinsakligina denktir ve

|R(f,2(a)) — R(f, 2'(a"))|| <||R(f, 2(a)) — R(f,2"(a"))]]
+[[R(f,2"(a")) = R(f,2'(d))]
<SI(f, Z) + SI(f, Z').

Lebesgue integrali, Riemann integralinde oldugu gibi Lebesgue toplam-
larinin limiti olacaksa, f fonksiyonumuz i¢in elimizde en azindan mutlak ya-
kinsak bir Lebesgue toplamimiz olmalidir. Dolayisiyla fonksiyonumuz, (AK)
ile gosterecegimiz bir asgari kogulu saglamalidir:

(AK) 3Z(a) € 3% (SI(f, Z) < 400 ve R(f, Z(a)) mutlak yakinsak.)
Onsav 3.3.29 ve 3.3.31’den dolayn,
37 :=1{2 € 33ISI(/, 2) < +oo}

olmak tizere her Z(a) € 3}< icin R(f, Z(a)) mutlak yakinsaktir. Dikkat
edilirse (R(f,Z(a)))Ze3»}<, V’de bir agdir.
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Lemma 3.3.32 f: A — V fonksiyonu e-él¢iilebilir ve (AK) asgari kosu-
lunu saglyorsa (R(f, Z(a)))ZGSJf agr V' ’de bir Cauchy agidir; dolaysiyla V

tam oldugundan bu ag yakinsaktur.

Kanit. f fonksiyonu asgari kogulu sagladigindan 3? # (). & > 0 keyfi verilsin.
f fonksiyonu e-6lgiilebilir oldugundan SI(f, A) < &/2 olacak bi¢imde bir
A € 34 vardir. Her B € 35 i¢in Onsav 3.3.30dan C := AB € 35 ve
SI(f,C) < e/2 olur. Her 2,2’ € 35 i¢in C < Z ve C < 2’ ise Onsav 3.3.30
ve 3.3.31 ile

|R(f,2) — R(f. 2")|| < SU(f,2)+SUf, 2') <&

elde edilir. Dolayisiyla (R(f, Z) Ze3ts bir Cauchy agidir ve Teorem 1.1.5’ten
dolay1 yakinsaktir. |

Tanim 3.3.33 f: A —V (AK) kosulunu saglayan e-dlgilebilir bir fonksi-
yonsa

/ = / fidyi= i R(f, Z(a)

(a)€37
limitine f’nin A’da Lebesgue integrali denir.
LA V) :={f|f: A—V Lebesque integrallenebilir} .

Teorem 3.3.34 (Dizi Olgiiti) f: A — V (AK) kosulunu saglayan e-
olgtlebilir bir fonksiyonsa Um SI(f, Z) = 0 kosulunu saglayan (Zy) C 3?
dizileri vardwr ve (Zy) boyle bir dizi ise

AszfdAn:IiinR(f,Zk).

Kanit. (i ) e > 0 keyfi verilsin ve Z, parcalans1 SI(f, Z.) < ¢ olacak bi¢imde
secilsin. Onsav 3.3.30°dan dolay1 her Z > Z. icin

|R(f, Z(a)) — R(f, Z(d))|| < SI(f, Z:) < (3.38)

olur. Dolaysiyla (R(f, Z(a))) bir Cauchy agidir ve Teorem 1.1.5’ten otiirii
yakinsaktir.

(i) (Z),(2;) C 3(2) dizileri limg>y SI(f, Z;) = 0 = limg>y SI(f, Z])
olacak bicimde verilsinler. (3.38) esitsizliginden (R(f, Zx)) ve (R(f, Z;)) di-
zileri yakinsaktirlar. (3.34) ten

dolayisiyla lim R(f, Zi) = lim R(f, Z},).
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Eger daha bagtan Z1 < 29 < --- degilse W) := 21 ve k > 2 igin Wy, :=
Zy -+ 2y alarak Wy < Wy < -+ - saglanir. Elbette lim SI(f, W) = 0. Az 6nce
kamtlanandan (R(f, Wy)) dizisi yakinsaktir; Wi < Wy < -+ oldugundan
bu limit (R(f, £)) Cauchy aginin limitidir. [ |

Onerme 3.3.35 L(A,V) bir K-vektor uzaydur ve J4: LIAV) = V do-
nistimim K-dogrusaldir, dd Vf,g € L(A,V) ve Ya,b € K i¢in af + bg €

L(A,V) ve
Jasstmy=af s+ (3.39)

Ayrica f € L(A, V) ise ||f|| € L(A,R) ve

/A= f "

Kanit. Sonug 3.3.27'den dolayr af + bg ve || f|/fonksiyonlar: e-6lgiilebilir.
(3.39) limit kurallarindan gikar. SI(||f]|,2Z) < SI(f, Z) esitsizligi ve f €
L(A,V)den f € L(A,R) elde edilir. Z; € 3;‘5 pargalaniglar lim; SI(f, Z;) =
0 olacak bicimde segilsin. Bu durumda lim; SI(||f||, Z;) = 0 olur. Her bir
Zyi Z; = {Air}>, olarak yazalim ve a;; € A;; noktalarim keyfi secelim.
Her k € N* i¢cin

k k
Vi, k € N* dgin || fla)An(Ai)|| <D 1 (@)l An(Aij)
j=1

J=1

oldugundan her i igin ||R(f, Z:)|| < R(||f||, Z:) olur. Bu esitsizlikte i — +o0
limitine gegersek || [, f|| < [, If] olur. [ ]

Riemann integralinde oldugu gibi burada da bu temel bilgilerle yetine-
cegiz ve genelde oldugu gibi R-degerli fonksiyonlar1 incelemeye yonelecegiz.
Bu fonksiyonlar agikca R-degerli fonksiyonlar: kapsar. R-degerli fonksiyonlar
iginse elimizde “A-0l¢iilebilir”, “6lgiilebilir” ve “e-6l¢iilebilir” gibi ¢ farkh kav-
ram var. 11k ikisinin denkligini daha 6nce kanmitladik. R-degerli fonksiyonlar
i¢in bu ii¢ kavramin denk oldugunu kanitlayacagiz.

Teorem 3.3.36 A C R" Lebesgue dlgiilebilir ve f: A — R™ olsun. Asagi-
daki 6nermeler denktir:

(i) Her € > 0 igin bir Z € 35 parcalams: SI(f, Z) < e olacak bigimde
vardar.

(i) Her € > 0 idgin bir Z = {Ai};c; € 35 parcalamgy her i € 1 igin
sl(f, A;) < e olacak bi¢imde vardur.



3.3. LEBESGUE INTEGRALI 153

Kamit. (i) = (4i): (i) saglansin ve € > 0 keyfi verilsin. Her > 0 igin A'nin
bir 2, = {4}

7 P>

parcalanigini
i>1

SIS, 2,) = D sl(f, A7 A (AY) <

i>1

SRR

olacak bigimde secelim. I, := {z e N*|sl(f, AZ(-T)) < 5} olsun. J, := N\I,

dersek
' (") < (r) My « €
e(}%%&)-Eﬂ@4)M%)—r

1€Jr i€Jy

(]

olur. B, := | J;c; AET) dersek \,(B;) < 1/r olur. Z/ = {A(-T)} ; U{B,}
T ’LE ”
olsun. Elbette Z/ € 35. Simdi sirasiyla r = 1,2, ... alacagiz. Z] ile

A= (] A" |uB

i€l

elde ederiz. Z} ile By’in

Bi={|]APNnB | u(BINBy)

i€l

parcalanigim elde ederiz. Bu iglemi siirdiiriirsek A’'nin

A= |_|A§1) L |_|A§2)mBl Ul L4 nBinBy | U

i€l ISP i€1l3
r—1 +o00
~ul (A OB U U B,
i€l p=1 p=1

parcalamsim elde ederiz. {AEUH € Il}U{AZ(T) N ﬂ;;i Bylie I,,r=2,3,...
ailesi sayilabilir ¢oklukta ayrik Olgiilebilir kiimelerden olugur. Bunlar Cf,
Cy, ... olarak siralayalim. Tanim geregi daima sl(f, Cy) < e. Diger yandan
B :=(),>1 By olmak iizere A,(B) = 0 ve A = <|_|k21 Ck) U B. Simdi R™
uzayimizi ¢aplari < e olan sagdan yariagik Q1,Qo, ... kiiplerine parcalaya-
lim. D; := BN f~Y(Q;) dersek bir yandan sl(f, D;) < € olurken, diger yandan
bir sifir kiimesinin altkiimeleri olarak D; kiimeleri 6lgiilebilir kiimelerdir. So-
nugta A'nin {Cr},~, U{D;},~, parcalanisiyla (ii) saglanir.
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(i) = (i): € > 0 keyfi verilsin. Kogulumuzdan her k£ € N* i¢in bir
Z, = {Agk)}>1 € 35 pargalamigim her i icin sl(f, Agk)) < €27k olacak
bicimde secebiliriz. {Qr} k>1 ailesi R"'nin birim kiiplere bir par¢alanig olsun.
Bu durumda A = LIkZI ANQk ve Mp(AN Q) < 1. Simdi her bir AN Qy’yi

Zy, ile pargalayarak A'nin Z = {Agk) N Qk}'k>1 parcalanigim elde edelim.
,L7 -
Bu durumda

SIf,2) = > sl AN N QuA(AM NQi) < 3 27 A (A nQp) <

3,k>1 i,k>1

< 252_]“)\”(14 NQk) < ZeQ_k =c.

k>1 k>1
Sonugta (i) saglanir ve igimiz biter. [ |

Teorem 3.3.37 f: A — R igin asaqrdaki onermeler denktirler:
(i) f A-olgiilebilir.

(i1) f olgilebilir.

(iii) f e-olgilebilir.

Kanit. Savi f > 0 i¢in kanitlamak yeterlidir. f > 0 olsun.

(1) <= (i7) denkligi Teorem 3.3.24’te kanitlandi.

(i) == (4i1): f Olgiilebilir olsun ve € > 0 keyfi verilsin. Her k € Z icin
Dy, := [ke, (k+1)e) ve Ay, := f~1(Dy,) olmak iizere Rmin D = {Dy, | k € Z}
pargalamgi bize A'nin Z. := {A;|k € Z} parcalamgini verir. Her k igin
sl(f, Ag) < € oldugundan Teorem 3.3.36 (ii) saglanir. Dolayisiyla f e-6l¢iilebilir.

(14i) == (i): € > 0 keyfi verilsin. Herhangi bir Z = {4;},, icin m; :=
inf f(A;) ve M; := sup f(M;) olmak lizere Az :=| |~ Ar X [0, my] ve AZ =
| lpsq Ai X [0, My] olsun. Az, A% kiimeleri R"™!"de Eebesgue Ol¢iilebilir.

A(f> Z) = )\n—i-l(AZ) = Zmz)\n(Az)
i>1

ve

U(f, 2) 1= Any1(A%) = > MiAn(A))

i>1
olsun. Az C [0, f) C AZ ve A\yi1(A%) — N\s1(Az) = SI(f, Z) olur.
Z<Z igin Az C Az C[0,f) c A c A% (3.41)

(3.41) ve f fonksiyonumuz e-ol¢iilebilir oldugundan her k € N* i¢in Zj, € 35
parcalamiglarini Z; < Z9 < -+ ve SI(f, Z;) < 1/k olacak bi¢imde segebilir.
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Bu durumda A, := J;5; A% ve A* := .~ Az, kiimeleri Lebesgue 6lgiile-
bilir, A, C [0, f) C A* ve A\yr1(Ax) = Aup1(A*) olur. Sonugta [0, f) grafalti,
Lebesgue ol¢iilebilir A, kiimesinden bir sifir kiimesi kadar fark ettigi icin,
Lebesgue 6lgiilebilir. Sonugta f, A-6lgiilebilir, dolayisiyla 6lgiilebilir. |

Sonug 3.3.38 f: A — R™ fonksiyonunun ol¢iilebilir olmast i¢in gerek ve
yeter kosul e-6lgiilebilir olmasidar.

Kamt. f = (f1,..., fm) : A = R™ olsun. f’nin 6lgiilebilir (veya e-dl¢iilebilir)
olmasi her bir f;'nin dlgiilebilir (veya e-6lgiilebilir) olmasima denktir; bu ko-
layca goriliir. Savimiz yukaridaki teoremden gikar. |

3.3.4 Darboux ve Riemann Tipi Yaklagimlar

Not. Bu altkisimda genelde izlenen yolu izleyecegiz. Altkesim 3.3.1°deki
hicbir bilgiyi kullanmayacak ve orada kanitlanan teoremleri yeniden kanitla-
yacagiz. “Olciilebilir fonksiyon” ise altkisim 3.3.2’deki “6l¢iilebilir” anlaminda
kullanilacaktir! Riemann integralinde oldugu gibi Darboux yaklagimi, tistii
ortiili olgiisel yaklagimdir. A

Uzlagsma: Bu kissmda A C R™ daima bir Lebesgue olgiilebilir kiime ve
f : A — R olacaktir. f'nin oo degerlerini almasima izin veriyoruz. Amnin
bir Z pargalanigindan A = | |,.; A; olan bir {A;},.; C L™ saylabilir ayrik
ailesi anlagilacaktir. A'nin sayilabilir parcalamglarinin kiimesi 34 ile goste-
rilecektir. A da, f de smrsiz ve A, (A) = +oo olabilir.

A kiimesinin Z pargalamglari, bunlarin 34 ailesi ve bu ailedeki < sirala-
masi altkisim 3.3.3’teki gibi tanimlanirlar. Yine 3% ile ve onun < siralamasi
oradaki gibi olacaktir. Bu altkissmda Z = {A;} € 34 ise baz1 ¢'ler i¢in
An(A;) = +o0 olabilir! Bir B C A igin sl(f, B) ve bir Z € 34 i¢in SI(f, Z)
kavrami yine altkisim3.3.3’teki gibi olacaktur.

m; :=my 4, = inf f(x), M;:= My, = sup f(x) ve M; := sup |f(z)]
T€A; zEA; TEA;
olsun. Riemann integralinde oldugu gibi burada da a; € A; olmak {izere
(Midn(As))icr, (MiAn(As));cr ve (f(ai)An(As));c; aileleri toplanabilir olmak
kosuluyla

A, 2) =) midn(A), U(f,2) =Y Midn(Ai), ve (3.42)
el el

R(f,2(a)) =Y _ flai)An(A)) (3.43)

el
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olarak agiklanir.(3.42)’deki toplamlara sirasiyla f’nin Z’ye gore alttoplama,
tisttoplam ve (3.43)’teki toplama f'nin Z(a)’ya gore Lebesgue toplam
diyelim'?. Daha &énce belirttigimiz gibi 0 - (+00) = (+00) - 0 = 0 olacaktir.
Ayrica A; = 0 ise sl(f, D)\, (0) = 0 ve f(a;)An(0) = miA, (0) = M\, (0) =0
alinacaktur.

Bu altkisimda da bir f : A — R fonksiyonuna, her € > 0 icin bir Z, € 34
pargalanigi SI(f, Z.) < € olacak bi¢imde bulunabiliyorsa e-6lgiilebilir diye-
cegiz. Kargilagsacagimiz en basit e-6l¢iilebilir f : A — R fonksiyonlari, f(A)
deger bolgesi sayilabilir olan fonksiyonlardir. Bunlara genelde basit fonk-
siyonlar denir. i # j i¢in a; # «a; olmak iizere f(A) = {ag,a1,...} ise
A; = f~Y(a;) olmak fizere f = Y ;14 olur. Bu 6zel durumda m; =
M; = f(a;) olacagindan, yukaridaki ii¢ toplam ortiigiir ve s6z konusu {iig
ailenin toplanabilir olmas: ise Zj:og a;j\n(A;) serisinin mutlak yakinsak ol-
masi demektir. Tleride, e-6l¢iilebilir herhangi bir f : A — R fonksiyonunun
Lebesgue integrallenebilir olmasimnin | f|'nin Lebesgue integrallenebilir olma-
sina denk oldugunu &6grenecegiz. Bu Riemann integrali i¢in dogru degildir;
bkz. Ornek2.3.16 (ii). Bizi bagka bir siirpriz beklemektedir.

Ornek 3.3.39. A C R"™ Jordan Slgiilebilir ve f : A — R simrh oldugunda, A'nmn her 2
pargalansi igin A(f, A),U(f, Z), R(f, Z) toplamlarini sorunsuz olugturabiliyorduk ve bun-
lar daima reel sayilardi. Simdi A := (0,1] ve f : A — R fonksiyonumuz ise f(z) = 1/y/x ol-
sun. Z = {A;},;, A kiimesinin Lebesgue 6lgiilebilir kiimelere sayilabilir bir pargalanig ol-
sun. Her sonlu I ve genellikle cogu sonsuz I igin Ur(f, Z) = >, sup f(4:)- M (A;) = +oo
olur. Ancak her ¢ € N* i¢in

A; = ( 1 1} , Z = {Ai}i21 ve sup f(A4;) =Vi+ 1lile

i+174
Ui, 2) =Y (2 - - ) viFi=Y ——— <> L cieo
7 i>1 i 1+Z i>1 i 1 +Z B i>1 7:3/2

olur. Tanim kiimesi sinirli bile olsa sinirsiz fonksiyonlara izin verdigimizde yeni durum-
larla karsilagiyoruz; bu durum 6zel 6nlemleri zorunlu kiliyor. f’nin Lebesgue integralin-
den s6z edebilmemiz i¢in en az bir Z pargalanisi i¢in Ur(f, £Z) mutlak yakimsak olmali,
dd UL(]f], Z) < +oo olmalidir. Bu bir 6n koguldur. Diger yandan Riemann integralinde
elimizde bir e-Ol¢iitiimiiz var. Lebesgue integrali Riemann integralini genisletecekse Le-
besgue integrallenebilir her f fonksiyonu icin, en azindan her € > 0 i¢in bir sayilabilir
Z ={Ai},cr,Ai € L™ parcalamisi SI(f, Z) < € olacak bicimde bulunabilmelidir.

Ornek (3.3.39)’da gordiigiimiiz gibi A(f, Z),U(f, Z) ve R(f, Z(a)) top-
lamlarinin karakteri secilen parcalanisa baghdir.
—M; <m; < M; < M;
oldugundan bir Z* parcalamsi i¢in U(|f|, 2*) < 400 ise her Z* < Z parga-

lanig1 igin A(f, Z), U(f, Z) ve R(f, Z(a)) toplamlarmin her ii¢ii de mutlak
yakinsaktirlar. Bu bizi agsagidaki tanima gotiiriir.

10Kimi yazarlar Lebesgue toplami yerine Riemann toplami der.
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Tanim 3.3.40 A € L" ve f: A — R olsun. Bir Z € 34 parcalams: icin
U(|f], 2) < +o0 ise Z pargalamst f-uygun ve [ fonksiyonu A-uygundur
diyelim. f fonksiyonu A-uygunsa, f-uygun par¢alamislarin kimesini 37(A)
veya karsikhga yol agmayacaksa yaln olarak 3y ile gosterecegiz.

f-uygunluk 6ziinde bir mutlak yakinsaklik koguludur; bizi ilgilendiren iig
toplamin mutlak yakinsakligimi garantiler. Z parcalamgi f-uygun, 4; € Z
ve A\p(A;) = 400 ise f|4; = 0 olmak zorundadir. Ayrica f-uygun bir Z
parcalanigi varsa f~!(+oo) ve f~!(—o0) kiimeleri sifir kiimeleri olmak zo-
rundadirlar. Bu durumda bir sifir kiimesi diginda f fonksiyonun degerleri
R’de olmak zorundadir. Eger A(4) < +oo ise her sl f : A — R fonksi-
yonu her parcalanigsa uygundur; bu durumda 3 = 34.

Z = {A;},; parcalams1 f-uygun olsun. Bu durumda | |, ; A; x[—M;, M;]
kiimesi 6lgiilebilir ve 6lgiisii sonludur; ayrica bu kiime Gy ve G|y graflari
igerir.

Lemma 3.3.41 f: A — R fonksiyonu A-uygunsa asagidakiler gecerlidir-
ler:

(i) {f = oo} :={x € A|f(x) = oo} bir sifir kimesidir.
(ii) Z,2" € 35 ve Z < Z' ise

—0 < A(f,2) < A(f,Z)<U(f,2") <U(f,Z2) < +oo.  (3.44)
(i) 21,22 € 37 ve Z1 < 2y ise A(f,21) S U(f, 2Z2).
() Her Z2 = {A;} € 35 ve her a; € A; secimleri igin
A(f,2) < R(f, 2(a)) <U(f, 2)
ve her € > 0 saysina karsilik a;, b; € A; noktalar
U(f,2) = R(f, 2(a)) <& ve R(f,Z(b)) - A(f,Z) <e  (3.45)
olacak bicimde bulunabilir.

Kanit. (i) Bir A icin sup f(A}) = oo ise U(|f|,2*) < +oco’dan dolay1
A(A}) = 0 olmak zorundadir. Dolayisiyla {f = +oo} kiimesi sayilabilir ¢ok-
lukta sifir kiimesinin birlegimi olarak bir sifir kiimesidir.

(ii) ve (iii) Riemann integralinden tanidik ve apagiktirlar.

(iv) € > 0 keyfi verilsin ve ¢; > 0 sayilar ) ,-,e; = ¢ olacak bi¢imde
secilsinler. Z* < Z oldugundan U(|f|, Z) < +oo olur. Dolayisiyla bir A;
icin A(4;) = 400 ise f|A; = 0 olmak zorundadir. Dolayisiyla A(A;) = 400



158 R™DE INTEGRAL

veya A(4;) = 0 ise U(f, Z) ifadesindeki M;\,(A;) terimleri sifir olur. 0 <
A(4;) < 400 olan her i i¢in a;, b; € A; noktalarim

&

A@—fw0<—ijvef®0—mw<x@g

An(4;)

olacak bi¢gimde segebiliriz. Bu durumda

R(f,Z2(b)) = A(f,2) = Y (f(b) —mi) M(Ai) <D ei=e.

i>1 i>1

Ikinci esitsizlik benzer bicimde elde edilir. |

Onsav 3.3.41 (ii)’den dolay1 (37, <) yukar1 dogru yonlenmis bir kiimedir:
Gergekten de 21, 22 € 37 ise Z; < 2125 € 3. Bu yonlenmis kiimeye iligkin
bir (zz) agimn limitini

lim zz veya limzz
ASKY fZ

ile gosterecegiz. Hatirlatalim:

limzz =a<=Ve>03Z. €3;VZ€3; (2> Z. = |zz—a|<¢).

fZ
(3.46)
Yine

3f(a) :=={Z(a)|Z € 37, a; € A;} ve Z(a) < Z'(d/) == Z < Z'.
olarak agiklansin. Elbette (3¢(a), <) de yukar1 dogru yonlenmistir.
Tanim 3.3.42 Ac L" ve f: A — R fonksiyonu A-uygun olsun.

L(f,A) :==sup{A(f,2)|Z € 3¢} = 1}1,}1 A(f,Z) Lebesgue altintegrali.

L(f,A) :=inf{U(f,2)|Z € 3¢} = 1}121.1 U(f,Z) Lebesgue istintegrals.
Egerlimsz R(f, Z(a)) yakinsaksa f Lebesgue integrallenebilir denir ve

Mﬁ)—/MM—/f Jim R(fZ(a) e

f’'nin Lebesgue integrali denir. Son olarak,
L(A) :={f|f: A— R Lebesgue integrallenebilir}

seklinde tanwymlayacagiz.
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Her ne kadar f fonksiyonumuz foo degerlerini alabilirse de f bir A-uygun
fonksiyon oldugundan, Z € 3¢ olmak iizere A(f, Z) iistten, U(f, Z) ise alt-
tan sl oldugundan L(f, A), L(f,A) € R, L(f,A) < L(f,A) ve L(f, A) =
—L(—f,A). Ayrica (3.44)’ten (A(f, Z))Zesf artan ve (U(f, Z))Zef;f azalan
oldugundan, tanimdaki limitler vardir. Diger yandan daima L(f, A) € R.

Onerme 3.3.43 A dlgiilebilir ve f : A — R ise asaqudaki énermeler geger-
lidir:
(i) € L(A) ve L(f, A) = a <=L(f, A) = L(f, A) = a,
(ii) e-Olgiitii: f € L(A) <= f, A-uygundur ve her e > 0 icin bir Z. € 3¢
ile SI(f, Z¢) < € saglanar,
(iii) f € L(A), g: A — R ve A'da hhy g = f ise g € L(A) ve L(f, A) =
L(g, A),"
(iv) Monotonluk: f,g € L(A) ve A’da hhy f < g ise L(f,A) < L(g, A).
Monotonluk L ve L i¢in de gecerlidir.

Kanit. Tiim bu savlar Riemann integralindeki benzerleri gibi kanitlanir.

(i) Dogrudan Onsav 3.3.41 (iii), (iv)'ten cikar. (ii)'nin kaniti Onerme
(2.3.6)'nmn kanitinin aynisidir.

(iii) Kosulumuzdan S := {z € A|f(x) # g(z)} bir sifir kiimesidir; do-
layisiyla 35 = 34. Simdi S := {5, A\S} € 34 olsun. Bir Z* € 3¢ keyfi
verilsin. Gerekirse Z*’dan SZ*’a gegerek daha bagtan § < Z* varsayabili-
riz. Simdi Z* < Z = {A;} € 34 keyfi verilsin. A; C S ise a; nasil segilirse
segilsin f(a;)A(A;) = g(a;)A\(A;) = 0 olur. Eger A; C A\S ise bu kez daima
fai)A(A;) = g(a;)A\(A;) olur. Sonugta daima R(f, Z(a)) = R(g, Z(a)) ve
bu (3.46) ile sav1 verir.

(iv) S := {z € A|f(z) > g(z)} bir sifir kiimesidir. f : A — R fonksiyonu
A\S’de f olsun ve S’deki degerleri ise f(z) < g(z) olacak bicimde istenildigi
gibi aciklansmn. Agik¢a 35 = 3 = 3. (iil)’ten dolay1

L(f.A) = L(f, 4) = lin R(f, 2(2)) < lim R(g, Z(a) = L(g. 4).
[ |

Uzlagma: Simdi f,g € L(A) olsun. Bir z € A i¢in f(z) = —g(x) € {£oo}
ise f(x) 4+ g(z) tanimmsizdir. Bu tipten x noktalarmin kiimesine 7' dersek
Onsav 3.3.41 (i)’den dolayr T bir sifir kiimesidir. Dolayisiyla f ve g'nin
T’deki degerlerini istedigimiz sonlu sayilarla degistirebiliriz, 6rnegin daima

" Animsatalim, “A’da hhy f = ¢” su anlama gelmektedir: S := {z € A|f(z) # g(z)}
bir sifir kiimesidir.
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0 alabiliriz, elde edilen fonksiyonlar yine £(A)’dadirlar ve Onerme 3.3.43
(iii) ten dolay: integralleri degismez. Hatta S := {f = too}U{g = too} sifir
kiimesinde fonksiyonlarimiza istedigimiz sonlu degerleri verebiliriz. Ozetle:
f + g’yi olugturdugumuzda daima f,g : A — R varsayabiliriz. Her a € R
icin af € L(A) oldugu apagiktr.

Bu uzlagmalarla agagidaki énerme gegerlidir.

Onerme 3.3.44 A e L" ise
(i) L(A) bir R-vektor uzayr ve L : L(A) — R bir dogrusal donisimdir.
(ii) f € L(A), ¢ : R = R Lipschitz siirekli ve ¢(0) = 0 ise oo f € L(A);
ozellikle |f|, f+, f~ € L(A). Bunun bir sonucu olarak herhangi bir
f:+A—= R fonksiyonu i¢in

feL(A) «— fr freL(A) vefeLA zse/f /f+ /f_
(3.47)
Kamt. (i) 0,4 € R, f,g € £(4) ve § i= {f = +oo} U{g = 400} ve S =
{S, A\S} olsun. f,g fonksiyonlar1 Z*-uygun olsunlar; yukarida yaptigimz
gibi § < Z* varsayabiliriz. Bu durumda her Z* < Z(a) = {A4;,a;} € 34 i¢in
A; C Sise f(a;)A(Ai) =0 = g(a;)A(A;) olur. A; C A\S ise
(af + Bg)(ai)A(Ai) = af (ai)A(Ai) + Bg(ai) A(As)
bagmtis1 R'de gegerlidir. R(f, Z(a)) ve R(g, Z(a)) mutlak yakinsak olduk-
larindan
R(af + By, Z(a)) = aR(f, Z(a)) + BR(g, Z(a)).
Burada Z(a) iizerinden limite gegersek savimizi kazaniriz.
(ii) Onsav 3.3.41 (i)’den dolay1 f : A — R varsayabiliriz. Kosullarimizdan
bir a > 0 ile her s,t € R igin|p(s) — ¢(t)| < a|s —t|. Ozellikle, ©(0) = 0
oldugundan, her s i¢in |p(s)| < a|s|. Agitkca Z € 3¢ ise
Ullpo fl,2) < aU(|f]) < +oc.
Dolayisiyla Z € 3,0¢. Simdi € > 0 keyfi verilsin. Onerme 3.3.43 (ii)’den
dolay1 bir Z. = {A;} € 35 parcalanis1 SI(f, Z.) < /a olacak bi¢imde bulu-
nabilir.
sl(po f,A;) < asl(f,A;) oldugundan Sl(po f, Z.) < aSI(f, Z:) < e.
Dolayisiyla Onerme 3.3.43 (ii) ile po f € £(A). Ozel olarak o(s) = |s|,sT
alirsak o f = |f|, fT, f~ olur. Savin kalam (i)’den gikar. |
A Jordan 6lgiilebilir ve f: A — R smurh ise 3(A) C 34 oldugundan

/f<Lf, < ,A>§/Af.
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Sonug 3.3.45 f € R(A) ise f € L(A) ve f’nin Riemann ve Lebesgue
integrallerinin degerleri aynadar.

Oyleyse her iki tiir integral icin i) 4 J gosteriminin sakincasi yoktur. Onerme
3.3.44 (ii)’den dolay1 yalmzca f : A — [0,+o00] tipinde fonksiyonlar: ince-
lemek yeterlidir. Bu tip fonksiyonlar: incelemek daha kolaydir. R, ’da her
monoton artan dizi yakinsaktir; tistten sinirli ise bir « sayisina, aksi du-
rumda +oc’a yakinsar. Bunun sonucu olarak R ’da her Y, a; serisi ya bir
a gercel sayisina ya da +o00’a yakinsaktir.

Uyari. Ozdis1 integrallerde durum farkhdir. f :(0,4+00) — R fonksiyonu
her (0,a), (a > 0) arahginda Riemann integrallenebilir olsun. f fonksiyonu
(0, +00)’da 6zdis1 integrallenebilirken f fonksiyonu (0, +o00)’da Lebesgue in-

tegrallenemeyebilir. Ornegin f(z) := % igin
% sinx
lim dr = I,
a—+00 0 X 2
ancak ) wl
sin sin
(0,400) | & aztoo Jo | @

Dolayisiyla |f| ¢ L£((0,+00)) dyleyse f ¢ L ((0,+00)).

Not 3.3.46 (1) f:[0,1] — R fonksiyonu f = 0 olsun. f fonksiyonu Riemann integral-
lenebilir, dolayisiyla Lebesgue integrallenebilir. Her = € [0,1] igin = € Q ise g(z) = 1,
z ¢ Q ise g(z) = 0 olsun. [a,b] arahginda hhy f(z) = g(z) oldugu icin g de Lebes-
gue integrallenebilir. Ancak g fonksiyonu [a,b] de Riemann integrallenemez. Dolayisiyla
R([a,b]) < £([a,b]):

(2) f € R(A) ise Sonug 2.3.18 (ii)’den f* € R(A). Bu Lebesgue integrali i¢in dogru
degildir. Ornegin A = (0,1] ve f(x) = 1//z ise f € L(A) ancak f? ¢ L(A)! A

f=(fis - fm) : A = R" fonksiyonu verilsin. i = 1,...,m icin her
bir f; fonksiyonu A-uygun ise f fonksiyonu A-uygundur diyelim. Z; pargala-
miglan f; uygunsa Z := 21 - -+ 2, parcalamsi f-uygundur. 35 yine f-uygun
parcalaniglarin ailesini gostersin. limsz R(f, Z(a)) varsa f fonksiyonu Le-
besgue integrallenebilir diyelim.

Hl}gR(f,Z(a)) =(a1,...,qp) <= Hl}rgR(f,Z(a)) =, i=1,...,m.

Dolayisiyla f'nin Lebesgue integrallenebilir olmasi her bir f;'nin Lebesgue
integrallenebilir olmasima denktir ve bu durumda

/Afz/A(fl,...,fm):(/Afl,...,/Afm>.
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3.3.5 Pozitif Degerli Fonksiyonlar

Onerme 3.3.44 (ii)’den dolay1 f : A — R fonksiyonunun integrallenebilirligi
f* : A — [0, +o0] fonksiyonlariin integrallenebilirligine denktir. Bu nedenle
bu alt kisimda f : A — [0, +o0] tipinde fonksiyonlar: inceleyecegiz. Bunlar
icinse

fEL(A)ve/Af:a<:>L(f,A):L(f,A):oz<+oo (3.48)

oldugu apaciktir.

R, ’da verilen her sayilabilir {ai};c; ailesi toplanabilir; ancak burada
toplamin 400 olmasina izin veriyoruz. Paketleme Teoremi gegerlidir.

Simdi f : A — [0, +0o0] olsun. Bu durumda her Z € 3(A) i¢in, +o00 dege-
rini almalarma izin verilmek koguluyla, A(f, Z), U(f, Z) toplamlar1 daima
tanmimhdir. Z < Z’ olmak kosuluyla yine A(f, 2) < A(f,2") < U(f,2') <
U(f, Z) gegerlidir. L(f, A) < oo ise U(f, Z2*) = U(|f|, 2*) < +oc olan Z*
parcalaniglar: vardir, dd bu durumda f A-uygundur.

Uzlagma: f : A — [0,+o0] fonksiyonu A-uygun olsun olmasin L(f, A) =
L(f,A) = aise, @ = 400 olsa bile, [4 f = a yazacagiz. Ancak 0 < a < 400
ise f integrallenebilir diyecegiz. Herhangi bir f : A — R icin [, f*, [, f~
integrallerinin her ikisi birden 400 degilse yine

IR K

olarak tammlayacagiz ; yine ancak [ 4f € Rise f, A’'da integrallenebilir
diyecegiz.

Lemma 3.3.47 (i) A/ BeL", AC Bve0<p < +00 olsun. [pp-14 =
PAn(A). Ozellikle \y(A) < 400 ise 14 € L(B) ve [514 = Ay(A).
(i) feL(A), f>0wve [, f=0ise A’da hhy f = 0.

Kamt. (i) B'nin Z, := {A, B\ A} pargalanigi pl4-uygundur ve her Z >
Z, pargalamsi igin pA,(A) = A(pla, Z2,) = A(pla, 2) = U(pla,2) =
U(pla, Z.) = pAn(A) oldugundan ply € L(B) ve [5pla = pAy(A). Ozel-
likle [, 14 = An(A).

(ii) @ > 0 igin A, = {z € A|f(x) > a} olsun. ¢ > 0 keyfi verilsin. Bu
durumda bir Z € 3 parcalamg1 U(f, Z) < € olacak bi¢imde vardir. Her
A; € Z igin M; bildik bigimde agiklanmig olsun. B, :=J{4; € Z|M; > a}

olsun. Bu durumda A, C B, ve

a(An) S aly(Bo) <U(f,2) <e



3.3. LEBESGUE INTEGRALI 163

olur. Buradan, ¢ > 0 keyfi oldugundan A, (A,) = 0 olur. P := {x € A|f(z) > 0}
dersek P = J;~; A1k oldugundan A, (P) = 0 olur. [ |

Teorem 3.3.48 A€ L", f: A — [0,+00] herhangi bir fonksiyon ve Z* =
{B;} ise A’'nan élgilebilir B; kimelerine sayilabilir bir par¢alanist olsun. Bu
durumda

A) =D _L(f. Bi) ve L(f, 4) ZLﬁ

Kanit. Z; € 3p, ise Z :=J; Z; € 34. Tersine A'nin bir Z = {4;} parca-
lanig1 verilmis ve Z* < Z ise Z; := {A;|A; C B;} olmak iizere Z; € 3p, ve
Z =\, Zi € 34. Buradan, f'nin degerlerini [0, +00]’da aldigin1 da gozetir-
sek, paketleme teoreminden

A(f ZAﬂ&ZMwUﬁ ZUH&Z) (3.49)

elde ederiz. Savimiz1 altintegraller igin kanitlayacagiz; iistintegraller i¢in ben-
zer bigimde kanitlanir. Her Z* < Z € 3 4 i¢in (3.49) esitliklerinden A(f, Z) <
> L(f,B;) ve bunun ardindan L(f, A) < > . L(f,B;) elde ederiz. Diger
yandan her m € N* igin yine (3.49)’dan

L(f, A) = A(f|B1, 21) + -+ - + A(f[Bm, Zm)

elde ederiz. Bu esitsizlik keyfi Z1, ..., Z,,'ler i¢in gegerli oldugundan bize

L(f,A) = L(f, B1) + -+ + L(f, Bm)

esitsizligini verir. m € N* keyfi oldugundan L(f, A) > > . L(f,B;) elde
ederiz. Sonugta L(f, A) =Y, L(f, B;) olur. |

Sonug 3.3.49 A€ L" Z={A;}€3avef:A— R olsun. f € L(A)
olmasu igin guyk her i i¢in f € L(A;) ve 32, [ [f] < 400 olmasidwr. Bu

saglanmassa
/Af:;/m 1. (3.50)

Kamt. f™'nin A ve A;’deki altintegrallerini o, oi; ve iistintegrallerini ise 3, 3;
ile gosterelim. f € L£(A) ise Onerme 3.3.44 (ii)'den f+ € L£(A), dolayisiyla
a = 8 < 4o00. Teorem 3.3.48'den dolay1 ise > , oy = a = =), 3. Bu
esitlik ve a;; < B;’den her i icin o; = 3; < +0o0, dolayisiyla f+ € L£(A;) olur.
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Tersine her i i¢in oy = f; ve Y oy < +00 ise a = < +o00, dolayisiyla
ft € L(A) olur. Benzeri f~igin gegerlidir. Bu (3.48) ile sav1 verir. [ |

Sonug 3.3.49’un bir sonucu ise her dl¢iilebilir f : R™ — [0, 4+00) igin
/\f LY — [0, —i—OO], )\f(A) = / f, AecLl”
A

ile tammlanan Ag'nin bir 6l¢ii oldugudur.

Simdi A,B € L™, B C Ave f: B — R olsun. f4 bilindigi gibi f’yi
A\B’ye = 0 olarak genisleten fonksiyondur. Bu durumda | A\B fa =0 ve
{B, A\B} ise A'nin bir parcalanigidir. Dolayisiyla Sonug 3.3.49’dan

F € L(B) <= fa€ L(A) ve f € L(B)ise /Bf _ /AfA. (3.51)

Lemma 3.3.50 f : A — [0,+o00] dlgiilebilirse L(f, A) = L(f, A). Ayrica
L(f,A) < +o0 ise f € L(A).

Kamt. L(f, A) = +oo ise sav agikar. Simdi L(f, A) < +oo olsun. Once
An(A) < 400 durumunu ele alahm. € > 0 keyfi verilsin. &’ > 0 sayisiu
e’A\(A) < e olacak bigimde segelim. Her k& € N i¢in By, := [ke/, (k + 1)&’)
olmak iizere { By} U {+00} ailesi [0, +-00]"un dlgiilebilir kiimelere bir par-
calamgidir. f fonksiyonu odlciilebilir oldugundan, Ay := f~1(B) ve S =
S (+00) olmak iizere Zo = {Ap}ien U {S} € 34. Ayrica fnin Aj’deki
infimum ve supremumlar i¢in k&' < m; < M; < (k + 1)) gegerlidir.
inf f(S) = +o0, diger yandan kogulumuzdan L(f, A) < +oo; dolayisiyla
An(S) = 0 olmak zorundadir. Sonugta

U(f, 2) =Y Mn(Ag) <Y (me+€') MA(Ar) < A(f, 220) + €M (A).
k k

Dolayisiyla SI(f, Z.) < &'\, (A) < e. Onerme 3.3.43 e-Olgiitiinden f € L£(A).

Simdi A\, (A) = +o0 olsun. A’y1 6l¢iileri sonlu olan, sayilabilir ¢oklukta
olgiilebilir Cj,i € I kiimelerine pargalayalim. f|C; 6lgiilebilir ve yukarida
kanitlanandan ise f|C; € £(C;). Savin kalan Teorem 3.3.48’den ¢ikar. W

Teorem 3.3.51 (Olgiilebilirlik-Integrallenebilirlik) A € £" ve f :
A — R olsun. f € L(A) olmasy i¢in guyk f 'nin él¢iilebilir ve L(|f|, A) < +oo
olmasidur. Eger f élgiilebilir ve bir g € L(B) ile |f| < g ise f € L(A).

Kamt. (1) f € L(A) olsun. Bir Z* € 34 parcalams1 U(|f], Z2*) < +o0 ola-
cak bi¢imde vardir. A'min her Z = {A;} > Z* parcalamigina, m; = inf f(A;)
ve M; = sup f(A;) olmak iizere, ¢ = Y m;la,ve ® := Y M;1,, basit



3.3. LEBESGUE INTEGRALI 165

fonksiyonlarimi kargilik getirelim. ¢, ® fonksiyonlar olgiilebilir ve A(f, Z) =
Alp, 2), U(f, Z2) = U(®,2). Simdi her k& € N* icin, Onerme 3.3.43 &-
Olgiitiinden, Zj, parcalamiglarmi Z* < 2y < Z5 < --- ve SI(f, Zx) < 1/k
olacak bigimde segebiliriz. Z; pargalamigina iligkin ¢y, @ fonksiyonlarimi yu-
karidaki gibi olugturalim. Bunlar 6lgiilebilir fonksiyonlardir; (¢y) bir mono-
ton artan dizi iken (®j) bir monoton azalan dizidir. Bunlarin limitleri olan
 ve @ fonksiyonlar: da 6lgiilebilir ve ¢ < f < & gegerlidir.

A(f, Zy) = Alor, Zx) < A(p, Zi) < A(®, 2,) S U@y, 2i) = U(f, 2k)

bagmtilarindan ¢, ® € L(A) ve [, f= [1o= [, P elde edilir. 0 < P —p €
L(A) ve [,(®—¢) = 0 oldugundan Onsav 3.3.47 (ii)’den A’da hhy ®—¢ = 0,
dolayisiyla A’da hhy f = ¢. Onsav 3.3.16 (iii)’ten f 6lciilebilir.

Tersine, eger f dlciilebilirse f* ve f~ de &lgiilebilirdir; hatta L(f*, A) <
L(|f|,A) < 400 oldugundan, yukaridaki 6nsavdan, integrallenebilirler. Do-
laysiyla f = f* — f~ integrallenebilir. |

Bu teoremle 6l¢iilebilir fonksiyonlar ve integrallenebilir fonksiyonlar ara-
sindaki iligkiyi netlestirmis olduk.

Not 3.3.52 Onerme 3.3.21 ve Teorem 3.3.51’in kanit1 Lebesgue integralini agiklamanin
bir bagka yolunu verirler. A C R"™ élgiilebilir ve f : A — R 6lgiilebilir olsun. f > 0 olsun;
salt bu durumu incelemenin yeterli oldugunu biliyoruz. Her ¢ = > a;1a;, € M (A) igin
(bkz. 3.3.12) igin fAcp = > aid(A;) olarak agiklamir. Monoton artan (pr) C Mg (A)
dizileri ¢y 1 f olacak bigimde vardir. ([, k) dizisi [0, +o0]’da yakimsaktir ve bu limit
(¢x) dizisinin segiminden bagimsizdir; bu kanitlanir. fA f = lim fA ;i olarak agiklanir.
I} 4 [ < +ooise f fonksiyonu Lebesgue integrallenebilir denir. A

Onerme 3.3.53 A€ L™ ve f: A — RP Lebesque integrallenebir ve ||| ise

RP’de herhangi bir norm ise
1[4 = [ s
A A

Kamt. f = (fi,..., fp)€ L(A) oldugundan her i icin | f;|€ L£(A); dolayisiyla
|fi] + ...+ |fpl€ L(A). Ayrica RP’de herhangi iki norm denk oldugundan
bir C > 0ile ||f|| < C(|fi] + ...+ |fp]) olur. Teorem 3.3.51 ile | f| €
L(A). Herhangi bir Z(a) € 34 parcalamsi icin |R(f, Z(a))|| < R(|f|, Z(a))
gecerlidir; bu, limitin monotonluguyla birlikte, savi verir. |

3.3.6 Yakinsaklik Teoremleri

Uzlagma: Bu altkisimda A C R™ daima bir &lgiilebilir kiime olacaktir.
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fu, f € L(A) ve f = lim fj, ise hangi kosullarda [, f = [,lim f =
lim [, fi oldugunu aragtiracagiz. Riemann integraline gore daha iyi durum-
dayiz; ancak kogulsuz olmayacagim érnekleyelim.

Ornek 3.3.54. Her ¢ > 0 igin, I. := [—¢,¢] olmak {izere f. : R — [0, +oc] fonksiyonu
fe = % - 17, olarak agiklansin.
0 ,x #0,
lim f-(x) =: x) =
e\Of( )= fo(@) {—!—oo ,x=0.

Bu durumda lim.~ fR fa =1#£0= fR fo. Veya her n € Nigin g, : R - R fonkblyonu
Lin,nt1) Olsun. gn € L(R), [ gn = 1, limg, =: g = 0 ve g € L(R™) ve yine lim [, gn #
j lim gp,.

Teorem 3.3.55 (B. Levi) Her k € Nigin f, : A — [0, +00] bir dlgilebilir
fonksiyon, (fx) bir monoton artan dizi ve her x € A igin f(x) := limy fr(z)

olsun. Bu kosullarda
/fz/limszlim/fk.
A Ak A

Sagdaki limit sonlu ise f € L(A).12

Kanit. Onerme 3.3.20(iii)’ten dolay1 f olgiilebilir. f ve fi'nin A’daki in-
tegrallerini sirasiyla I ve Iy ile gosterelim. fr < f oldugundan I < I,
dolayisiyla « := limy Iy, < I olur. I < a oldugunu gosterirsek isimiz biter.
a = +oo ise elbette I < a. Simdi a < 400 durumunu inceleyelim. Once bir
arasav kanitlayacagiz: B C A ve 0 < m < 400 olsun.

(¥x) Her x € Bi¢in m < f(x) ise mA(B) < lim/ fr =: a(B).
kJB

(* ) savin1 kamtlayalim. m = 0 ise sav agikar. Simdi m > 0ve 0 < ¢ < m
olsun. By, := {fi > ¢} N B kiimesi ol¢iilebilir ve

cA(B) < fr < a(B).
By

Buradan, Bf 1T B oldugundan, cA(B) < a(B) elde edilir. Bu esitsizlikten
¢ /*mile mA(B) < a(B) elde edilir; arasav kanitlanmigtir. §imdi bir Z =
{A;} € 34 parcalamsi verilsin ve A(f, Z) = ), miA(A4;) olsun. (*) arasavini
Aq, ..., Ap’lere uygular ve Bp =A U---UA), alirsak

P
Zmi)\(Ai) lim / fr = lim / fr <a.
P k—>+oo k—+o00 By

2Baz1 2’ler icin f(z) = 400 olabilir. Yine fA f = 400 olabilir; o zaman f ¢ L(A).
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Buradan p — +oo limitine gegersek A(f, Z) < « olur. Z pargalamisi keyfi
oldugundan I < « elde ederiz; bu a < I ile birlikte I = « esitligini verir. B

Sonug 3.3.56 (i) Her k € N igin fi : A — [0,400] dlgiilebilir ve f :=
> fr ise f olgilebilir ve

[r=[(Zr) -

(it) (fx) C L(A) dizisi monoton ve { [, fk}keN smrly ise limy, fr, =: f €

L(A) ve
[7= ] Cese) = 5

Kamt. (i) Bir k i¢in [, fx = 400 ise sav apacik dogrudur. Aksi durumda
ise her fj integrallenebilir, dolayisiyla her m € N igin ¢, :== fo+ -+ fm
integrallenebilir. Savimiz [ W9m = Do / 4 i esitligi ve Levi Teoreminden
cikar.

(ii) (fx) monoton artan olsun. S := {|fy| = +oo} bir sifir kiimesidir. hy,
fonksiyonu S’de = 0, A\S’de ise fr — fo olarak agiklansin. Bu durumda
(hx) monoton artan bir dizidir ve hy fonksiyonlar1 negatif degerler almaz.
Levi Teoremi’'nden h := limy h; integrallenebilir; dolayisiyla f = h + fy
integrallenebilir ve [, f = [, h+ [, fo. Diger yandan f;, = hj+ fo, dolayisiyla

im [ fi=tiw [ wt [ fo= [0 [ 5= [ 1

(fx) monoton azalansa (— fi) monoton artandir; sav buradan gikar. [ |

Teorem 3.3.57 (Fatou Onsavi) (fy), A’da negatif degerler almayan 6l-
ctlebilir fonksiyonlar dizisi ise

/liminf fi < liminf/ fr-
A A

Kamit. g;, := inf,,,> fi fonksiyonu negatif degerler almaz ve (g;) monoton
artan Olgiilebilir fonksiyonlar dizisidir. Levi Teoremi’'nden

/liminf fr = / lim g, = lim/ Jk- (3.52)
A A A

Her m > k igin gy < fn, dolayisiyla [, gx < [, fin. Boylece [, gr <

inf,, > fA fm ve
lim/ gr < liminf/ Sr-
A A

Bu (3.52) ile sav1 verir. [
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Teorem 3.3.58 (Lebesgue Sinirlandirilmis Yakinsaklik Teoremi) g €
L(A), her f : A — R dlgiilebilir ve A’da hhy (fi(z))dizisi bir f(x)’e yakin-
sak olsun. Eger her k i¢in |fx|< g ise fx, f € L(A) ve

/AfE/Alimszlim/Afk.

Bu teorem kompleks degerli ve vektor degerli fonksiyonlar icin de dogrudur.

Kanit. Her bir fi'nin R-degerli oldugunu ve (f) dizisinin tiim A’da ya-
kinsak oldugunu varsayabiliriz. |f|,|f| < g oldugundan, Teorem 3.3.51 ile
fr, f € L(A). Negatif degerler almayan (g — fx) ve (g + fx) dizilerine Fatou
Onsavi'n1 uygularsak

Agaﬂfzﬂwiﬁsmmﬂéwin>

elde ederiz. Buradan

liminf/ (g—i—fk):/g—i—liminf/fk
A A A

hminf/A(g—fk):/Ag—nmsup/Afk

esitliklerini kullanarak

limsup/fk;g/fglimimf/f;C
A A A

elde ederiz; isimiz biter. |

ve

Teorem 3.3.59 A € L™, X bir metrik uzay, f: X X A > R, herx € X
icin f(z,-) € L"(A) ve

ﬂm:[jwozﬁﬂawww

olsun. a € X verilsin ve f(-,y) fonksiyonu hh y € Y i¢in a’da sirekli olsun.
Lebesgue integrallenebilir bir g : A — [0, +o0] fonksiyonu ve her x € X igin
bir Sy sifir kiimesi

Ve e XVy e A\S, |f(z,y)| < lg(y)|

olacak bigimde verilsinler. Bu kosullarda F fonksiyonu a’da streklidir.
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Kamit. Kogullarimizdan bir S C A sifir kiimesi, her y € A\S i¢in, f(-,y)
fonksiyonu a’da stirekli olacak bigimde vardir. Simdi (z,) C X ve zp —
a olsun. S* := S U Jy>o Sz, kilmesi sayilabilir ¢oklukta sifir kiimesinin
birlesimi olarak bir sifir kiimesidir. Dolayisiyla her y € A\S* igin

f(xr,y) = fla,y) ve |f(zk,y)| < g(y).

Lebesgue Smirlandirilmig Yakinsaklik Teoreminden

Fla) = [ #a.)ixe) =tim | Jlonn)drm) = lim ).
Dolayisiyla F' fonksiyonu a noktasinda siireklidir. |

Teorem 3.3.60 I C R bir agik aralik, A€ L™, f:IxA—Rveherxel
icin f(x,-) € L(A) olsun ve her x € I igin F' : I — R fonksiyonu

F(z) = /A f(, YA = /A f(x,y)dA(y)

olarak agiklansin. S C 'Y bir sifir kiimesi olmak tzere her y € A\S igin
f(,y) fonksiyonu a € I noktasinda tirevlenebilir olsun. Her x € I ig¢in
verilmig bir S, C A sifur kiimesi ve integrallenebilir bir g : A — [0, 400]
fonksiyonu ile her y € A\S, igin

|f(:1:,y) — f(a¢y)|

|z — al

<g()

saglansin. Bu kogullarda F fonksiyonu a’da tirevlenebilir ve

of of
Fl(a) = —(a,-)d\ = — dA(y).
@= [ Fenn= [ Fayar)
Kanit. (zg) C I dizisini limz, = a olacak bi¢imde keyfi segelim. S* :=
S U Sz, C A bir sifir kiimesidir ve her y € A\S* i¢in

f(zr,y) — fla,y) — gx(a,y) ve

lim
k—+o00 T —a

[, y) — fla,y)

T —a

‘ <9(y)

Lebesgue Siirlandirilmig Yakinsaklik Teoreminden, k — 400 ile

F(xy) — F(a) :/ flxr,y) — f(
A T —

T —a a

“Dax) + [ Hanire
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3.4 Cavalieri, Fubini ve Doniigiim Teoremleri

Uzlagsma: Bu kesimde daima p,q € N* ve n = p + g olacaktir. RP,R? ve
R™nin noktalarim sirasiyla x,y ve z ile gosterecegiz. z yerine bazen (x,y)
de yazacagiz.

A e LP B e L9n = p+ q olmak {lizere C := A x B’ye R™"de bir
Olgiilebilir kutu diyelim. Carpim Teoremi 3.3.24'te A x B € L™ ve A\ (A x
B) = A\p(A)N¢(B) oldugunu kanitladik. C' C R™ olmak {izere her z € R? ve
her y € R i¢in

Co = {y € R|(x,y) € O} ve Gy := {z € R”|(,y) € C}

olarak aciklansin. Ozel olarak C' = A x B ise

C B xeAveCy:: A yeB
0 z¢ A 0 y¢B

ve Carpim Teoremi 3.2.26 ile

A (C) = /RP A (C)dAp(z) = /Rq Ap(Cy)dAg(y). (3.53)

olur. Cavalieri Teoremi bunun her Lebesgue 6l¢iilebilir C' C R” igin dogru
oldugunu o6ne stirer. Ancak burada vurgulanmasi gereken bir nokta var.
Q' C RP ve Q" C RY kapali kutular ve Q' # () ve Q" # 0 olsun. Q = Q' x Q"
olmak tizere Q C C C @ kosulunu saglayan her kiime Lebesgue 6lgiilebilir.
Bu durumda y € Q" ise C,, = Q' ve y ¢ Q" ise Cy = 0 kesitleri Lebesgue
olgtilebilirler. Eger y € 0Q" ise Cy kiimesi Q)"’niin herhangi bir altkiimesi ola-
cagindan A,-6lciilebilir olmasi gerekmez. 0Q” bir A, sifir kiimesi oldugundan
f(y) := Ap(Cy) fonksiyonu R?’da hhy de tamimhdir. Benzeri g(z) := A\;(Cy)
fonksiyonu igin gegerlidir.

Ancak bir fonksiyonun bir sifir kiimesinde aldig1 degerlerin, integrali aci-
sindan bir rol oynamadigini biliyoruz. Dolayisiyla (3.53) esitligini 6yle yaz-
makta bir sakinca yoktur; asir1 titiz okur o esitlikte A, ve A\, yerine sirasiyla
Xp ve Xq yazabilir.

Iki basit gercekle baslayacagiz:

(a) A C RP ve B C R? kiimeleri agik (veya Gs-kiimeleri) iseler C = Ax B
de agiktir bir Gs-kiimesidir).

(b) C C R™ acik (veya bir Gs-kiimesi) ise C, ve Cy kesitleri de aciktir
(veya Gs-kiimeleridir).
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Sekil 3.6: Cavalieri.

Bu savlar agik kiimeler i¢in agikardir. Gs-kiimeleri icinse

(O4)- (1) -Qaem Q) - () -

Ozdegliklerinden cikar.

Y

Teorem 3.4.1 (Cavalieri) C C R" dlgiilebilirse hh y € RY igin Cy kesiti
RP"de él¢iilebilir. Ayrica f(y) := A\p(Cy) olarak tanvmlanan f : R? — [0, 4+00]
fonksiyonu él¢iilebilir ve

7€) = [ rwdy = /R X(Cy )y = /R M(Cy)dy. (3.54)

Benzer bigimde hh © € RP igin C,, kesiti R?’de olgulebilir. Ayrica g(y) :=
A (Cy) olarak tanamlanan f: RY — [0, +00] fonksiyonu dlgiilebilir ve

An(C) = /]R gla)dr = /R Ro(Cr)dw = /R Ag(Cr)da. (3.55)

Kamt. Bu esitliklerdeki son ifadelerde, C, veya C, Olciilebilir degilseler,
Ap(Cy) ve Ag(Cy) yerine [0, +o00]’deki herhangi bir degeri alabiliriz.

Biz (3.54) esitligini kamitlamakla yetinecegiz; (3.55) esitligi benzer bi-
¢imde kamitlanir. Savi basit yapili C’lerden baglayarak kademeli bigimde ka-
nitlayacagiz. ®(C) ile agagidaki 6nermeyi gosterelim:

C € L£", hh y € R? i¢in C,, olciilebilir, f olgiilebilir ve (3.54) gecerlidir.

(i) A=Q € QP ve B = Q" € Q7 birer kutu ve C = Q' x Q" ise ®(C).
Gergekten de y € Q" ise Cy = Q' dlgiilebilir, y € RN\Q" ise Cy = () yine
dlgiilebilir. Bu durumda y € Q" icin f(y) = M\(Cy) = Wp(Q') ve y ¢ Q"
igin f(y) = 0 olur. Ozetle f = X\,(Q') - 1g» &lgiilebilir ve Jra f(W)dy =
M (@)g(@") = M(C).
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(ii) Her k € N igin C}, € L", ®(C}) ve {Ck} bir ayrik aile ise @ (| | Ck).
Her geyden once C := | |Cy € L". Her k i¢in ®(C)) oldugundan R?da
bir Si sifir kiimesi her y € RI\Sy, i¢in Ck, € LP ve fi(y) := A\p(Cky) ile
tanmimlanan f; : R? — [0, +oo] fonksiyonu 6lgiilebilir olacak bigimde bu-
lunabilir. S := [JS; C R? kiimesi bir sifir kiimesidir ve her y € R9\S
icin Cy = | |Cky C RP &lgiilebilir ve Onerme 3.3.20’den dolay1 R%\S’de
F(y) == Xp(Cy) = >4 Ap(Cry) = Dk fr(y) olarak tanmimlanan f fonksiyonu
Olgiilebilir. Sonug 3.3.56 ile

Anl(C) =§An<ck> ‘”i”g /R i)y = /R q (;fk@)) ay= [ s

(iii) Simdi (C) C £™ monoton azalan bir dizi, Cy’ler sinirh ve C' := () Cj,
olsun. Her k i¢in ®(C},) ise ®(C) oldugunu gorelim; bu (ii)’ye benzer bigimde
kanitlanir. Herseyden énce C' € £", hh her y i¢in C = [ C}, Olgiilebilir.
f ve fr fonksiyonlar (ii)’deki gibi tammlandiginda f; fonksiyonlar: integ-
rallenebilir ve fi N\, f. Diger yandan oldugundan ®(C%) varsayimimizdan
Mp(Ck) = [gq fr oldugundan, yine sonug 3.3.56 ile f de integrallenebilir ve
An(C) = lim A\, (Cy) = lim [, fx = lim [, f olur. Sonugta ®(C) gegerlidir.

(iv) Her agik U C R™ sayilabilir ¢coklukta ayrik kutunun birlesimi olarak
yazilabildiginden, (i) ve (ii) ile ®(U) gegerlidir. Bu ve (iii) ile her sinurls G
kiimesi H = ([ Uy, i¢in ®(H) gegerlidir.

Simdi A bir sinerl dlgiilebilir kiime olsun. Sonug 3.2.25’ten dolay1 A C H
kogulunu saglayan ve bir simirll Gs-kiimesi olan H kiimesi \,(H\A) = 0
olacak bigimde bulunabilir. Benzer bi¢imde sinirli Gg-kiimesi K ise H\A C
K ve \p(K) = 0 olacak bicimde bulunabilir. K igin (3.54) saglandigindan

0=A(K) = / Ap(Ky)dy = R%de hh Ay (K,) = 0
R4

olur. (H\A), = Hy\Ay C K, oldugundan hh y i¢in A, (Hy\Ay) = 0 olur.
H, ve K, birer Gs-kiimeleri oldugundan, yine Sonug 3.2.25 ile hh y igin A,
olgtilebilir ve A\p(Hy) = Ap(Ay) olur. Dolayisiyla f(y) = Ap(A4y) fonksiyonu
olciilebilir. (3.54) esitligi H i¢in gegerli, A\, (A) = A\ (H) ve A\p(Hy) = A\p(Ay)
oldugu i¢in, bu esitlik A i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla ®(A).

(v) A € L™ keyfi verilsin. Sayilabilir goklukta ayrik, smirh ve dl¢iilebilir
Aj'lerle A = | |, A; yazabiliriz. (iii)’ten ®(A4;), (ii) ile ®(A) elde ederiz. W

Ornek 2.5.6’daki hesaplamalarla, A C R"! &lciilebilir olmak iizere,
R™de, tabam A ve yiiksekligi h olan silindirin dlgiisiiniin hA,—1(A), tabani
A ve yiiksekligi h olan koninin 6lgiistiniin %/\n—1(z4) oldugu kolayca goriiliir.

f :R™ — R verilsin. Her # € R? i¢in f(z,-) : R? — Rve f(-,y) : RP = R
fonksiyonlar f(x,-)(y) := f(z,y) ve f(-,y)(z) := f(z,y) olarak agiklansin.
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Teorem 3.4.2 (Fubini I) f : R™ — [0,+4o00] dlgilebilirse asagidakiler
gecerlidir:
(i) R?da bir N sifir kiimesi her y € RI\N i¢in f(-,y) : RP — [0, +0o0]
fonksiyonu élciilebilir olacak bicimde vardar.
(i) Her y € RI\N igin F(y) := [gp f(9)dN, = [go f(z,y)dz vey € N
1se F' istenildigi gibi agzklansm omegjm F|N = 0. Bu durumda F :
RY — [0, +o0] fonksiyonu élgilebilir.

(iii)

[gan= [ s= [ rwa= [ ([ swai) .
(3.56)

Bu onermede x ve y’nin rolleri degisebilir; kanittan sonra deginecegiz.

Kanit. Savimizi énce 6lgiilebilir C' kiimelerinin 1¢ 6zgiin fonksiyonlari, ar-
dindan basit ¢ fonksiyonlar: ve sonunda herhangi bir f 6lgiilebilir fonksiyon-
lar1 i¢in kanitlayacagiz.

C € L™ ve f :=1¢ olsun. Elbette 1¢ 6l¢iilebilir. Teorem 3.4.1’den dolay1
R%da bir N sifir kiimesi her y € R?\N i¢in Cy, élgﬁlebilir olacak bigimde
vardir ve 1¢(-,y)(z) = 1lo(z,y) = 1¢,(x) 1le F(y) = [polc(z,y)dz =
Ap(Cy) olur. Teorem 3.4.1’den

/n 1o = M(C) = /R M(Cy)dy = /R (/R 1C(x,y)dx> dy.

Bunun bir sonucu olarak savimiz her sonlu basamakli ) | a;1¢, igin gegerlidir.
Simdi f : R® — [0, +o0] 6lciilebilir fonksiyonu verilsin. Onerme 3.3.21°den
dolay1 sonlu Lebesgue merdivenlerinin bir ¢y, dizisi ¢  f olacak bigimde
bulunabilir. N C R? sifir kiimeleri agagidakiler saglanacak bigimde buluna-
bilirler:

(1) y € R\ Ny, igin gok( Y) 6lgiﬂebilir

(m)k y & Ng 1(;1n Pr(y) == Jpo gok z,y)dx ve y € Ny, i¢in Px(y) =0,

Z“ fRn (Pk dZ - qu (pr Spk €z y)d.’]j) dy = qu (I)k dy
N : UNk bir 31f1r kiimesidir. @ 7 f ve Lev1 Teoreml 3.3.55'ten y ¢ N
icin f(-,y) 'nin odl¢ilebilirligi ve lim®Px(y) = = Joo f(2,y)dx esitligi
gikar. Bir kez daha Levi Teoremi ve F' = lim CI’k den F'nin olgiilebilirligini
ve [po F(y)dy = lim [p, @ (y)dy esitligini elde ederiz. Boylece (i) ve (ii)
kanitlanmis olur. (iii) ise (7i7)’de limite gegerek elde edilir. [

Teorem 3.4.3 (Fubini IT) f:R" — R élgiilebilir ve

[enazee [ ([ 1ralds)ay (357
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integrallerinden herhangi biri sonlu ise f € L(R™)ve Fubini I teoremi, orada
“olgiilebilir” yem’ne “integrallenebilir aldigimizda da dogrudur.

Kamt. F*(y pr (x,1y)dx olsun. Fubini I teoremini f*’ye uygularsak

fF(2)dz= | FE(y)dy
Rn Ra

olur. [p, |f| < 4ooise 0 < f£ <|f| oldugundan [ f* < +oc ve f Lebesgue
integrallenebilir. |
Simdi teoremimizde z ve y’nin rollerini degigelim. f : R™ — [0, +0o0]
olgiilebilir olsun. Benzer bigimde RP’de bir N sifir kiimesi her x € RP\N
icin f(x,-) : ]Rq — [0, +oo] élgﬁlebilir olacak bicimde bulabiliriz. Her x €
RP\N i¢in G(z) := [pq f( = Jga f(2,y)dy olsun ve z € N i¢in G(x)
istenildigi gibi ac;lklansm Bu durumda G : RP — [0, +0o0] olgiilebilir ve

[t = [ cwae= [ ([ i)

Buradan devam edersek f : R™ — R integrallenebilirse

[ s@a= [ ([ seoi)a=[ ([ )

elde ederiz. Bu iglem siirdtiriilerek, 7 : {1,...,n} — {1,...,n} herhangi bir
permiitasyon ve x = (1, ...,x,) olmak lizere
f(z)dx (3.58)
Rn

:/R</< /(/fxl dxﬂ(l)) d:vﬂ(g)-'->dx7r(n_1)> A

elde edilir.

a,b € R, a < b, I = (a,b) ve f: I — R Lebesgue integrallenebilir
olsun. I # [a,b] ise f’yi [a,b] ’ye herhangi bir bigimde genigletelim; bu yeni
fonksiyonu da yine f ile gosterelim. 01 = {a, b} bir sifir kiimesi oldugundan

b
/ Fdr = / fdr = / Fd\;.
a [ayb} <a7b>

Not 3.4.4 A€ L" ve f € L(A) olsun. f:R™ — R fonksiyonu f|A := f ve flJ[A°=0
olarak agiklansin. Bu durumda f € L(R"™) ve

/Af(z)dz = /]Rq fz,y)dy /Rn f(2)dz
— /]Rq ( . f(x,y)dx) dy = /Rp ( 5 f(x,y)dy) de.
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Burada pr x,y)dx = fA (z,y)dx ve qu x,y)dy = fA (z,y)dy. Ozel olarak Q' €
QP ve Q" € Q7 kutular olmak tizere A = Q' x Q" ise

/;Q/XQ”f(z)dz: / ( Qlf(m,y)dac) dy = / ( 5 f(a:,y)dy) iz,

Uyar:1 3.4.5. 1. Ardigik integraller alimabilirken bunlarin birbirine esit ol-
mas1 gerekmez!

// T v dydm— // 5y v da:dy—ﬂ'
(z (z

Fubini teoreminden dolay1 f(z,y) fonksiyonumuz [—1,1]? kutusunda integ-

rallenemez. Bu arada y # 0 igin f(z,y) = aaz 59 arctan i oldugunu belirtelim.

2. Ardisik integraller birbirine esit olsa blle f’nin integrallenebilir olmasi
gerekmez! Ornegin

1,1 1,1
/ / L?dxdy = / / deydm =0,
“1J1 (22 4+ y?) 1)1 (22 +y?)

ancak [0,1]%'de f > 0 oldugundan Fubini I ile

L gy 1/ y
fd/\g:/ / da;dy:/ (— )dy:—i-oo.
/[0,1}2 o Jo (224 y2)? 2Jo \y 14y

Eger f fonksiyonu [—1,1]?’de integrallenebilir olsayd: [0, 1]?’de de integral-
lenebilir olurdu ki bu yukaridaki sonucla celigir!

Teorem 3.4.6 (Doniisiim Teoremi) V C R"™ agik, & : V — R"™ birebir
ve Ct simfindan ve U := ®(V) olsun. Bir f : U — [0, +00] fonksiyonu ve-
rilsin. f’nin dl¢ilebilir olmasy igin guyk F := (f o ®)|det ®'| niin dlgilebilir
olmasidir ve bu durumda

/Uf(m)de/Uf:/V(fo@!det(I)" (3.59)

E/ f(@(u))metqﬂ(u)\du:/ Fu)du.
1% 1%

Eger f : U — R ise bu énerme “Glgiilebilir” yerine “integrallenebilir” yazds-
gmazda da dogrudur.
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Kanit. Analiz derslerinden U'nun acik ve ®~!in de C'-smifindan oldugunu
biliyoruz. A C U igin ¢(A) ile agagidaki énerme gosterilsin:

p(A):
A C U blgiilebilir, B := ®~1(A) dlciilebilir ve A\(A) = / 14 = / 1p ’det |
U \%4

(i) Savimiz Q C U kosulunu saglayan Q € Q" kutulan i¢in dogrudur.
Kutular Jordan o6lgiilebilir ve Jordan 6lgiileri Lebesgue olciileri ile ortiistii-
giinden Teorem 2.6.3'ten ¢(Q) gegerlidir.

(ii) U’da verilen sayilabilir ve ayrik {A;},.; ailesi icin, her 4 € I igin
©(4;) ise ¢ (|l;e; Ai) olur; burada 3.3.55 devreye girer.

(i) U D A1 D Ay D -+, M(A1) < 400 ve her i € N* igin ¢(4;) ise
Sonug 3.3.56 (ii) ile ¢ ([ Ai).

Her agik A C U kiimesini, kapaniglar1 A’ya diigen sayilabilir coklukta ay-
rik kutunun birlegimi olarak yazabiliriz; 6yleyse her agik A C U igin (ii) ile
©(A). Bu ve (iii)’ten her smirlh Gs-kiimesi A igin ¢(A) gegerlidir. Herhangi
bir sinirh dlgiilebilir A kiimesine, sinirli Gs-kiimeleriyle istenildigi kadar yak-
lagabiliyoruz; dolayisiyla p(A) gegerlidir. Simdi A € L™ keyfi verilsin. A’y1
sayilabilir ¢coklukta siirli ve ayrik oOlciilebilir kiimelerin birlegimi olarak ya-
zabiliriz; dyleyse ¢(A) gecerlidir. Oyleyse

/1A:/1B\det<1>’}:/ (14 0®) |det D] . (3.60)
U |4 v

Bu, (3.59) esitliginin 14 tipindeki fonksiyonlar i¢in dogru oldugunu soyler.
Dolayisiyla, A1, ..., A C A dlgiilebilir ve c1, ..., c; € R olmak lizere savimiz
sonlu basamakli ¢ = > ¢;14, Lebesgue merdivenleri igin de dogrudur ve
ayrica T := (t o @) |det @’ Slgiilebilir.

(a) f : U — [0,+00] 6lgiilebilir olsun. Sonlu basamakh (tz) Lebes-
gue merdivenleri dizisi t; " f olacak bigimde segilebilir. Bu durumda,
Ti = (tx o @) |det ®'| olmak tizere Ty, & F', dolayisiyla F' dlgiilebilir ve (3.59)
esitligi Levi Teoremi 3.3.55’ten ¢ikar.

(b) f : U — [0,+00] verilsin ve F &lgiilebilir olsun. Simdi ¥ := !
olmak tizere ¥ : V' — U koordinat doniigiimiinden yola gikar, ®(¥(x)) = x ve
det ®'det ¥’ = 1 oldugunu gozetirsek, (a)’dan f = F o ¥’nin dl¢iilebilirligini
ve (3.59) egitligini kazaniriz. Boylece savimiz f : U — [0, +o0] tipindeki
fonksiyonlar i¢in kanitlanmigtir.

() f:U = Rise f = ft — f-ve savimiz f* ve f~’nin her biri igin
dogru oldugundan f iginde dogrudur. |

® : [0,+00) x [0,27] — R? doniisiimii ®(r, ) = (r cosp,rsinp) olsun.
Ornek 2.6.7°de bu déniisiimii ele aldik ve det ®(r, @) = 7 oldugunu biliyoruz.
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Sonug 3.4.7 f:R? = R fonksiyonunun integrallenebilir olmast icin guyk
F(r,p) == f(rcose,rsing)r fonksiyonun [0,+00) x [0,27] ’de integrallene-
bilir olmasider. Integrallenme durumunda

/ Fdrg = / Fd)s,
R2 [0,+00)x[0,27]

veya yaygin gosterimle

2 +oo
/ f(z,y)dxdy = / / f(rcosp,rsing)rdrde.
R2 0 0

Kamt. S := [0, +00)x0 kiimesi R?’de bir kapali sifir kiimesidir. Dolayisiyla
U := R%\S acik ve odlgiilebilir bir kiimedir ve f'nin R?’de integrallenebi-
lir olmas1 f’nin U’da integrallenebilir olmasina denktir ve integrallenebilir
olma durumunda [g, f = [;; f. Diger yandan V := (0, +00) x (0,27) bir
acik kiimedir ve ®|V : V — U, C! smifindan bir esyapi doniisiimiidiir. Te-
oremimizden f’nin U’da integrallenebilir olmas1 F’nin V’de integrallenebilir
olmasma denktir. ([0, +00) x [0, 27]) \V bir sifir kiimesi oldugundan, F’nin
V’de integrallenebilir olmasi [0, +00) % [0, 27]’de integrallenebilir olmasina
denktir ve integrallenebilir olma durumunda F’nin bu kiimeler iizerindeki
integralleri birbirine egittir. Kamt biter. |

Sonug 3.4.8 ®x :R3 = R3 fonksiyonu
D (1, 0,0) := (rsinf cos g, rsin 0 sin )
olarak tanwmlansin(bkz. (2.104). f : R® — R fonksiyonu verilsin ve

F(r,¢,0) := (f o ®x)(r,,0) |det D (r, 0, 0)|

—r? sinH’

= f(rsinf cos @, rsinfsin @)

olsun. f 'min R3 te integrallenebilir olmas: F 'nin [0, +00) x [0, 27] x [0, 7] de
integrallenebilir olmasina denktir. Integrallenebilme durumunda

L= g
R3 [0,400) % [0,271] X [0,7]

veya acgik yazlimla
/ f(z,y, z)dzdydz
R3

T 2 p4oo
= / / / f(rsin 6 cos @, rsin @ sin )72 sin Odrdeds.
o Jo Jo
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Kamit. S := [0, +00)x {0} x R kiimesi R?te bir kapali sifir kiimesidir. Dola-
yisiyla f'nin R3’te integrallenebilir olmas1 U := R3\ S agik kiimesinde integ-
rallenebilir olmasina denktir ve integrallenebilme durumunda fRS f= fU f.
Ayrica V= (0,+00) x (0,27) x (0,7) olmak iizere ®x|V — U bir C!-
esyapt doniiglimiidiir ve teoremimizden dolayt f'nin U’da integrallenebilir
olmast F'nin V’de integrallenebilir olmasma denktir. Ote yandan S’ :=
([0,400) x [0,27] x [0,7]) \V bir sifir kiimesi oldugundan, F’nin V’de in-
tegrallenebilir olmasi ise F'nin [0,400) x [0, 27] x [0, 7]'de integrallenebilir
olmasina denktir ve bu integraller birbirine esittir. Bu sav1 verir. |

3.5 Vitali Ortiileri ve Yogunluk

Tanmim 3.5.1 A C R"™ ve V ise R"de, tek noktadan olusmayan V C R"
kiimelerinin bir ailesi olsun. Her a € A ve her r > 0 i¢in bir V € V kiimesi
a € V C B.(a) olacak bigimde bulunabiliyorsa, V ailesi A’min bir Vitali
ortistdir denir.'®

V ailesi A'nin bir Vitali ortiisii, U C R™ bir agik kiime ve A C U olsun.
O zaman V; := {V € V|V C U} ailesi de A'nin bir Vitali ortiistidir. a € A
ve r > 0 keyfi verilsinler. p > 0 sayisin1 < min {%d(a, Ue), r} olacak bigimde
segelim. V ailesi A i¢in bir Vitali 6rtiisii oldugundan bir V' € V kiimesi a €
V C B,(a) C B(a) olacak bigimde vardir ve V C B,(a) C U oldugundan
Vey.

V C B,(a) ise V'nin d(V) ¢apt < 2r olur. Dolayisiyla Vitali ortiileri
yeterinde kiiciik parcalar icerir. R'’deki kapali toplarimiz, o < 3 olmak iizere
[a, O] kapali araliklaridirlar. A = [a,b] ise V := {[«, S]], 8 € Q, v < B} ailesi
A’nin bir Vitali értiisiidiir.

Teorem 3.5.2 (Vitali Ortii Onsav) A C R™ kiimesinin kapal toplardan
olusan bir V Vitali értisi verilsin. Verilen her € > 0 sayisina karsilik, €’a
bagh, sayplabilir ve ayrik {Bk} C V ailest, asaqrdakr kosullar saglanacak
bicimde bulunabilir.

(i) C :=|| By olmak iizere A\C' bir sifir kiimesidir.

(it) A (C) < Ay(A) + €. Bu ézellikten dolayy { By} e-duyarldar denir.

Kamit. (a) A kiimesi sinirh olsun ve € > 0 keyfi verilsin. Smurh ve agtk W
kiimesini A C W ve A\, (W) < A, (A) + € olacak bicimde secelim. B C R”

13Kimi yazar bu tanimda B, (a) kapali topu yerine B,(a) acik toplar1 veya a € V C K
kogulunu saglayan agik veya kapali K kiiplerini(kutu degil!) alir. Bunlar kanitlanacak
teoremleri degistirmez.
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herhangi bir topsa, r(B) ile bu topun yarigapim gosterelim. Elbette r(B) =
r(B).

Vi:={B|BeVve BCW} ve s;:=sup{r(B)|Be}

olsun. V; ailesi de A’nin bir Vitali ortiisiidiir. s1 sayis1 V’deki kapali toplarin
W’ye diigenlerinin yarigaplarinin supremumudur. W sinirlhi oldugu igin s;
sonludur. V;’den 7 yarigapr > s1/2 olan bir By € V; 6gesini segebiliriz.

Vo 1= {B[BE% ve BN B; = (Z)} ve S zsup{r |B€V2}

olsun. Eger Vs # () ise bir By € Vy'yi ro := r(Ba) > s2/2 olacak bicimde
secebiliriz. Simdi By, ..., By ayrik toplar ve si,...,s; sayilar secilmis ol-
sunlar. C}, := |_|1§i§k B; olmak iizere

Vit1 = {B|B € V4, BN Cy, = 0}

olsun. Eger Vi1 = () ise igimiz biter. Ciinkii bu A C Cf ve C = C}, demektir,
dolayisiyla A\C' = 0 bir sifir kiimesidir. Ayrica C' C W oldugundan \,, (C') <
A (W) < An(A) + € saglanir.

Simdi her k € N* igin V}, # ) olsun. {Bk} C V bir sayilabilir ayrik ailedir
ve C := | | By, dersek, sayilabilir kapali toplarin birlegimi olarak C &l¢iilebilir
ve C' C W oldugundan \,(C) < \,(W) < A\n(A) + ¢ olur. Dolayisiyla (ii)
saglanmistir. Simdi (i)’nin saglandigim gorelim. By topumuzun merkezi ay,
olsun; boylece By = By, (a)). Herseyden 6nce

ST rrp =3 M(Br) = Ma(C) < Ma(W) < +00 (3.61)
E>1 E>1

oldugundan 7 N\, 0 ve si N\, 0 olur. Sonlu sayida kapali toplarin birlegimi
olarak her C} kompakttir. Simdi bir p i¢in € A\C) oldugunu varsayalim.
Bu durumda 6 := d(z,Cp) > 0 olur. V, A'min bir Vitali ortiisii oldugundan
bir B(a,r) € V topu r < §/2 olacak bicimde vardir. Elbette B(a,r)NCp, = 0)
ve Sp+1 > r olur. Ayrica s N\, 0 oldugundan

FjeN(G>pve s;>r>sj41).

r > sj+1 oldugundan B(a,r) topu By,...,Bj toplarindan birini, diyelim
By, = By, (am)’yi keser. B(a,r) N Cp = 0 oldugundan m > p olmak zo-
rundadir. Dolayisiyla, r < s; < s, < 271, oldugunu da gozetirsek, her
z € B(a,r)N By, (am) i¢in

|z — am| < |z —a| + ||la —z|| + ||z — am]|| < 2r + rm < 47y, + 7 = 57y
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Sonugta ||z — am|| < 5ry,, dolayisiyla

A\Cp C U B57~k (ak)

k>p
A (A\Cp) < An (Bsry (ar)) = > 5" mury = Ry (3.62)
k>p k>p

olur.(3.61) ile lim Ry41 = 0 ve 0 < A, (A\C) < A\, (A\Cp) < Ry oldugun-
dan A, (A\C) = 0 olur.

(b) A smursiz olsun. R"™’de, koseleri a € Z™’de ve kenar uzunluklar: 1
olan acik kiiplerimiz sayilabilir cokluktadir.'* Bunlar Uy, Us,... olsunlar.
Her i € N* igin g; := ¢/2% ve A; :== AN U; olsun. V her bir A;nin bir
Vitali ortistdiir ve A; smirhdir. Kanitin (a) sikkindan dolayr V’nin sayi-
labilir bir V; alt kiimesi, V;'deki toplar U;’de ve C; := [JV; olmak tizere,
A;\C; bir sifir kiimesi ve A, (C;) < A, (A;) + &; olacak bicimde bulunabilir.
S :=R"\ (U;en+) bir sifir kiimesidir. V* := [ |V; ve C := | | C; olmak iizere
A\C = (I (A:\Cy)) U(ANS) bir sifir kiimesidir ve

=3 Ml(Ci) €D (An(Ai) +ei) < An(A) +e.

S := A\C bir sifir kiimesi ve A C C' U (A\C) = C U S oldugundan
An(A) < A (O) + M (S) Z An( (3.63)

A C R"™ ve x € R" olsun. x noktasini iceren B toplarinin ailesini B, ile
gosterelim.

lim := lim Jimsup :=  limsup , liminf:= liminf
Blz  d(B)—=0,B€B:  Blx d(B)—0,BeB,  Blz d(B)—0,B€B,

kisaltmalarini kullanalim. Bu gosterimle, eger limit varsa

. M (ANDB)
A x):=1lim ———=
sayisia A kiimesinin z noktasimndaki yogunlugu denir. Elbette 0 < (A, z) <
1. (A, z) = 1 olan x noktalarima A kiimesinin yogunlagma noktalar: de-

nir. A oOlgilebilir ve 2 noktasi A'nin bir yogunlasma noktasi ise, her B € B,

icin A, (AN B) + A\ (B\A) = A\, (B) oldugundan

o Mn(B\4)

lim =57y =0 (3.64)

M Ashinda R™’de A, (]R"\UU) = 0 kosulunu saglayan herhangi ayrik Uy, Uy, ... agik
kiimeleri igimizi goriir. Ornegin U; := By (0) ve k > 2 icin Uy, := By (0)\Bx—_1 alabiliriz.
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U C R™ agik ve x € U ise x noktasimin A’nin bir yogunlagma noktasi olmasi
i¢in gvyk 2’in U N A’nin bir yogunlagma noktasi olmasidir, dd 6(A4,z) =
1<= 6(UnNA,z) = 1. Eger A bir agik kiime ise her z € A noktas1 A'nin
bir yogunlagma noktasidir.

Teorem 3.5.3 (Lebesgue Yogunluk Teoremi) A C R™ herhangi bir
altkime olsun. A’nin hemen hemen her noktast A’nin bir yogunlasma nok-
tasidar.

Kanit. A’y1 siirh varsayabiliriz. Oyleyse A kiimesi siirlive Z := {a € A|0(A,a) < 1
olsun. 0 < p < 1 igin

) i (A0 B
Ay 1= o A0A,2) < p} (buade 0042) 1= tigint 22570

olsun. 0 < pp, < 1 ve p, / 1ise Ay, T Z olur. Bu nedenle her 0 < p < 1
icin A,’nin bir sifir kiimesi oldugunu gostermek yeterlidir. 0 < p < 1 olsun
ve p sabit tutulsun. ¢ > 0 keyfi verilsin. Bir U, agik kiimesini A, C U, ve
M (Uz) < An(Ap) + € olacak bicimde secelim. B ile R™'deki toplarim ailesini

gosterirsek
A (AN B)
=< B BcU,—————
Y { € B|B C U, (B <p}

ailesi A, icin bir Vitali ortiisiidiir.'® Teorem 3.5.2’den dolay1 sayilabilir ayrik
B, toplarn1 A, (A,\ || By) = 0 olacak bi¢imde segebiliriz.

A, =| (A4, N By) (,,\UB) |_|AmB (,,\|_|B>

v

oldugundan

<Z>\ (AN B,) <pZ)\ ) < pA(U2) < p (An(4p) + )

olur. Burada e \, 0 limitine gegersek A, (4,) < pA,(4,) elde ederiz. 0 < p <
1 oldugu i¢in A\, (A,) = 0 olur ve isimiz biter. |

z € Aise (A, z) = 1 oldugu apagiktir. Bir a € A noktasma 6 (4,a) = 1
ise A'nin i¢ noktas1 gibidir diyelim. Bu durumda Lebesgue Yogunlagma
Teoremi, Littlewood un izleyen ilkesine doniigtir: Herhangi bir olctilebilir kii-
menin hemen hemen her noktas: bir i¢ nokta gibider.

5B deki toplarm tiimii kapal secilebilir.
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3.6 Tek Degiskenli Lebesgue Integrallenebilir Fonk-
siyonlar, Anateorem ve Kismi Integrasyon
Riemann integralinde oldugu gibi, ¢cok degiskenli Lebesgue integrallenebi-
lir fonksiyonlarin integralinin hesaplamak, Fubini Teoremi yardimiyla tek
degiskenli Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin integralini hesaplamaya

indirgenir. Burada ise, Riemann integralinde oldugu gibi, integral hesabin
Anateoremleri, degisken degistirme ve kismi integrasyon devreye girer.

Tanmim 3.6.1 f : R™ — R integrallenebilir ve A C R™ dlgiilebilir ve 0 <
An(A) < +o0 ise

1
O(f, A :-/fd)m
( ) )‘n(A> A
sayisina f’'nin A’daki ortalama degeri denir.

Teorem 3.6.2 f:R"™ — R Lebesgue integrallenebilirse hh p € R™ i¢in

=lim O(f, =1
f(p) lim (f,B érir;%

/ Fdrn. (3.65)

Kanit. (1) A C R” 6lgiilebilir ve f = 14 olsun. Bu durumda

[ ar, = 2408

Ottt = M(B)

1
An(B)
dolayisiyla limp, O(14,B) = 6 (A, p). Teorem 3.5.3’ten dolay1 hh p € R
icin

0(A,p) =limO(14,B) =1 =14(p)
Blp

(2) f > 0 ve f dlgiilebilir olsun. a € (0, 400) keyfi verilsin ve

A = {p € R"|limsup |O(f, B) — f(p)| > a}
Blp

olarak agiklansin. Her o > 0 igin A, 'nin sifir kiimesi oldugunu gérmek yeter-
lidir. Simdi € > 0 keyfi verilsin. A\, (Ay) < € oldugunu savunuyoruz. Onerme
3.3.21’den dolayi, sonlu basamakli bir ¢ Lebesgue merdiveni 0 < ¢ < f ve
g = f — ¢ olmak {izere

/ gdn < %g (3.66)

olacak bicimde segilebilir. (1)’den dolay1 hh p € R™ i¢in limp, O(p, B) =
©(p). Dolayisiyla A, kiimesi, agagida tamimladigimiz A., kiimesinden bir sifir
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kiimesi kadar farkhdir.

Blp
Al = A{p e R"|g(p) > o/2},

A, = {p € R"[limsup |O (g, B) — g(p)| > a} ,

lo:=<pe€R"limsupO (g,B) > a/2
Blp
olmak tizere A/, C A/, U A/ ,. Dolaysiyla (3.66) ile

%)\n( :)41)</ gd>\n</ gd)\ng%a
al "

buradan da A, (A) < e/2 elde edilir. O (g, B) > «/2 kosulunu saglayan B
kapali toplar1 A, icin bir Vitali ortiisii olugturur. Bu toplardan sayilabilir
tanesi, Teorem 3.5.2°deki gibi segilirse, (3.63) ile

%S\n(; <Zg)\ <ZOg, B;)
—Z/ gdn </ gdn, <—
R™

Iki tarafi §’ye bélerek dnce A, (Al,) < 5, ardindan her £ > 0 igin

an(A;) <A ( 511) + Xn( /042) <e€

oldugundan A, dolayisiyla A, bir sifir kiimesidir. (2) durumunda sav ka-
nitlanmigtir.
(3) f: R™ — R integrallenebilir olsun. f* fonksiyonlarma (2) uygulanir. B

Sonug 3.6.3 f:[a,b] = R Lebesgue integrallenebilirse

=/jfcm1

integral fonksiyonu hemen her x € [a,b] noktasinda tirevlenebilir ve tirevin
oldugu noktalarda F'(x) = f(x) gecerlidir.

Kanit. R’deki kapali toplar kapali araliklardir. Teorem 3.6.2’den dolay1 hh
x € (a,b) i¢in yeterince kiigiik h > 0 sayilar ile
F(x+h)—F(z) . 1 [*h
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Aymsi [h — x, z] araliklar igin gegerlidir. |

Not. f:R"™ — R Lebesgue integrallenebilir olmak {izere her A € L™ i¢in
F(A):= [, fd\, olsun. p € R™ olmak iizere, varsa

i F(B)
DE(p) = lim 5
limitine F’nin p’deki tiirevi denir. F’ye f’'nin integral fonksiyonu, genelde
belirsiz integrali denir. Bu adlandirmalarla Teorem 3.6.2 su bildik gekli alir:
f'nin F belirsiz integrali hh p noktasinda tirevlenebilir ve tiirevi f’ye esittir.
A

Uyar1 3.6.4. Cantor-Lebesgue fonksiyonu: Cantor kiimesini olugturur-
ken ilk adimda attigimiz agik (1/3,2/3) arahgmi [;; ile gosterelim. Kalan
iki araligin ortalarindan attigimiz iki (1/9,2/9) ve (7/9, 8/9) acik araliklarim
sirasiyla Isq, 1o ile gosterelim.

1

EN[Y)

1 2 1
0 9 9 3 3 9 9

Sekil 3.7: Cantor fonksiyonu

Boyle devam ederek, her ¢ € N* i¢in i.ci adimda attigimiz agik aralik-
lar1 soldan saga I;1, Lia, ..., I;5i-1 olarak numaralayalim. Bir F': [0,1] — R
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fonksiyonunu her z € I;; i¢in F(z) := (2j — 1) 27¢ olacak bigimde tanimla-
yalim, bkz Sekil (3.7). Bu fonksiyonun iyi tanimli, monoton artan ve siirekli
oldugunu goérmeyi okura birakiyoruz. F' fonksiyonu her I;; acik araliginda
sabit oldugundan orada tiirevlenebilir ve orada F’ = 0 olur. Dolayisiyla
U=U,;;lijde F" =0.C = [0,1]\U bir sifir kiimesi oldugundan [0, 1]’de
hhy F’(xz) = 0. Dolayisiyla F’ Lebesgue integrallenebilir ve fol F' = 0. Do-
layisiyla
1
/ F'=0+#1-0=F(1) — F(0).
0
Simdi G fonksiyonu [0, 1]’de sabit olsun. O zaman F ve G siirekli, hh x € [0, 1]
i¢cin F'(z) = G'(z), ancak F — G sabit degil! Dolayisiyla Riemann integrali
igin gegerli olan ve Anateorem II Lebesgue integrali i¢in gecerli degil! F' ve

G’yi siirekli almak yerine, agagida tanimlayacagimiz anlamda, mutlak stirekls
alirsak, o zaman F — G'nin sabit oldugunu kanitlayacagiz.

Tanim 3.6.5 a,b € R, a < b ve f : [a,b] — R wverilsin. Her ¢ > 0
saysina karsilik bir §: > 0 saysi, [a,b]ye disen her sonlu sayida ayrik
(a1,B1) ..., (an, Bn) araliklar: i¢in

Yo Bi-a)<be= Y |f(B)— flai)| <e (3.67)

1<i<n 1<i<n

olacak bigimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak stirek-
lidir denir.'

Her mutlak siirekli fonksiyon diizgiin siireklidir, f : [a,b] — R mutlak
stirekli ve € ve §. tanimdaki gibi olmak {tizere, [a, b]’deki ayrik («y, 5;),7 € N
araliklariyla

Do Bi—ai) <8 =Y |f(Bi) = fla)| <e. (3.68)
€N ieN

f,g: [a,b] — R mutlak stirekli ise f £g¢, fg ve rf, r € R fonksiyonlarmin da
mutlak siirekli oldugunu gérmeyi okura birakiyoruz. Ayrica Lipschitz siirekli
fonksiyonlar mutlak siireklidir.

6By adlandirmada karasiz kaldim. “Mutlak” sifat1 bizde mutlak degeri ¢agristirir. Mut-
lak stireklilikte mutlak deger ise karigmaz. Aslinda siirekli fonksiyonlar arasinda bazi sinif-
landirmalar yapiyoruz: siirekli, diizgiin siirekli, Lipschitz siirekli, mutlak siirekli. “Mutlak
siirekli fonksiyonlar” siirekliligi en gii¢lii olamidir. O nedenle “tam siirekli” veya benzeri
bir adlandirma daha dogru olurdu!
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Not. Mutlak siirekli fonksiyonlar diizgiin siireklidir(Tanim 3.6.5te n = 1
alinz).

x sm2—7r ,x € (0,1],n € N*

fn :]0,1] = R fonksiyonu f(x) :=
0 ,x=20

olsun. Her n i¢in f,, diizgiin siirekli, f; mutlak siirekli ancak n > 2 igin f,
mutlak siirekli degildir. A

Teorem 3.6.6 f : [a,b] — R Lebesgue integrallenebilir olsun.
(i) F(z):= f; f .z € [a,b] integral fonksiyonu mutlak sireklidir.
(i1) Hemen her z € [a,b] noktasinda IF'(x) = f(x).
(i1i) G : [a,b] = R mutlak sirekli ve hemen her x € [a,b] i¢in G tirevlene-
bilir ve G'(z) = f(z) ise F — G sabittir.\7

Kanit. (i) (a): E C [a,b] 6lgiilebilir ve f = 1g olsun. Her («, ) C [a, b] i¢in

B
F(9) - Fle) = [ 1o =2 (BN (a.8).

e > 0 keyfi verilsin ve 0. = € segilsin. Sonlu sayida ayrik (a4, 3;) araliklarla

Zi (ﬁz — Oéz') < 55 ise

Z( (Bz Z)\l Eﬁ Oél,,ﬁl <Z e = €.
(2
Dolayisiyla f = 1g igin F mutlak stireklidir.

(b): f > 0 olsun. € > 0 keyfi verilsin. Sonlu basamakl ¢ Lebesgue
merdiven fonksiyonunu 0 < ¢ < f ve g := f — ¢ olmak iizere, f: gdA\1 < e/2
olacak bigimde segelim. ®(z) := [ pdA; ise ¢'nin integral fonksiyonu olsun.
(a)’dan ve integralin dogrusalligindan bir d. > 0 sayisim [a, b]'ye diigen her

sonlu ve ayrik (g, 51), ..., (an, Bn) araliklar igin
Y Bi—a) <be= Y () — P(a)) <e/2
1<i<n 1<i<n

olacak bicimde segebiliriz. Dolayisiyla

S (F(E) ~ Fla) = 3 / g+ Y (@(8) - @(ar))

i 1<i<n

b g
S/gd)\1+<8.
o 2

17 Az ileride mutlak siirekli fonksiyon hemen her yerde tiirevlenebilir oldugunu 6grene-
cegiz.
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ve F' mutlak siireklidir.
(c) f : [a,b]— R integrallenebilir olsun. Integrallenebilir f* : [a,b] — R
fonksiyonlari ile f* >0 ve f = f* — f~. Her (a, 8) C [a, b] igin

/jfdh s/jlfldxl=/jf+dh+/jf—dxl

olur. Bu ve (b)’den F’nin mutlak siirekliligi ¢ikar. (i)'nin kanit1 biter.

(#1) Bu Sonug 3.6.3’tiir.

(iii) G mutlak siirekli ve hh x i¢in 3G’(z) = f(z) olsun. Bu durumda H :=
F — G fonksiyonu da mutlak siireklidir ve hh z i¢in H'(z) = 0 olur. H’nin
sabit oldugunu gosterirsek igimiz biter.

x* € la,b] keyfi verilsin ve sabit tutulsun. ¢ > 0 keyfi verilsin. Bu du-
rumda |H(z*) — H(a)| < € oldugunu gostermek yeterlidir. H mutlak siirekli
oldugundan bir . > 0 says1 ayrik I, = (o, Br) C [a,b], k =1,2,... aralik-
lar ile

DM =D (B —an) <0 = Y |H(B) —H(aw)| <5 (3.69)
k k

k

[F'(8) — F(a)] =

olacak bi¢cimde bulunabilir.

X :={z € [a,2*]|3H(z) ve H'(z) = 0}
olsun. Her x € X igin, istenildigi kadar kiigik h > 0 sayist,

H(x+ h) — H(x) £
h ~2(b—a)

olacak bi¢gimde bulunabilir. Bu [z, z + h| araliklar1 X’in bir Vitali ortiistinii
olusturur. Vitali Ortii Lemmasi’dan dolay1, bu araliklardan sayilabilir tane
ayrik [zx, zr + hi] k = 1,2,... araligl neredeyse X'i ortecek bigimde bulu-
nabilir. [a, z*]\ X bir sifir kiimesi oldugundan ), hj, = 2* — a. Dolayisiyla
bir N sayisi Zlgng hi > ¥ — a — d. olacak bicimde segilebilir. N sayisini
sabit tutacagimizdan, gerekirse yeniden siralama yaparak

(3.70)

a<zi<zi+h <22 <22+hy<--- <y <azy+hy<2”
saglanir. Dolayisiyla
H (") — H (a)
=[H(z") - H(zy+hy)]  +[H(2y+hy) — H(zw)]
+[H(zny) — H(zny—1+hy-1)] + [H (xn-1+ hn-1) — H (zn-1)]
+ [H (x2) — H (1 + hy)] + [H (x1 + h1) — H (21)]
+ [H (z1) — H (a)].
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Bu esitligin saginda iki siitun var. Ilk siitundaki terimlerin mutlak degerleri-
nin toplami (3.69)’dan dolay1 < 5, ikinci siitundaki terimlerin mutlak deger-
lerinin toplami ise (3.70)'ten dolay1 < § olur. Sonugta |H(z*) — H(a)| < ¢

olur ve igimiz biter. [ ]
I = [a,b] araligy verilsinn € N* ve a = 29 < 1 < -+ < zp, = b
olmak tizere I'nin bu tipten D = {xg,x1,...,z,} par¢alamglarinin kiimesini

D =D (1) ile gosterelim. Ayrica f : [a,b] — R ise

V(f,D) =Y |f(z:) = f(zi)|
=1

n

(£, D) == 3" (Flas) — flaimn))t
=1

n(f,D) = (f(a:) — f(zi1))”
=1
olarak agiklansim. D < D" ise V(f, D) <V (f,D’), aymsi p(f, D) ve n(f, D)
icin gegerlidir. Agikca V(f, D) = p(f, D) + n(f, D).

Tanim 3.6.7 f: [a,b] — R verilsin.

Vifi= sup V(f,D)= sup D I @i) = fzica)]

DeD([a.b]) a=a0<z1<-<zn=b i

degerine f'nin |a,b] deki degisimi denir. VPf < +oo ise f fonksiyonu
[a,b]’de swnarly degisimlidir denir.

f : [a,b] — R monoton artansa V’f = f(b) — f(a), f monoton aza-
lansa VPf = f(a) — f(b) oldugu kolayca goriiliir. Ozetle; her monoton
f:la,b] = R fonksiyonu suarl degisimlidirler ve Vf = |f(b) — f(a)|. Do-
layisiyla simirhi degisimli fonksiyonlarin stirekli olmalar1 gerekmez! [0, 1)’de,
f(x) := a?cos (7/x?) ,0 <z < 1 ve f(0) := 0 olarak tammlanan f fonksi-
yonu tiirevlenebilir ancak smirh degigimli degildir. f : [a,b] — R bir Lipsc-
hitz fonksiyonu ve bir M > 0 ile

Yo,y € la,b] = [f(y) — f(2)| < M |y — z| (3.71)

olsun. Bu durumda Vabf < M |b— a| olur. Ozetle: Lipschitz fonksiyonlar
swnarl degisimlidir. Bunun bir sonucu olarak siirekli tirevienebilir fonksiyon-
lar Lipschitz sireklidirler. Bu durumda M := max {|f'(z)| |a < 2z < b} ile
(3.71) saglanir. Yine kolayca goriilecegi gibi f fonksiyonu [a, b] araliginda si1-
nirli degisimli ise a < a < 8 < b olmak tizere [«, 5]’da da smirh degisimlidir
ve VO <Vbf.
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Tanmim 3.6.8 f: [a,b] — R sumrl degisimli olsun.

py(z) = sup p(f,D)
DeD([a,z])

ny@) = swp n(f,D)
DeD([a,x])

ve(z):= sup V(f,D).
DeD([a,x])

Dogrudan tanimdan py ve ny fonksiyonlarin monoton artan oldugu ko-
layca goriiliir.

Teorem 3.6.9 (Jordan Ayrisim Teoremi) Bir f : [a,b] — R fonksi-
yonunun stmrl degisimli olmast icin gerek ve yeter kosul monoton artan
f1, f2 : [a,b] = R fonksiyonlary ile f = f1 — fa olmasidur.

Ayrica f : [a,b] — R sumarle degigimli ise her x € [a,b] i¢in

f(x) = f(a) = ps(x) —ns(x) ve (3.72)
ve(x) = pp(x) +ng(x).

Kanit. Savin bir yonii agikar. fi, fo monoton artan ve f = f; — f2 olsun.
Monoton fonksiyonlar sinirli degigimli ve simirh degisimli fonksiyonlar bir
vektor uzayi olusturduklarindan f de siirli degigimli olur.

Simdi f smirh degisimli olsun. (3.72)’yi kamitlarsak igimiz biter; ¢iinkii
f1:=ps+ f(a) ve fo := ny monoton artan fonksiyonlardir ve f = f1 — fo
olur.

Her x € [a, b] i¢in

vp(x) = sup V(f,D)= sup (p(f,D)+n(f, D))

DeD([a,z]) DeD([a,x])
< sup p(f,D)+ sup n(f,D)=ps(x)+nsp(z). (3.73)
DeD([a,z]) DeD([a,x])

Simdi & > 0 keyfi verilsin. Dy, D2 € D ([a, z]) pargalamslarim
pr(x) —p(f,D1) <e/2 ve ng(x) —n(f,D2) <e/2 (3.74)

olacak bi¢imde segelim. z;—1 < t < z; olsun. f(t) ya f(x;—1) ile f(x;)'nin
arasindadir ya degildir. Bu iki durum ayri ayr irdelenerek

(f(@) = FO)T + (F() = fl@im) T = (f(2s) = flim1))T
(f(@i) =) + (F@) = fl@i1))” = (f(@) = fzia))”

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla D := D1 U D3 igin

p(f, D) > p(f,D1) ve n(f,D)>n(f,Ds) (3.75)
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elde edilir. Buradan ise (3.74) ile

€

2+nf(x)—E =pr(x)+ns(x)—c

’Uf(ﬂ?)ZU(f,D):p(f,D)—l-n(f,D)>pf(ﬂ?) 9

elde edilir. € N\, 0 ile v¢(z) > ps(x) + ny¢(z) olur. Bu ve (3.73) ile vy(z) =
pf(x) + ny(x) olur. Dogrudan tammdan her D € D ([a,x]) icin p(f, D) —
n(f,D) = f(z) — f(a) oldugu kolayca goriiliir. Buradan, énce p(f, D) +
f(a) =n(f, D)+ f(x), ardindan supremuma gecerek

f(x) = (ps(2) + f(a)) — ns(x) (3.76)
elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu monoton artan py + f(a) ve ny fonksi-
yonlarimin farkina esittir. |

Sonug 3.6.10 f : [a,b] — R Lebesgue integrallenebilirse F(x) = ff fdM
integral fonksiyonu sinarly degisimlidir.

Kamt. F=(z) := [ f¥d); olmak iizere F¥ monoton artan ve F = F*—F~
oldugundan sav Jordan Ayrigim Teoremi’nden gikar. |

Lemma 3.6.11 f:[a,c] > Rvea<b<cise Vif =Vlf+VEf.

Kanit.a=zg<z1 < - <zpy=b=199 < y; < --- < yp = c olmak tlizere

D7) = fle)l+ Y 1) = Flyi-0)| S VIS

1<i<m 1<j<n

Bu egitsizlikte 6nce ilk toplam, ardindan ikinci toplam {izerinden supremuma
gecersek

Vif + Vi f <Vif (3.77)
olur. Simdi a = zg < 71 < -+ < xp, = c verilsin. Bir kile 1 < b < zp,

olur. O zaman

0 @) = f (i) = |f @) = fao)l + (b)) = fae—1)| + [ f(ar) — (D)

1<i<n

o | f(@n) = faa) S VEFHVER (3.78)

3.77) ve (3.78) sav1 verir. [ |
(

Buradan tiimevarimla her a = zg < z; <--- <z, = b i¢in

Vif= > v (3.79)

1<i<n
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Onerme 3.6.12 Her mutlak siirekli f : [a,b] — R fonksiyonu sirl degi-
stmlidir.

Kanit. ¢ = 1 igin 6 > 0 sayisin her sonlu sayida ayrik I, = (ag, Bk) C [a,b]
icin

> (B —an) <d= ) [F(Br) — flaw)| <1 (3.80)
k k
olacak bi¢imde segebiliriz. [a,b] 'nin a = z¢p < 1 < -+- < xxy = b pargala-

migin1 her 1 < ¢ < N igin |z; — z;_1| < 0 olacak bi¢imde segelim. (3.80)’den

Vi f<1,buve(3.79)ile VPf =3, ,., V¥ < N.Dolaysyla f, [a,b]'de

sirl degisimlidir. o |
Analiz derslerinde f : [a,b] = R ve a < b ise

sayisina f'nin [a, b]’deki egimi denir.

Lemma 3.6.13 (Chebyshev Onsavi) f : [a,b] — R fonksiyonu mono-

ton artan ve I := [a,b]’deki egimi s olsun. S > s olmak tizere I’ya diisen
saylabilir coklukta Iy, araliklarinda f’nin egimlert > S ise
s
D> M(Iy) < ). (3.81)
k

Kanit. I = [ag, b;] olmak iizere, f monoton artan oldugundan
>Z f(ak) >ZS (b — ap) = Sz)\l(lk)
k

Buradan, f(b) — f(a) = s- A\1(I) oldugundan sav gikar. [ |

Tanim 3.6.14 [ fonksiyonu x noktasinin bir komsulugunda taniml ise,

h # 0 olmak tizere, R deki

DT f(x) := limsup / , Dif(z):= lir}lli%nf it

hl0 h h ’
— e - (z+h) = f=z) i i &) = f(2)
D™ f(z) == hn};TsOup Y ., D_f(z) = hr}rLlTan Y

degerlerine f’nin x’teki Ding tiurevleri denir.

f’nin x noktasinda tiirevlenebilir olmasi bu tiirevlerin sonlu ve birbirine
esit olmasi demektir.
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Teorem 3.6.15 f : [a,b] — R monotonsa f fonksiyonu [a,b]’de hemen her
yerde tirevlenebilir, f' integrallenebilir ve

b
/ fld 1 < f(b) — f(a). (3.82)

Kanit. f'nin hemen her yerde tiirevinin oldugunu kanitlamak i¢in iki sey
kanitlanmalidir: Birincisi dért Dini tiirevlerinin hhy birbirine esit oldugu,
ikinci olarak tiirevin hhy sonlu oldugu kamtlanmalidir. f’nin herhangi iki
tiirevinin birbirine hhy esit olduklarini géstermek iginse, herhangi birinin
bir digerinden biiylik oldugu noktalarm bir sifir kiimesi oldugu goéstermek
yeterlidir. Biz 6rnek olarak

E:={z € [a,b]| D_f(z) < D* f(x)} 'nin

bir sifir kiimesi oldugunu gosterecegiz. Tiim diger durumlar benzer bigimde
kanitlanir. s, S € R sayilarini s < .S olacak bigimde keyfi segelim.

Egs:={z € a,b]|D_f(z) <s<S<Df(z)}

olsun.

5\1 (ESS) =0

oldugunu savunuyoruz. h > 0 olmak iizere [x — h, x| tipindeki araliklara sol
aralik, [z, x + h| tipindekilere ise sag aralik diyelim. Her x € Eyg igin f’nin
[ — h,x]'deki egimi < s olan istenildigi kadar kiigiik sol [z — h, z] araliklar
vardir. Dolayisiyla Vsor := {[z — h, 2]| h > 0}, Egg'nin bir Vitali értiisiidiir.
Simdi € > 0 keyfi verilsin. Vitali Ortii Onsavi ile sayilabilir coklukta ayrlk
L; € Vo araliklarmi e-duyarh olacak bicimde segebiliriz. Yani L := | |; L
dersek Esg\L bir sifir kiimesidir ve A1 (L) < A\ (FEsg) + €.

Her y € L igin istenildigi kadar kii¢iik sag [z, x + h] C LN E,g araliklar,
f'nin [z, x 4+ h)’deki egimi > S olacak bigimde bulunabilir. Bu tiir sag aralik-
lar L N Ezg'nin bir Vsay Vitali értiisiinii olugturur. Vitali Ortii Onsavi’ndan
sayllabilir coklukta ayrk R; sag araliklart L N Esg’yi bir sifir kiimesi di-
sinda ortecek bigimde bulunabilir. R := | | ; R olsun. Ess\L bir sifir kiimesi

oldugundan {R;} ailesi E,5’yi neredeyse orter. Chebyshev Onsavi ile

M(Ess) SM(R) =) > M(R <Z ML) < g (Mi(Bas) +2)

i R;CL;

elde edilir. Bu her € > 0 i¢in dogru oldugundan A (Esg) < $A1(Ess), do-
layisiyla A (Fss) = 0. Buradan E,g dlgiilebilir ve A\1(Egs) = 0 elde edilir.
Sonugta

E={z¢€[a,b]|D_f(z) <D f(z)} = U Esg

(s,5)€Q?,s<S
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bir sifir kiimesidir. {x € [a,b]| D_f(z) < D" f(x)} nin bir sifir kiimesi ol-
dugu benzer bigimde gosterilir. Dolayisiyla hhy D_ f(z) = D" f(x). Sonlu
sayidaki diger secenekler benzer bigimde kanitlanir. Dolayisiyla f fonksiyonu
hhy tiirevlenebilir.

Simdi f’nin tiirevinin hhy sonlu oldugunu gorelim. f monoton artan ol-
dugundan, herhangi bir Dini tiirevi sonlu degilse 400 olmak zorundadir. Her
x < aigin f(z) := f(a) ve b < x i¢in f(b) =: f(x) olarak agiklayarak f fonk-
siyonunu R’ye genigletelim. Her n € N* igin f’nin [z, + 1/n]| araligindaki
egimini g, (x) ile gosterelim, dd

f(z+1/n) = f(n)
1/n

gn (1) = =n[f(z+1/n) = f(z)]. (3.83)

f monoton artan oldugundan hhy stireklidir, dolayisiyla f 6l¢iilebilir. Bunun
sonucu olarak g, olgiilebilir. (3.83)’ten hh x i¢in Ilim,, g,(z) = DV f(z) =
f'(z). Olgiilebilir g,’lerin limiti olarak f’ dlciilebilir ve f’ > 0. Fatou On-
savi’'ndan
b b b
/ fld\ —/ lirr}linfgnd/\l < limninf/ In- (3.84)

Diger yandan y = x + 1/n dersek

b b+1/n
/ f(@+1/n)dz = / f(w)dy

+1/n

b b+1/n b 1
—/a+1/nf+/b f(b)—/a+1/nf+f(b)'n

olur. f monoton artan oldugundan nfaaﬂ/nf > nfaa+1/n f(a) = f(a) ve

[om=n(f, om0 [

=0 -n [T 550 - 1@,
Bu ve (3.84)’ten )
/ fldn < F(5) — f(a).

Dolayisiyla f’ integrallenebilir. f monoton artan oldugundan f’ > 0, ayrica
fab f’ < +oo oldugundan hhy f’(z) € R. [ |

Sonug 3.6.16 f : [a,b] — R Lipschitz fonksiyonlari, sinirl degisimli fonk-
styonlary ve mutlak siirekli fonksiyonlary hhy tirevlenebilirler.
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Kanit. Sinirli degigimli fonksiyonlar, Jordan Ayrigim teoremine gore iki mo-
noton artan fonksiyonun farki olarak hhy tiirevlenebilirler. Lipschitz fonk-
siyonlar1 sinirli degigimlidir (dogrudan tanmimdan g¢ikar), dolayisiyla hhy ti-
revlenebilirler. Mutlak siirekli fonksiyonlar sinirh degigimlidir(bkz. Onerme
3.6.12), dolayisiyla hhy tiirevlenebilirler. |

Not. Teorem 3.6.6(iii) 'te mutlak siirekli G fonksiyonunun hhy tiirevlenebilir
olmasimi istemigtik. Artik bunun kendiliginden saglandigim biliyoruz! A

Baz1 kazanmimlarimiza Riemann integralindeki adlandirmalari verelim.
Teorem 3.6.6 (i) ve (ii) su sekli alir.
Teorem 3.6.17 (Lebesgue Anateoremi I) f : [a,b] — R Lebesgue in-

tegrallenebilirse
= / fdX\

integral fonksiyonu mutlak stireklidir, hhy tirevlenebilir ve tirevin oldugu
noktalarda ise F'(x) = f(x) gegerlidir.

Teorem 3.6.6(iii), Sonug 3.6.16 ile birlikte su sekli alir:

Teorem 3.6.18 (Lebesgue Anateoremi II) G : [a,b] — R mutlak si-
rekli ise hh x € [a,b] i¢in 3G'(x), G' € L' ([a,b]) ve her x € [a, b] igin

:/ G fd)\.

Teorem 3.6.19 (Kismi Integrasyon) F,G : [a,b] — R mutlak siirekli
fonksiyonlarsa

/a "Fo - F(b)G(b) — / F'G (3.85)

Kamt. F, G, ve FG fonksiyonlarimin her {igii de [a,b]’de mutlak siirekli
oldugundan orada hhy tiirevlenebilir. Dolayisiyla [a, b]’deki bir S sifir kiimesi
disinda tigii de tiirevlenebilir ve orada

(FG) = F'G+ FG' (3.86)

gecerlidir. Tkinci Anateoremden F' ve G’ integrallenebilir. F,G sl sii-
rekli fonksiyonlar oldugundan F'G ve FG' integrallenebilir (Bu sav1 (*) ile
gosterelim). (3.86)’dan

F)G(b) — Fla)G(a) = / "Fot / e
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Ancak (*) 6nermesini kanitlamig degiliz. Biz Lebesgue-Stieltjes integraline
girmedik. Bu konuyu igleyen her kitapta okur (*) énermesinin kanitini bula-
bilir. Biz yine de (3.85) savinin bir bagka kamtini verecegiz. f, g : [a,b] — R
ve f >0, g > 0 olsunlar.

(1) o, >0ve f =« = aly, g = B = [1; sabit fonksiyonlar1 olsunlar.
Bu durumda F(z) = az + ¢ ve G(z) = Bz + ¢ olur. ¢ = ¢ = 0 alimabilir,
¢iinkii agagidaki hesaplarda bu terimleri iceren terimler birbirini gotiiriir;
bunu okura birakiyoruz.

F(b)G(b) — F(a)G(a) = (ab) (Bb) — (aa) (Ba)
= afb® — afa?

b b b b
/ FG’+/ F’G:/ aﬂxdm—i—/ afzdr = afb® — afad’.

Savimiz bu durumda dogrudur.

(2) f = ¢ ve g = ¥ merdiven fonksiyonlari olsunlar. I'min bir Iy = (a, x1) ,...,(Tp_1,b
parcalamisii f = >, a;1;, ve g = >, B;1;, olacak bigimde segelim. (1)’den

dolay1 savimiz her bir [I; arahiginda dogrudur. Bu araliklardaki egitlikleri ta-

raf tarafa toplayarak savimiz elde ederiz.

(3) f,g : [a,b] — [0,400) Lebesgue integrallenebilir olsunlar. ¢k, ¥y :

[a,b] — [0,4+00) sonlu merdiven fonksiyonlarmi ¢y 7 f ve 1, 7 g olacak
bigimde segebiliriz. ®; ve W fonksiyonlar: sirasiyla ¢ ve 9, 'nin integral
fonksiyonlar: ise (2)’den dolay1 her & igin

\
!

b b

Burada limite gegersek sav Monoton Yakinsaklik Teoreminden cikar.
(4) f,9 : [a,b] — R integrallenebilir olsunlar. f = f* — f~, g=g" — g~ ve
sav f* ve g% icin dogru oldugundan f ve g icinde dogrudur. ]

Not. Bu teoremin Fubini Teoremi iizerinden yalin bir kanitini verelim: 7" :=



196 R™DE INTEGRAL

{(z,y) |a <y <z < b} olsun.

I
e
=
S
&
QL
K
+
S~
’_l
~
—
}2
N
N—
=
S
Ne
—
K
N—
QL
>
[\

n = 1 durumunda Déniigiim Teoremi 3.4.6 genellestirilebilir.

Teorem 3.6.20 (Degisken Degistirme) g < L' ([, 8]), g > 0 ve

G(t)::/g+a, t € [a,p]

olsun. a = G(a), b= G(B) olsun. Her f € L' ([a,b]) icin

/f dx—/ / oGg—/f 387

Kanit. Birinci Anateoremden dolay1 G siireklidir ve ¢ > 0 oldugu iginse
[a, b)’deki her degeri en az bir kez alir.

(1) a S al S b1 S b, I = [al,bl] ve f = 1[ olsun. G_l(I), « S a1 S ,31 S ﬁ
olmak tizere [aq, 81] tipinde bir araliktir. Bu durumda (3.87) gegerlidir:

/ablzzbl—al=G<ﬁ1>—G<a1>=/jlg=/j<hoa>g

(2) (1)’den dolay1 savimiz f bir merdiven fonksiyonu oldugunda da dogru-
dur.

(3) Simdi f > 0 olsun. ¢ > 0 sonlu merdiven fonksiyonlarmi bir S si-
fir kiimesi diginda @i (x) 7 f(z) olacak bigimde segebiliriz. Bir T' kiime-
sini T := {t € [o,B]]|9g(t) #0, G(t) € S} seklinde tammlayalim. Asagida
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T’nin bir sifir kiimesi oldugunu kanitlayacagiz; simdilik bunu kabullenelim.
O zaman ((or(G(t))g(t)) € L' ([, B]) monoton artandir ve her t ¢ T icin
f(G(t))g(t)'ye yakinsar. Sav Monoton Yakinsaklik Teoremi ve ¢y, i¢in yazil-
mis (3.87)’den ¢ikar.

Simdi 7T"nin sifir kiimesi oldugunu gorelim. S bir sifir kiimesi oldugundan,
monoton artan (¢) sonlu basamakli merdiven fonksiyonlari, S’de wraksak ve
integralleri simirh olacak bigimde bulunabilir(6rnegin ¢ = k). (3.87)’yi 9%
i¢in yazarsak Monoton Yakinsaklik Teoreminden ((1x(G(t))g(t)) dizisinin
[, f]’da hhy yakinsakligini elde ederiz, dd iraksak oldugu noktalar bir sifir
kiimesi olugturur. Bu dizi T"de 1raksak oldugundan T bir sifir kiimesidir.
(4) Herhangi bir f € L' ([a, b]) igin, sav f*’ler icin dogru ve integral dogrusal
oldugundan f icin de dogrudur. |

Teorem 3.6.20’yi g < 0 igin ifade etmeyi okura birakiyoruz.

Not 3.6.21 Newton integrali: Newton bir fizik¢i olarak bazi fiziksel biiytikliikklerin za-
mana gore degigimleriyle de ilgilenmigtir. Onun igin bir cismin ivmesini(=hizin tiirevini)
biliyorsak hizini, hizini(=kat edilen yolun tiirevini) biliyorsam yolu bulmak temel prob-
lemlerden olmustur. Ozetle problemimiz, bir fonksiyonun tiirevini biliyorsam kendisini
bulmaktir, dd ilkel problemidir.

—o00 < a<b< +oove f:(a,b) = R verilsin. Bir F': (a,b) — R fonksiyonuna, her
z € (a,b) igin F'(z) var ve F'(xz) = f(z) ise f’'nin (a,b)’de bir kargitiirevi (veya ilkeli)
demistik. F', f'nin bir karsitiirevi ise her ¢ € R icin F' + c¢’de f’nin bir kars: tiirevidir. F,
f’nin bir karsitiirevi ise ,

N/a f= glclfmb F(b) — i{r}; F(b)

sayisina f'nin (a,b)’deki Newton integrali denir. Bu tanim F' kargittiirev fonksiyonunun
se¢iminden bagimsizdir. Newton integralinin taniminda, Riemann integralinin tanimin-
daki iki kisitlama yoktur: (a,b) aralhigimin sinirh olmasi ve f fonksiyonunun sinirh olmasi
gerekmez.

Teorem: [a,b] swnwrle aralik ve f : [a,b] — R siirekli ise [ fonksiyonu (a,b)’de hem
Newton hem de Riemann integrallenebilir ve Nf: f= f: fdj1.

Simdi f(z) := z* cos 7,0 <z <1ve f(0):=0 olsun.

, T 2T . ow /
f(31:):236(:osﬁ—i—?smm—2 (0<z<1) ve f/(0)=0.

f' fonksiyonu (0,1) ’de Newton integrallenebilir; sinirly olmadidn i¢in Riemann integralle-
nemez! Simdi f’’nin Lebesgue integrallenemez oldugunu gérelim. 0 < a < b < 1 icin f’
fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, dolayisiyla Riemann integrallenebilir ve

b b
’ - / ™ i
/Gfdjlz/Gfd/h:cosb—zfcosa—Q.

k € N* igin ar, = \/2/ (4k + 1),by, = 1/2k olsun. [ax, bx] araliklar1 ayrik ve ff: flda =
1/2k oldugundan

' / oK ’ 1
/O !f\dmzZ/ak [f/|d =Y o = +oo

E>1 E>1
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olur. Sonugta |f’|, [0,1]’de Lebesgue integrallenemez; dolaypswyla f' de Lebesgue integral-
lenemez.

Bir f : (a,b) — R fonksiyonunun, bu aralikta bir Newton integralinden stz ede-
bilmemiz igin, her geyden 6nce f’nin bir F' fonksiyonunun tiirevi olmasi gerekir. Hangi
flerin bir F’nin tiirevi oldugu sorusu zor bir sorudur. Ancak (a,b)’de tanimh f,(z) :=
L(F (z+ 1) — F()) fonksiyonlar1 orada siirekli dolayisiyla 8l¢iilebilir olduklarindan f =
lim f, fonksiyonu o6lgiilebilir olmalidir. Ayrica bir bagka gerekli kogul biliyoruz: f bir Dar-
boux fonksiyonu olmalidir, yani her a < oo < 8 < b igin («, 8) araliginda f fonksiyonu
f(a) ile f(B) arasindaki her degeri alir (bkz. [13], s.13). I = [0,1] ve A := I N Q olmak
iizere 14’nin Riemann integrallenemedigini biliyoruz. 14 bir Darboux fonksiyonu olma-
dif1 igin Newton integrallenemez. Simdi f : I — R fonksiyonu f(0) = 0 ve r € (0,1] ve
p,q € N* aralarinda asal olmak tizere r = p/q ise f(r) := 1/q, eger r bir irrasyonel say1
ise f(r) = 0 olarak agiklansin (Riemann fonksiyonu). f fonksiyonu I’daki irrasyonel
noktalarda siirekli oldugundan Riemann integrallenebilir, ancak bir Darboux fonksiyonu
olmadigindan Newton integrallenemez! Bu kisa agiklamalarla bu iig integral kavraminin
farkli olduklarini vurguladik. Bu konuyu izleyen kisimda yeniden ele alacagiz. A



Bolum 4

Integrale Farkli Yaklagimlar

Daha o6nceki ti¢ boliimde R™’de Riemann ve Lebesgue integrallerini ele aldik.
Her iki integrale de farkli yaklagabilecegimizi gordiik. Bir yandan bu kavram-
larin baz1 genellegtirmelerine, diger yandan integrale farkli yaklagimlara yer
verecegiz. Ornegin R” yerine herhangi bir X kiimesi alirsak ne yapabiliriz?
Diger yandan R"™ yerel kompakt bir metrik uzaydir. R"™ yerine herhangi bir
yerel kompakt metrik uzay alabilir miyiz? Veya Riemann ve Lebesgue in-
tegrallerinin sahip olmadig1 bir 6zelligi 6ne gikarip, bu 6zelligi olan, integral
benzeri bir kavram aciklayabilir miyiz? Bu boliim bir bilgilendirme boliimii
oldugu i¢in dillendirilen 6nermelerinin kanit1 verilmeyecektir.

A C R™ Jordan 6lgiilebilir ise R(A) bir R-vektor uzayidir ve her f, g €
R(A) i¢in fVg:=max{f,g} € R(A) ve fAg:=min{f,g} € R(A) (kafes
ozelligi). [, f ile fnin Riemann integralini gostermek tizere [, : R(A) = R
dogrusal ve monotondur, dd f > 0ise [, f > 0.

4.1 (Riemann-)Stieltjes Integrali

Uzlagma: Bu kisimda a,b € R ve I = [a, b] olmak iizere f,g,...,p,9,...
fonksiyonlarimiz daima I’da tanimli ve R degerli olacaklardir. Ayrica I'nin
bir Z parcalanisindan soz ettigimizde bu a =z < 1 < 9 < -+ < xp, =
b noktalarimm belirledigi bir pargalanig olacaktir. I, = (zg_1,z)) olmak
tizere Z pargalanigini {I} ile gosterelim. Daha 6nce de oldugu gibi & € I
noktalarim segmigsek, bunu Z(&) olarak gosterecegiz. Bu tiir pargalamslarin
ailesini 3% (I) veya kisaca 3% ile gosterelim.

fyp I — R sinirh fonksiyonlar ve Z(&) ise I'nin bir parcalanig olsun.
S(fr0.2(8) =D F(&) (p(xs) — p(wim1)) (4.1)

199
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toplamima f fonksiyonunun ¢, Z(§)’ye gore Stieltjes toplami denir. Eger
lim zj 50 S (f, ¢, Z(§)) varsa f fonksiyonu I’da ¢’ye gére (Riemann-)
Stieltjes integrallenebilir ve

b b
I,(f) = /I fdo = / f(@)dp(z) = / fdo:= lim S(f..2(6))

1Z11—0

limitine, f'nin I’da ¢’ye gore (Riemann-) Stieltjes integrali denir.
(Riemann-)Stieltjes yerine kisaca Stieltjes diyecegiz. Tipki Riemann integ-
ralinde oldugu gibi bu, [|Z,|| — 0 kosulunu saglayan her (Z,,(§)) pargalanig

demektir; bu durumda o = f; fdp.

I'da @’ye gore Stieltjes integrallenebilen f fonksiyonlarimin kiimesini
S (¢, I) ile gosterelim.

o(x) =xise S (f, ¢, Z(€)) toplam R(f, Z(§)) toplamina esit oldugundan
f'nin Riemann integrallenebilir olmas1 f'nin I'da ¢’ye gore Stieltjes integ-
rallenebilir olmasina denktir. Stieltjes integrali Riemann integralini 6zel hal
olarak igerir.

Teorem 4.1.1 Asagidaki onermeler gecerlidir:
(i) f€S(p,I)ise herceR i¢incf €S(p,I), feS(cp,I) ve

/abcfd<p=/abfd(w)26/abfdso-

(ii) f,g € S(p,I)ise f+ge€S(pI) ve

/ab(f+g)d<p—/abfdso+/abgd<p-

(ii) feS(p,I)ve feSI)ise feS(p+,I) ve

/abfd(cerw):/abfd«er/abfdtb.

(v) feS(p,I)vea<c<bise feS(plac), feS(plcd) ve

/abfd<p=/acfdw+/cbfd<p-

Teorem 4.1.2 (Kismi integrasyon) f € S(¢,I) ise p € S(f,1I) ve

b b
/ fdo = [f () o(b) - f (a) pla)] — / odf.
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Dogrudan tamimdan agagidaki teorem kazanilir.

Teorem 4.1.3 (Degisken Degigimi) f, ¢ : [a,b] = Rved : [, 5] — [a,b]
stirekli ve kesin artan olsun. f € S (p,[a,b]) olmasi igin gerek ve yeter kosul
foeS(porh,|a,B]) olmasidir ve bu durumda

/fdso/fw( o).

f siirekli ve ¢ € C! ise Ortalama Deger Teoremi'nden ¢(z;) — p(z;_1) =
¢'(&;) (x; — x;—1) oldugundan

/f )i (a /f

Bir kez daha Stieltjes integrali (sol yan) Riemann integrali (sag yan) bulustu.

Teorem 4.1.4 f ¢ : [a,b] = R, f surl ve ¢ stnarl degisimli olsun. Asa-

qrdaki kosullardan her biri ff fdp integralinin varlige icin gerek ve yeterlidir:

(i) Her € > 0 sayist igin bir 6. > 0 sayise | 2| < 6. kosulunu saglayan,
[a, b] 'nin her Z = {I;} par¢alanisy igin

Zsl £ 1) (i) — (i) <e

olacak bicimde bulunabilir.
(11) Her € > 0 sayst igin bir 0 > 0 sayse | 2| < 6. kosulunu saglayan,
[a,b] 'nin her Z = {I;} par¢alanist igin

DALV e <e

olacak bicimde bulunabilir.
Dolayisiyla Stieltjes integralinde sinirh degisimli fonksiyonlar 6nemlidir.

Teorem 4.1.5 f,¢:[a,b] = R, f sinwrle ve o mutlak siirekli ise

/ab fdp = /abst’dAl.

Bu teoremde ise Stieltjes integrali ve Lebesgue integrali bulugur.

Ozel durum: ¢ monoton artansa I, : C ([a,b]) — R dogrusal ve mono-
ton artandir. Riesz, her monoton dogrusal L : C ([a,b]) — R doniigtimiiniin
bu tipten oldugunu, dd bir simirh monoton artan ¢ ile L = I, oldugunu
kanitlamigtir.
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4.2 Olgiisel Yaklagim

Bu kisimdaki yaklagim, olasilik ve komsu alanlarla ilgilenenlerin yegledigi
yaklagimdair.

X # () herhangi bir kiime olsun. R™’deki Lebesgue integralini X te bir
Lebesgue integraline tagiyacagiz. Burada R™’nin, bir kiime olmak diginda
diger ozelliklerini, 6rnegin topolojik 6zelliklerini kullanmaktan sakinacagiz.

0 # M C P(X) bir o -cebiri olsun, dd her A € M igin A° € M ve
her sayilabilir {A;} € M igin [JA; € M. p = M — [0, 4+00] bir 6lgii olsun,
dd p(0) = 0 ve her sayilabilir ve ayrik {A;} C 9 ailesi i¢in p (| ], 4i) =
> 1(A;). Bu durumda (X, 901) ikilisine bir dlgiilebilir uzay ve (X, M, u)
tigliisiine ise bir 6lgii uzay: denir. p(X) = 1 ise (X,9M, u)’ye bir olasihik
uzay1 denir. Biz kitabimizda (R™, £", \,) 6l¢li uzaymnda galigtik; burada
yaptiklarimizi, olabildigince (X, 9, u)’ye aktaracagiz. S C X ve u(S) =0
ise S’ye bir p-sifir kiimesi denir. Her x € X i¢in bir ®(x) 6énermesi verilsin.
S C X bir p-sifir kiimesi olmak tizere her x € X\ S i¢in ®(x) dogru ise ®(x),
X’te y~-hemen her yerde veya pu-hhy gegerlidir diyecegiz.

Bir p* : P (X) — [0, +o0] doniigiimiine, p* (@) = 0 ve sayilabilir alttop-
lamsalsa, dd

her sayilabilir {A4;} C P (X) icin p* (U Ai) < Z,u,* (A;)
ise X’te bir dig 6lgiidiir denir. p* bir dis Ol¢ii ise
M, = {A C X |VE C X (4" (B) = ji* (BN A) + i* (E\A))}

ailesi bir o-cebiridir ve p := p*|9M,, bir o-ol¢iisidiir.

Bir f : X — R fonksiyonuna, f(X) = {a;};c;, I sayilabilir ve her
A; = f~Ya;) € M ise bir M-merdiveni diyelim ve bu merdivenlerin kii-
mesini M, ile gosterelim. Bu durumda f = ), a;14,. Eger I sonlu ise
f’ve sonlu basamakli diyelim ve sonlu basamakli merdiven fonksiyonlari-
nin kiimesini My, ile gosterelim. Biz R"’de M, , ile ¢alistik. Burada genel
yaklagima uyarak My, ile calisacagiz. M, bir R-vektor uzayidir. M;FM =
{f € Mg, | p-hhy f >0} olsun.

Bir f : X — R fonksiyonuna ava her A € B! igin f~1(A) € M ise M— B!
Olgiilebilir veya yalin olarak 6lgiilebilir diyelim. Altkisim 3.3.2’deki tiim
savlar, son ii¢ii hari¢ dd onsavlar 3.3.22, 3.3.23 ve Teorem 3.3.24 hari¢ simdi
de gecerlidirler.

o=, a;14, € Mg, olmak tizere I(p) := >, a;ju(A;) olarak aciklansin.
I(p) iyi tanimhdir ve I : Mg, — R bir dogrusal déniistimdiir. Aslinda I’y1
/\Eljl;’de bilmek yeterlidir. ¢,v € M, ve p-hhy @(z) < (z) ise I(p) <
I1(v).
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Tanim 4.2.1 f: X — R fonksiyonu p-olciilebilir olsun.
(i) f: X —[0,4+00] ise

/fdurzsup{f(sO) [ € M, ve p-hhy ¢ < f}.

(ii) [ ftdu ve [ f~dp'niin ikisi birden {£oo}’de degilse

/fdu :=/f+du—/fdu€R-

(iii) f fonksiyonu (u-) Lebesgue integrallenebilir ava

/fd,uER <<:>/]f|d,u:/f+du+/f_d,u<+oo>.

L,=Lu(X):={f|f:X — R p-Lebesgue integrallenebilir} .

Her p € M}, ic¢in I(p) = [ fdu oldugu agikardir. (R™, £L", A,)’de 6grendigi-
miz ¢ogu temel teoremler oldugu gibi, benzer kamtlarla (X, 90, 1)’ye akta-
rilir.

Onerme 4.2.2 (Dogrusallik) p-élgilebilir f,g: X — R fonksiyonlarmn
integralleri tanwyml olsun.

(i) Her a € R i¢in [ (af)dp =a [ fdu.

(i) [ fdu+ [ gdu toplame R’de tanwml ise, gerekirse bir pu-sifir kiimesinde
f ve g’nin degerlerinde degisiklik yaparak, f+g taniml hale getirilebilir
ve [(f+g)dp= [ fdu+ [ gdp.

Ozellikle L, (X) bir R-vektér uzayadar ve [ @ L, — R, (f — [ fdu) dénii-
stimi dogrusaldar.

Onerme 4.2.3 (Monotonluk) f,g: X — R fonksiyonlar: u-dl¢iilebilir ve
p hhy f < g olsun. —oo < [ fdu ise [ gdu de tanumbdur ve [ fdp < [ gdp.

Teorem 4.2.4 (Monoton Yakinsaklik Teoremi, B. Levi) f; : X —
[0,4+00](k € N) fonksiyonlar: p-élgilebilir ve fo < fi < fo < -+ ve f =

lim f, ise
/fdu = / <1i]£n fk> dp = lilgn/fkd,u.

Yine f p-Olgiilebilir ve E € 901 ise

[ tini= [ (7-18) dn
E
olarak agiklanir.

f X — R polgilebilir olsun. [ fdu taniml ise ’f fdu‘ < [|f]dp;
ayrica f € L, <= |f| € L,.
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Onerme 4.2.5 (Major Olgiitii) g : X — [0,+00] integrallenebilir ve
dlgiilebilir f: X — R ile u-hhy |f] < g ise f € L,,.

Lemma 4.2.6 (Fatou Onsav) Her k € N igin fi, : X — [0, +o0] fonksi-
yonu u-olcilebilirse

/(liminf fr)dp < liminf/fkdu.

Teorem 4.2.7 (Lebesgue Svnirlandirilmes Yakinsaklik Teoremi) Her
k € Nicin fr : X — R fonksiyonu p-dlgiilebilir ve u-hhy f(x) := lim fi,(z)
olsun. Integrallenebilir bir g : X — [0, +o00] ile u-hhy sup |fx(z)| < g ise f
de integrallenebilir ve

/fd,u: lim /fkd,u.
k—+o0

Ayrica || = fiull i = [ |f = ful dpn— 0.

4.3 Fonksiyonel Yaklagsim

Bu kisimda ele alacagimiz yaklagim, Radon, Daniell, Stone... yaklagimlaridir.
Bazen ilgilendigimiz bir alandaki baz1 6zelliklere odaklanip, bu 6zelliklere sa~
hip daha genel yapilarda neler yapabilecegimizi arastiririz. Q C R™ bir kapali
kutu olsun. C(Q)’'nun su ozelliklerine odaklanacagiz: C(Q) bir R-vektor uza-
yidir ve bir kafestir, dd f,g € C(Q) ise f A g, f Vg € C(Q). Diger yandan

fQ C(Q) =R (f ~ fQ fdjn> déniisiimii dogrusaldur, pozitiftir! dd f > 0
ise [, 0 f > 0 ve Daniell 6zelligine sahiptir, dd:

Daniell Ozelligi: (fi,) C C(Q) ve f \ 0 ise /Q frdjn N\ 0.

Bu Dini Teoremi ve Teorem 2.3.28’in bir sonucudur.?

Simdi X # 0, £ C S(X,R) := {f|f : X — R smurh} bir R-vektor uzay:
ve & ayrica bir kafes olsun. R-dogrusal, monoton bir I : £ — R doniigiimiine,
ayrica Daniell Ozelligi’ne sahipse, dd fi, \, 0 kosulunu saglayan her (f;) C £
dizisi i¢in I (f) N\ 0 ise £'de bir integral denir. Daniell Ozelligi asagidaki
onermelerden her birine denktir:

'Pozitiflik monoton artanhga denktir, dd “fQ monotondur<= Her f,g € C(Q) igin
f<gise [ f< [ 9"
’Dini Teoremi: X bir kompakt uzay, (fr) C C(X) ve fr \ 0 ise fx =0.
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(i) ¢ € &, (pr) C € monoton artan ve ¢ < lim ¢y, ise I (¢) < lim I (pg).
(i) p €& () CE, o1 2 0ve p <> ppise I(p) <304 1 (o)

Ornek 4.3.1. (a) Q € Q" bir kapali kutu, I(f) := fQ fdjn olmak tizere I, C(Q)’de bir
integraldir.

(b) Q€ Q™ herhangi bir kutu ve Py, (Q) ile @ nun sonlu kutulara pargalamglarinin
kiimesini gosterelim. £ simdi, basamaklar1 B (Q)’da olan sonlu basamakli merdiven fonk-
siyonlarinin kiimesi olsun. Her ¢ = Y, ailq, icin I(p) := fQ odjn =Y. aijn (Q:) olarak
aciklansin. £ bir R-vektor uzayi, aym1 zamanda bir kafestir. I : £ — R bir integraldir;
yaklagimimiz geregi gereksinim duymadigimiz i¢in, kanmitlamadigimiz tek 6zellik Daniell
Ozelligi’dir. Bunun kanitini [39], s34’te bulabilirsiniz.

(¢) [a,b] C R, € =C([a,b],R) ve ¢ : [a,b] - R monoton artan bir fonksiyon olmak
tizere I, (f) == fab fdp ile £'de bir integral tanimlanir.

(d) € :=Co(R™) :={f|f € C(R",R) ve des f kompakt} olsun; burada gegen des f :=
{z € R*|f(x) # 0} kiimesine f’nin destegi denir. I(f) := [;, fdjn ile agiklanan I : £ — R
doniiglimii bir integraldir.

(e) X yerel kompakt bir topolojik uzay ve Co (X) ise X teki kompakt destekli, R-
degerli siirekli fonksiyonlarin uzay1 olsun. Her dogrusal ve monoton I : Co (X) — R
doniistimiine X’te bir Radon integrali denir. Her Radon integrali Daniell Ozelligi’ni
saglar, dolayisiyla yukaridaki anlamda bir integraldir.

Simdi X #0, £ € S(X,R) :={f|f: X — R siurh} olmak {izere bir I :
& — R integrali verilsin. £'nin &gelerine elementar fonksiyonlar diyelim.

= {f | f: X — (—o00,4+00], (k) C £ monoton artan ve f = lilgncpk}

olsun. f,g € ETve 0 < a € Rise f+g,af,f Vg, fAg € E. Simdi
Ok, U € € olmak iizere @, N f ve ¥y, 7 f ise Daniell Ozelligi'nden dolay1
lim I (¢f) = lim I (¢%) olur. Dolayisiyla

f(f) = f(limgpk) = lm I (pr)

tanimi kusursuzdur. ¢ € & ise her k i¢in ¢p = ¢ alirsak ¢ 7 ¢ ve
f(go) = I(¢p) olur. Ozetle I déniigiimii I'y1 EMya genigletir. €T monoton
artan limitlere gore kapalidir, dd (fi) C €' monoton artansa lim f;, € £T ve
ayrica. f,g € EMve 0 < a € R ise

I(f+9)=1(f)+1(g) ve I(af)=al(f). (4.2)

Bengzer bigimde
gt = {f | f: X = [—00,+00), I (pk) C £ monoton azalan ve f = lillern cpk}

olarak tanimlanir. Benzer bicimde (1) C E¥ ve ¢y, \, gise I(g) := lim I (¢y).
(4.2) esitlikleri f,g € &Y ve a < 0, a € R oldugunda da dogrudur. Ayrica
Ev =&, & c & ve & C ET oldugu apaciktir.
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Bir f : X — R fonksiyonuna her ¢ > 0 sayisina karsihk bir h € &+
ve bir g € & fonksiyonu g < f < h ve I(h) — I(g) < e olacak bicimde
bulunabiliyorsa I-integrallenebilir denir. I-integrallenebilir fonksiyonlarin
kiimesini &) ile gosterelim. Her f € & igin

sup{f(g)|g§fveg€5¢}:inf{f(hﬂfﬁhvehEET}.

Bu ortak degere I (f) diyelim. I, I'nin bir geniglemesidir. Asagidaki teorem
gegerlidir:

Teorem (fx) C &1, fr /' f ve imIi(fy) < 400 ise f € & ve I1(f) =

(&1, 1) ikilisi (€, I) ikilisinin 6zelliklerine sahiptir. £ bir R-vektor uzayi,
ayni zamanda bir kafes, I1 : & — R ise R-dogrusal, monoton ve Daniell
Ozelligi’ne sahiptir.

Her I : £ — R integrali bizi dogal bigimde X’te bir 99; o-cebirine
bir pr : My — [0, +o0] Slglisiine gotiiriir. Bu bir bilgilendirme boliimii ol-
dugu igin ayrintiya girmiyoruz. Ancak okur biz séylemeden de A C X i¢in
A€ M <= 14 € & oldugunu ve bu durumda pr(A) = I (14) olmasi
gerektigini biliyordur.

Ornek 4.3.1’de (a) ve (b) icin & = L£(Q) ve I1(f) = fQ fdA, olur. (c)
ise [a,b]’de Lebesgue-Stieltjes integrallenebilir fonksiyonlara gotiiriir ve bu
durumda [;(f) = f; fdg olur. (d) bizi L(R")’e gotiiriir ve Iy (f) = [pn fdAn
olur.

Radon integralini ilk kez ayrintili olarak ele alan Bourbaki grubu olmusg-
tur. Radon integralinde, X yerel kompakt bir topolojik uzay olmak tizere
elementar fonksiyonlarimiz £ = Cy (X,R) alinmugtir. Bu ¢ok 6zel bir du-
rumdur. Yine de Kakutani (1941) bunun bdyle olmadigini, her (&,1) in-
tegraline bir Radon integrali gozii ile bakabilecegimizi kanitlamigtir. Kaku-
tani’nin kanit1 baz1 dezavantajlara sahiptir, 1957’de Bauer daha yalin bir
kanit vermistir. Teorem Ozetle sunu soyler: Her (€,I) integraline kargihik
yerel kompakt bir X7 topolojik uzay1 ve bir J : Cy (X7, R) — R integrali eg-
yapili olacak bigimde bulunabilir. Bundan kastedilense yukaridaki yontemle
(&,1) ~ (L1,11) ve (Co (X1,R),J) ~ (L7, J1) gecisleri yapildiginda Ly ve
L7 vektor uzaylar1 arasinda bir @ : L; & L7 esyapi doniisiimiiniin her f € L;
icin I1(f) = J1(®(f)) olacak bi¢cimde bulunabilmesidir.

4.4 Kurzweil-Henstock Integrali

Not. Lebesgue integralinin, biitiin artilarina karsin iki eksigi vardir. f’nin
Lebesgue integrallenebilir olmasi i¢in gvyk | f|'nin Lebesgue integrallenebilir
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olmasidir. Bu epeyce kisitlayici bir 6zelliktir. Bu nedenle 6zdis1 integralin ge-
risine diiger. Ornegin Ornek 2.8.13’te f(z) = %22 fonksiyonunun (0, +00)’da
ozdis1 integrallenebilir oldugunu gosterdik. Fakat f0+°° |fldx = 400 oldu-
gundan f fonksiyonu (0, +00)’da Lebesgue integrallenemez! Ancak pratikte
bu tiir integrallerle karsilagiyoruz. Ikinci eksigi ise ilkel problemine bir tam
¢Ozlim getirememis olmasidir. Lebesgue bunlarin bilincindeydi. Bu eksigi gi-
dermek igin Denjoy (1912), Perron (1914) ilkel problemini siirh tiirevler icin
¢Ozen yeni integral kavramlar geligtirdiler; ancak bunlar Lebesgue integrali-
nin goérdigi ilgiyi gérmediler. Sonradan bu iki kavramin denkligi kanitlandi.

Biz Riemann integralini bazi sinirli kiimelerde tanimli sinirli fonksiyon-
lara iligskin bazi sonlu toplamlarin limiti olarak acikladik. Lebesgue integ-
ralini ise sinirli olmasi gerekmeyen bazi kiimelerde tanimli, siirli olmasi
gerekmeyen bazi fonksiyonlara iliskin bazi sayilabilir toplamlarin limiti ola-
rak acikladik. Ozetle Lebesgue integrali Riemann integraline matematiksel
mantig1 olan bir dokunugtur. 1950°li yillarin sonundan baglamak tizere mate-
matik boliimlerinde Riemann integrali yerini Lebesgue integraline birakmaya
baglamigtir. Ancak 1957’de Kurzweil, 1961’de Henstock Riemann integraline,
yine matematiksel mantig1 olan bir dokunusla, Lebesgue integralini de kap-
sayan ve Lebesgue integralinin yukarida bahsettigimiz iki eksigi de olmayan
bir integral tanimina ulagtilar. Bu dokunus integralini alacagimiz fonksiyon-
larin yerel davramslarini gozetmek olacaktir. Ornegin 0 < a < 1 < b olmak
iizere f : [a,b] — R fonksiyonu f(z) = Lsinl olsun. Z = {Iy,...,I,}, [a,b]
araligin, girisimsiz kapali araliklarla bir parcalanisi olsun. £ = (&;), n = (n;)
ve &,m; € I; olmak tizere R (f, Z(§)) ve R(f,Z (n)) Riemann toplamla-
rinin birbirine yakin olmasi i¢in f'nin I;’deki salimimlarinin kiiciik olmast
gerekir. Bunu saglamak icinse, fonksiyonumuzun kendisi bizi, I; araliginin
uzunlugunu, bu aralik a noktasina yaklagtikca kiigiiltmeye zorluyor! Bunu
gozetecek ve bu tiir pargalaniglarla ¢alisacagiz. A

Uzlagma: Bu kisimda I daima R’de [a, b] kapali araligini gosterecektir.

I = [a,b] C R kapali araligh verilsin. a = 29 < 1 < -+ < x, = b ve
I; := [z;—1,x;] olmak iizere I'mn girigimsiz Z = {[3,...,I,} parcalamsgla-
riyla galisacagiz. F': I — R fonksiyonu bu aralikta tiirevlenebilir ve F’ = f
olsun. F' de F' = f de smarsiz olabilir! Biz f icin bir Kf;f integralini

F()—F(a) =K fab f olacak bigimde tamimlamak istiyoruz. I'nin herhangi
bir Z = {a = xg, 1, ..., x, = b} pargalanig verilsin. Bu durumda Ortalama
Deger Teoremi ile fi’ler a;—1 < {l < a; ve F(l‘i)—F(wi_1> = f(fz) ((IJZ — 1'1'_1)
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olacak bicimde vardir, dolayisiyla

n

F(b) = F(a) = Y (F(a;) = F(wi1)) = Y f(&) (i = zim1) = R(f, 2 (§))
i=1

i=1
(4.3)
olur. Simdi &;’ler Ortalama Deger Teoremi ile kazanilanlar olmasinlar; yine
de

F(z;) — Flzio1) = (&) (2 — 2i-1) (4.4)

oldugunu biliyorsam
F(b) - F(a) = R(f,Z(¢)) (4.5)

olacaktir. f’nin Riemann integrallenebilir olmasi gerekmez; dolayisiyla bu
yeni integral lim| z| 0 R (f, Z (§)) olarak degil farkh tanimlanmahdir. Ara-
digim integral (4.5)’1 saglayan pargalaniglar tizerinden R (f, Z (£)) toplam-
larinin limiti olmalidir; islerimizden biri bu tiir parcalaniglarin varhigimi ka-
nitlamaktir. (4.4) ise x;—1 < & < x; igin

F(.CCZ) — F(I‘i_l)

Tj — Xi-1

~ F(6) = £(6) (4.6)

demektir; dd (x;—1, F(z;—1)) ve (x;, F(x;)) noktalarindan gegen dogrunun
egimi, F'nin (§;, F'(§)) noktasindaki tegetinin egimine yakindir demektir.
Burada z;_1 ve z; noktalar1 &’yi gevreler denir. Dogrudan tiirev tanimin-
dan agagidaki onsav cikar.

Lemma 4.4.1 (Cevreleme Onsavi) F :[a,b] — R tiirevienebilir, f := F'
ve olsun. Her e > 0 saysina karsilik bir 0.(§) > 0 sayst u < & < v ve
[u,v] C [a,b]N(§ = 6:(§), & + 0:(€)) kosulunu saglayan her u,v igin

[F(v) = F(u) = f(§) (v—u)| <e(v—-u) (4.7)

olacak bicimde vardar.

Uyari. Burada u ve v’nin £’in farkl taraflarinda olmasi énemlidir. Ornegin
z € (0,1] igin F(z) = 2? cos (7/2?) ve F(0) = 0 olarak agiklansin. 3F” (0) =
0. Ancak her ikisi de 0’in saginda bulunan u,, = 1/ (2n + 1/2) ve v, = 1/2n
noktalar igin (F'(vy,) — F(up)) / (vn — un) > 2.

Burada 0. : I — (0,400) bir pozitif fonksiyondur; bu fonksiyonlara
Slger? denir.
A=AI):={0]6:1— (0,+00)}

3gauge
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olsun.
Bir Z (§) parcalamigini v = x;_1, v = x; ve & € [xi—1,24], 1 <1i<nigin
(4.7) saglanacak bi¢imde segebilirsek

IR(£,2(€) —(F®) —F@)l=|>_ f(&) @i—zi1)— (F(b) - F(a))

1<i<n

=| > [f (&) (@i —mi1) = (F(23) = F(x1))]| < e (b—a)

1<i<n

(4.8)

olur. Dolayisiyla K ff f=F(b)—F(a)) = R(f,Z(§)) olur. Bu irdelemedeki
pargalaniglara bir ad verecegiz.

Tanim 4.4.2 6 € A(I) bir dlger ve Z (&) = {L;}, I’'min bir parcalamse ol-
sun. Eger&; € I; = [zi—1,x;] olmak izere, daima [z;—1,x;) C (& — 0(&),& + (&)
oluyor ise Z(§) par¢alamsina §-uygun veya d-ince denir.

I'nin kompakthigindan asagidaki énsav kazanilir:

Lemma 4.4.3 (Cousin) Her § € A(I) dlgeri igin d-uygun bir Z (§) par-
calamist vardar.

Tanim 4.4.4 f: 1 — R herhangi bir fonksiyon olsun. Bir o € R sayust ve
her e > 0 sayisina karsiik bir 6. € A(I) olgeri, I'nan d--uygun her Z (§)
parcalanist i¢in

’R(fvz<£))_a‘ <e

olacak bi¢imde bulunabiliyorsa f fonksiyonu I’da (Kurzweil) integralle-
nebilir denir.t

Kurzweil integrallenebilir yerine kisaca K-integrallenebilir diyelim. f
fonksiyonu K-integrallenebilirse tanimdaki « tek olarak belirlidir; bu du-
rumda K f: f = a yazalim. a’nin tekliginin kanitinda Cousin Onsav1 kulla-
nilir.

Teorem 4.4.5 (Anateorem II) F : [a,b] — R tirevlenebilirse F' :
[a,b] — R fonksiyonu K -integrallenebilir ve

K/bF’:F(b)—F(a).

4Yaygmm adlandirma Henstock-Kurzweil integralidir. Olcer integrallenebilir
(Ing: gauge integrable) adlandirmas: da kullanilir.




210 R™DE INTEGRAL

Kanit. Dogrudan (4.8)’den gikar. [ |

Not. Tamim 4.4.4’4, Riemann integralinin tanimiyla kiyaslayalim. § > 0
sayist igin ss : I — (0,+00) dlgeri ss(x) = ¢ sabit dlgeri olsun. I = [a,b]
arahgimin bir Z = {I;} parcalamis1 verilsin. I; = [z;—1, ;] ve l; = z; — z;—1
olmak iizere || Z|| = max!;. Simdi & € I; nasil segilirse segilsin || Z]| < 0 ise
Z (&) parcalamgi ss-uygundur. Riemann integralinin tammminda yalnizca sg
sabit dlgerleri kullanalir! Bu ise fonksiyonumuzun yerel davraniglarina uygun
olcerlerle calismamizi énler. Ornegin f = F’ fonksiyonumuz icin bu uygunluk
gevreleme onsavindaki d; : I — (0, 400) dlgeriyle belirlenir. A

Ornek. I = [a,b], A = {a1,a2,...} C I, k # ligin ay, # a;, ¢ € R* ve f : [a,b] — R ise her
x € I\A i¢in f(z) = c olarak agiklansin. Her k icinse f(ax) # c olsun. Ornegin I = [0, 1],
A:=1NQ, fl[A:= 0 ve ¢ = 1 alirsak Dirichlet fonksiyonun elde ederiz. Dolayisiyla f
Riemann integrallenemeyebilir. Ancak f Lebesgue integrallenebilir ve f: fddi =c(b—a).
Simdi fnin K-integrallenebilir ve Kf: f= fab fdX1 oldugunu gorelim.

€ > 0 keyfi verilsin. f’ye uygun bir d. : I — (0, +00) 06lgeri verecegiz dyle ki d.-uygun
her Z (§) parcalanigi igin

IR(F,LZ@)—clb—a)l=]| > (fl&) —0o) (wi—wim)|<e (4.9)

1<i<n

saglansin. Simdi & € I\A ise (f(&) —¢) (zi — zi—1) = 0 olacagindan . (&;) 'nin alacag
degerin higbir 6nemi yoktur ve biz her ¢ € I\ A igin 0. (¢) := 1 olarak agikliyoruz. Bir k ile
& = ay, ise 0. (&) = 0 (ax) := ¢/ | f(ax) — ¢| 272 olarak agiklayalim. Bu durumda Z ()
pargalanigi d.-uygun ve & = ay ise |f(&) — ¢| (z; — xi—1) < /28! olur. Bir ax en fazla
Z’nin iki araligina ait olabileceginden her d.-uygun Z (§) pargalanisi igin

+oo
R(LZ(E) —cb—a) <2 e/2" =¢

k=1

olur. Dolayisiyla f fonksiyonu K-integrallenebilir ve Kf: f=c(b—a).

Onerme 4.4.6 (Cauchy Olgiitii) f: 1 — R fonksiyonunun K-integralle-
nebilir olmast i¢in guyk her € > 0 i¢in bir 6. € A(I) dlgerinin d.-uygun her
Z (&), 2 (&) parcalamislary i¢in

[R(f,2(©)-R(f,2'(¢))] <<
olacak bicimde bulunabilmesidir.

I'da K-integrallenebilir fonksiyonlarin ailesini /C(I) ile gosterirsek K(I)
ve K f; : KK (I) — R bildik 6zelliklere sahiptir. (1) bir R-vektor uzay1 ve
ayn1 zamanda bir kafestir. K fab : K(I) — R dontigiimii ise R-dogrusal ve
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pozitiftir. Pozitiflik 6zelliginden, f ve | f|'nin her ikisi de K-integrallenebilirse
‘K f;f‘ < Kfab \f|. f,g : I — R fonksiyonlar1 tiirevlenebilirlerse (fg) =
f'g + fg’' oldugundan Anateorem II ile

b b
F)g(b) — fla)gla) = K / fot K / fd.

f :[a,b] — R K-integrallenebilirse f fonksiyonu her [a, §] C [a, b] araliginda
da K-integrallenebilir. Bu durumda

F(:n)::K/;f

fonksiyonuna f’nin [a, b]’deki K-ilkeli diyelim.

Teorem 4.4.7 (Anateorem I) f: [a,b] — R fonksiyonu K-integrallene-
bilirse

F(g;)::K/:f

ilkeli [a, b] de siirekli, [a,b] ’de hhy tirevlenebilir ve tirevin oldugu x noktala-
rinda F'(z) = f(x). Ayrica f’nin strekli oldugu noktalarda F tirevlenebilir.

Teorem 4.4.8 (i)Her K-integrallenebilir f : [a,b] — R fonksiyonu Lebesque
olciilebalir.

(i) f:[a,b] — [0,+00) i¢in Lebesgue integrallenebilirlik ve K-integralle-
nebilirlik denk kavramlardar.

Bu teoremdeki (ii)’nin bir sonucu Monoton Yakinsaklik Teoremidir.

Teorem 4.4.9 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) f : [a,b] — R fonksi-
yonlary K-integrallenebilen fonksiyonlarin bir artan dizisi ve limy Kf; fe <

400 ise f := lim fr fonksiyonu da K-integrallenebilir bir fonksiyondur ve
K ['f=K [Plim fy =limK [° f.
Teorem 4.4.10 (Swnarlandirilmis Yakinsaklik Teoremi) Eger (fi) C
K ([a,b]) ve

(i) inf fi ve sup fi fonksiyonlar: I’da K-integrallenebilir ve

(i) hemen her yerde f(x) = lim fi(z) ise
f fonksiyonu I’da K-integrallenebilir ve Kf; f= lime;7 fr-

Teorem 4.4.11 (Henstock) Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar K-
integrallenebilir.
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f :]a,b] = R olsun. f Riemann integrallenebilirse |f| de Riemann integ-
rallenebilir. f'nin Lebesgue integrallenebilir olmasi | f|'nin Lebesgue integral-
lenebilir olmasina denktir. K-integrallenebilirlik daha esnek bir kavramdir:
f K-integrallenebilirse |f|'nin de K-integrallenebilir olmasi gerekmez!

Ornek 4.4.12. f : [0,1] — R fonksiyonu 0 < z < 1 igin f(z) := z®cos (m/z?) ve

f(0) := 0 olarak agiklansin. f, [0,1]’de tiirevlenebilir. Dolayisiyla f’ fonksiyonu [0, 1]’de
K-integrallenebilir. f’ fonksiyonu (0, 1]’de siirekli oldugundan her [o, 8]C (0,1] kapali

< Kff |f'] gegerlidir.

Simdi her k € N* igin oy, := +/2/ (4k + 1) ve 8 := 1/v/2k olmak {lizere [ax, Bx]C (0,1] ve
{[ak, Bk]} bir ayrik ailedir. Bu nedenle

Klik}f’|z‘KLikf/—

araliginda f’ ve |f’| fonksiyonlar1 K-integrallenebilir ve ‘K / f f

1

2k’

Bu durumda | f’| fonksiyonu [0, 1]’de K-integrallenebilir olsaydi, her n € N* igin

1/ B , 1
JAEED YRy D Y

1<k<n 1<k<n
olurdu ki bu bir geligkidir!

K-integrali i¢in “6zdig1 integral” kavrami yoktur. Altkisim 2.8.2’deki 6z-
dis1 integral tanimlar simdi K-integrali tanimina déniisiirler. Ornegin kom-
pakt olmayan [a,b) (a € R,b < +00) ve (a,b] (—oo < a, b € R) araliklarinda
altkisim 2.8.2°deki tanimlar kullanilir. Ornegin her a < ¢ < b icin K fac f in-
tegrali ve ayrica limqy, K fac f var ve sonlu ise

b c
K =1lim K
/af i /af

olarak aciklanir. Benzeri teoremler gecerlidir.

Son olarak kapali @ C R™ kutusu ve herhangi bir f :  — R fonksiyonu
verilsin. a,b € R™ ve a < b olmak iizere Q = Qla,b] = [a1,b1] x -+ X
[an, by] olsun. Burada @'nun girigimsiz sonlu kapal kutulara parcalaniglary
ile ¢alisacagiz. 2 = {Q;} boyle bir pargalamg ve & € Q; olsun. x € R"
herhangi bir nokta, r > 0 ve I, (z;) := (z; — r,z; + 1) ise

Qzir) = (21 — 1@ +7) X X (Tp =12 + 1) = Ir (21) X -+ X I ()

olsun. @’da bir olgerden yine § : @@ — (0,+o00) fonksiyonlar1 anlagila-
caktir. (Q’daki Olgerlerin kiimesini QA ile gosterelim. § € Qa ve daima
Qi C Q(&;0(&)) ise Z(&) pargalanmigi J-uygundur diyelim. Simdi Riemann,
Lebesgue ve K-integrallerini ayni ¢at1 altinda tanimlayalim.

Tanmim @ C R"™ bir kapaly kutu ve f: Q — R ve a € R olsun.
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(i) Her £ > 0 sayisina kargihik bir §. olgeri d.-uygun her Z (§) € P (Q)
i¢in

R(f;Z2(8) —al<e

olacak bigimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu ()’da K-integrallenebilir,
K-integrali o/’dir denir ve K fQ f = a yazilir. Burada her defasinda .
bir sabit 6lger olarak segilebiliyorsa f fonksiyonu Riemann integral-
lenebilir denir ve fQ fdjn := a yazilir.

(ii) f ve |f|'nin her ikisi de K-integrallenebilirse f fonksiyonu Lebesgue
integrallenebilir denir ve |, 0 fd\, = a yazilir.

Daha once soz ettigimiz ¢ogu onerme oldugu gibi yeni duruma aktarilir.
@)’da K-integrallenebilen fonksiyonlarin ailesini I (Q) ile gosterirsek, yine
K (Q) bir R-vektor uzayidir, hatta bir kafestir. K fQ : K(Q) — R dogru-
sal ve monotondur vs... . A C Q ve f : A — R verilsin. fg : @ - R
fonksiyonu fg|A = f ve her z € Q\A icin fo(z) = 0 olarak agiklansin.
Q' bir baska kapali kutu ve A C @’ olsun. Riemann integralinde oldugu
gibi fg nun K-integrallenebilir olmasi fg: 'niin K-integrallenebilir olmasina
denktir ve integrallenebilme durumunda K fQ fo =K fQ’ f¢- Dolayisiyla
asagidaki tanim kusursuzdur.

Tanim @ bir kapals kutu, A C Q ve f : A — R werilsin. fg fonksiyonu
K-integrallenebilirse, f fonksiyonu A’da K-integrallenebilir denir ve

K/Af::K/QfQ

f =1 fonksiyonu A’da K-integrallenebilire, f > 0 oldugundan Lebesgue
integrallenebilir ve K fA 1= fA 1dA, = A (A) olur. Boylece siirh Lebesgue
Olciilebilir kiimelere ve Olgiilerine ulagmig oluyoruz.

Simdi f : [a,b] — R fonksiyonu Lebesgue integrallenebilirse, A := {z € [a, ]| f(x) :
ve B := [a,b]\ A kiimeleri Lebesgue olgiilebilir, f fonksiyonu A ve B kiime-
lerinde Lebesgue integrallenebilir ve

fd\ = / fdM + / fd\
AUB A B

gecerlidir. Ancak K-integrali bu giizel ozellige sahip degilidir. Simdi bir
f i [a,b] — R fonksiyonu K-integrallenebilir olsun, ancak Lebesgue integral-
lenebilir olmasin. A, B kiimeleri yukaridaki gibi tanimlansinlar. Boyle fonk-
siyonlarin varligim biliyoruz (bkz Ornek 4.4.12). I := [a,b] olmak iizere

olarak aciklanar.
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/T = (f|A);. Biz fnin A’da K-integrallenemez oldugunu, dolayisiyla yu-
karidaki egitligin K-integralleri igin gegerli olmadigini savunuyoruz. f|A’nin
K-integrallenebilir olmas1 tamim geregi f™nin I’da K-integrallenebilir, do-
layisiyla Lebesgue integrallenebilir olmasi demektir. O zaman f~ = f* — f
de, dolayisiyla f = fT — f~ de Lebesgue integrallenebilir; bu ise varsayimi-
mizla celigir! Ozetle Lebesgue integrali toplamsallikta K-integralinden daha
iyi davranir.
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