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Onsoz

Kompleks Analiz I kitabinin devami olan bu kitap ii¢ bolimden olugmak-
tadir. Bunlar ilk kitabin devami seklinde numaralandirilmiglardir. Se¢me
Konular baghgini tagiyan ilk boliimdeki kisimlarin ¢ogu, tek baglarina bi-
rer kitap konusu olmuslardir. Burada konulara kisaca deginilmis ve okura
kompleks analizin zenginliginden bir seyler sunulmugtur. Bu béliim Cauchy;,
Weierstrass ve Riemann’in izlerini tasir.

Izleyen iki boliim, kismen Weierstrass'in, agirlikli olarak Riemann’m iz-
lerini tagir. Ikinci boliim, isminin de belirttigi gibi kompleks analizin ge-
ometriyle ve kismen cebirle bulugtugu boliimdiir. Bu boliimiin en 6nemli
teoremi, insanin inanmakta zorlandig1 saviyla, kuskusuz Riemann Déntigiim
Teoremidir.

Ortmeler ve Riemann Yiizeyleri baghgimi tagiyan son béliimde ne varsa
—lif uzaylari, 6rtmeler, katmanlhlar, Riemann yiizeyleri— ayrica konumuz ol-
madigl i¢in yer almayan Riemann Geometrisi, tiim bunlarin hepsi varliklarini
kompleks analizin bir problemine bor¢ludur: Diizlemde bir dairede verilen bir
holomorf fonksiyonu olabildigince biiyiik bir bélgeye holomorf genisletme, ki-
saca analitik genigletme problemine bor¢ludur. Bu béliimde kompleks analiz,
cebir, geometri, katmanlar, cebirsel topoloji bir arada ig goriir; matematigi
seven birisi i¢in bdyle bir bulusma harika bir seydir.

Bu kitapta kullandigimiz kisaltmalar sunlardir: a ve b terimler olmak
iizere a := b ve b =: a gosterimleri a teriminin tanim geregi b terimine
esit oldugunu belirtir. p ve ¢ 6nermeler olmak iizere p (<= q ve ¢ <= p
gosterimleri p Onermesinin ¢ onermesine tanim geregi denk oldugunu sdy-
ler; burada p énermesi ¢ iizerinden tammlanan yeni bir kavram icerir. ==,
o ove = gosterimlerinde *, eger ayrica tanimlanmamigsa s6z konusu gika-
rim, denklik ve esitligin gerekcesini belirtir. Ayrica “dd.=diger deyisle” ve
Kompleks Analiz II kitabimiz igin “KA II” kisaltmalar: kullanilmigtir.

Iki kigiye minnet borcum var: Yalnizca kitaptaki tiim sekilleri cizmekle
ve kitabin formatlanmasim saglamakla kalmayip, kitab1 bastan sona titiz bir
sekilde gozden geciren, elestiri ve 6nerileriyle biiyiik katk: saglayan oglum ve
meslektagim Kemal Ilgar ile, sagladigi huzurlu ¢aligma ortami ve gorevleri-

X
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min ¢ogunu istlenerek bana kazandirdig: fazladan zaman igin esim Yildiz’a
sonsuz tegekkiirii bir borg¢ bilirim.

Mehmet Sait Eroglu



Bolum 6

Secme Konular

6.1 Runge’nin Yaklasim Teoremleri

U C C bir agik kiime olmak iizere KA I Kisim 3.4’te tanimladigimiz (C(U), p)
ve (H(U), p) metrik uzaylarim kisaca C(U) ve H(U) ile gosterecegiz. O #
K C C kogulunu saglayan bir K kompakt kiimesi verildiginde K’de siirekli
C-degerli fonksiyonlarmin C(K) vektér uzaymin ||-|| - normu ile bir Banach
uzay1 oldugunu biliyoruz. H(K), C(K) uzaymm bir altuzayidir!. C(K) ve
H(K)'yi daima ||-|| x normu ile, dolayisiyla dg (f, h) := || f — h|| ;- metrigi ile
alacagiz.

A C C(K) ve f € C(K) olsun. Her ¢ > 0 sayisma karsiik bir g €
A fonksiyonu || f — g||; < € olacak bicimde bulunabiliyorsa, ki bu tam da
f € A demektir, f fonksiyonuna A’nin égeleriyle K ’de diizgiin yaklasabiliriz
diyecegiz. Simdi A C B C C C C(K) olsun. A ailesi B’de yogun ve B ailesi
ise C’de yogunsa A ailesi C’de yogundur, dd. B ¢ A ve C C Bise C C A.
Bu ozellikten “gegislilik” olarak s6z edecegiz: K’de C’nin &gelerine B’nin
ogeleriyle, B’nin 6gelerine ise A’'nin 6geleriyle diizgiin yaklagabiliyorsak K’de
C’nin &gelerine A'nin dgeleriyle de diizgiin yaklagabiliriz.

Uzlasma: X C Y ve F C F(X,C) ve G C F(Y,C) olsun. F’de herhangi
bir bi¢imde bir topoloji tanimlanmig olsun. Bu topolojiye gore “G| X, F’de
yogundur” yerine yalin olarak “G, F’de yogundur” diyecegiz.

Her ) # E C C4 igin kutup notalar1 E’de olan rasyonel fonksiyonlarin
kiimesini Cg(z) ile gosterelim. Eger ' = {a} ise, C{4)(2) yerine yaln olarak
Ca(z) yazacagiz. Bu durumda C(z) tam da C|z] polinomlarimizdir.

! Animsatalim: f € C(K) olsun. f € H(K) :<= 3U C C agik, K C U ve 3F € H(U)
oyle ki f = F|K.

437
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K C C bir kompakt altkiime ve ENK = () ise elbette Cg(2)|K C H(K).
Simdi C’de agik U kiimesi, K kompakt kiimesini icersin. Elbette H(U)|K C
H(K). Bu kisimda 6zellikle

(i) hangi kogullarda C[z] veya Cg(z)nin H(K)’de yogun,

(ii) hangi kosullarda H(U)'nun H(K')’'de yogun ve

(iii) hangi kosullarda C[z] veya Cg(z)'nin H(U)’da yogun
oldugunu arastiracagiz. Iki basit duruma gézatmak 6gretici olacaktir.

C’de bir D = D,(a) dairesi ve bir f € H(D) verilsin. K ise K C D kosu-
lunu saglayan herhangi bir kompakt kiime olsun. f fonksiyonunun D daire-
sinde bir Y, - an(z—a)™ kuvvet serisi agithmi vardir. p,,(2) = > i ai(z—a)’
olmak iizere, her kompakt K C D i¢in p,|K = f|K oldugunu biliyoruz.
Diger deyisle H(D) metrik uzayinda limp, = f ( KA I Onerme 3.4.4(ii)).
Ozetle polinomlar H (D) metrik uzayinda yogundur.

D* := Dj(a) bolgesi i¢in de aynm durum s6z konusu mudur, dd. po-
linomlar H(D*) uzaymda da yogun mudur? D*’da holomorf f(z) = -
fonksiyonunu ele alalim. Bir an igin bir (p,) polinom dizisinin D*’da f’ye
kompakt diizgiin yakinsadigini varsayalim. Bu durumda, 0 < ¢ < r olmak
tzere, pp|Kg,q = f|ksq oldugundan

d
Ozlim/ pn:/ limpn:/ f:/ : = 2mi
KRo,a Ro,a KRo,a Ko,a z—a

geligkisine ulagiriz. Dolayisiyla polinomlar H(D*) uzayinda yogun degildirler.
D ve D* bolgeleri arasinda soyle bir topolojik fark vardir: D basit baglantih
iken D* basit baglantili degildir; bu farkin belirleyici oldugunu gorecegiz.
Sorularimizin yanitlarinda topoloji 6nemli yer tutacaktir.

ae€C,0<r <rg<+4ocovelU:=H(a;ri,m) ={2€C|ri < |z—a| <
ra} olsun. Her h € H(U) fonksiyonu U’da ) ., a,(z —a)™ gibi bir Laurent
serisine acilabilir ve bu seri her kompakt K C U kiimesinde mutlak diiz-

giin yakmsak oldugundan, r,(z) = ."  ar(z — a)* olmak iizere r, Eon
olur. Dolaysiyla ‘H(U) uzaymnda limr, = h. Burada her bir r, bir rasyo-
nel fonksiyondur ve bunlarmn kutup noktalar1 £ := {a,00} kiimesindedir.
Coo\U'nun iki baglantili bilegeni vardir: D, (a) ve Coo\Dy,(a). Béylece E
kiimesi Coo\U'nun her bir baglantili bileseninden en az bir nokta igerir ve
(rn) C Cg(z). Dolaysiyla tartigmamizdan Cg(z)'nin H(U) da yogun oldu-
gunu goriiyoruz. Bu basit gozlemler sorularimizin ¢oziimiinde bize yol gos-
terecektir.

Runge teoremlerinin ilging yan sudur: Yerel olarak verilmis f € H(K)
fonksiyonlarina global olarak tanimlanmig polinomlar veya rasyonel fonksi-
yonlarla diizgiin yaklagmay1 aragtirirlar.
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Teorem 6.1.1 K C C kompakt ve f € H(K) olsun. Kutup noktalar: K 'de

olmayan bir (qy,) rasyonel fonksiyonlar dizisi g, = f olacak bi¢imde vardur.
Kisaca, Cge(2) ailesi H(K) de yogundur.

Kanit. f € H(K) olsun. Tamum geregi f fonksiyonu, K’yi iceren bir agik
U kiimesinde, yine f ile gostermekte sakinca gormedigimiz, bir holomorf
fonksiyonun K’ye kisitlamgidir. KA I Onerme 2.12.7’ye gore U’da sifira ho-
molog I" uygun 1zgara ¢evrimini K C I(I") olacak bi¢imde segelim. Homolojik
Cauchy Teoremi, KA I 2.11.7’den dolay1

Vze K f(z /fz .

Her geyden énce § := d(K,I') > 0. Gerekiyorsa I'nin kenarlarmi kiigiik
parcalara aywrarak, I' = v, + - - - + 7, parcalamgim her bir 7 bir D, (cx)
dairesine diigecek, 0 < r, < d ve D,, (cx) C U olacak bigimde segebiliriz. Bu
durumda elbette K Ny, = 0 olur. Simdi, her bir

1 [ f(w)

21 w—z

fe(2) = dw, (6.1)

Tk

C\x’de bir holomorf fonksiyon tamimlar. fi'nin H(c; g, +00) halkasinda

Laurent agilimi
+oo
z) = Zam(z —cp)"
i=1

olsun. Dikkat edilirse serimiz bu halkada kompakt diizgiin yakinsaktir. Do-
laysiyla, qg n(2) == > 0y am(z—ck)_i olmak tizere (qin ) dizisi K'de fi'ye
diizgiin yakisar. Béylece ¢, := Y ;- qk.n olmak tizere gy = S fe=1.
Burada ¢, ’ler kutup noktalar ¢y, ..., ¢, olan rasyonel fonksiyonlardir. W

Kanitimizdaki ¢, merkezlerini I'’da secebilecegimiz gibi orada se¢meye-
biliriz de! Aslinda kutup noktalar1 se¢iminde bayagi bir 6zgiirliigiimiiz var.
Kutup notalar1 {oo}’da olan rasyonel fonksiyonlarin tam da polinomlar ol-
dugunu da ammsatalim. Ayrica gy, rasyonel fonksiyonlarimiz py ,(w) :=
S agw polinomundan w yerine (z — ck)_ yazarak elde edilmigtir dd.
h.n(2) = Prn(325). Bunedenle, g’

sOyleyecegiz ve bunlarin kiimesini C [E} 1le gosterelim.

Devam etmeden 6nce (6.1.1)’in Riemann toplamlar tizerinden ikinci bir
kanitini verecegiz. (6.1) denkleminde -y, gezisi eksenlere kogut ve K kompakt
kiimesinin diginda bir basit gezidir. Teoremimiz i¢in bilmemiz gereken sey,
boyle bir egitlikle tanimlanmis fi gibi bir fonksiyona, K’de diizgiin bi¢imde,
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kutup noktalar1 K“de olan rasyonel fonksiyonlarla yaklagabilecegimizin ka-
nitlanmasidir. Onermemizi v € G gezileri icin formiile edecegiz?.

Teorem 6.1.2 K C C kompakt, v : [0,1] — C\K, v € G ve f : 7—=C
stirekli ise,
flw)

2m Vw—z

F(z) = —

Jonksiyonuna, yalmzca v’da basit kutup noktalar: olan rasyonel fonksiyon-
larla K ’de diizgiin yaklasabiliriz.

Kanit. ¢ > 0 keyfi verilsin. g(z,t) := f(7(t)) (v(t) — z)~" fonksiyonu K x

[0, 1] kompakt kiimesinde diizgiin stireklidir. y bir sabit gezi ise sav agikardir.

7 sabit gezi olmasin; o zaman M := [|7'[[j ) > 0 olmak fizere 0 < L(y) < M

olur. [0, 1] araligimn bir 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 pargalanigi, i =0,...,n
icin

e

V(z,t) € K X [ti;tisa] = [9(2,t) = g(2,t:)] < +—

olacak bicimde segilebilir. Bu durumda

1
=5 Zg (2, tk) (Y (tkt1) — v (tk))

2mi £~ v (tk
t tet+1
i / ~ (t)dt

_ 1 Z fly
27i W(tk

yalmzca (o), . .., v(tn—1) noktalarinda birinci dereceden kutup yerleri olan

bir rasyonel fonksiyondur ve her z € K igin

= IEZfW?’ A(ter) = A(t)
(1)
=

S ) )
() = R&N = |5 kzo /tk (W) -z y(t) — Z> V(e
1 me €
< %ML( v) < 3 <e.
wy := Y(tr) ve a, = 5 f(wp) (Wi — wy) olmak iizere
n—1
=> o (62)
k=0

2Gg!, C’deki C*-sinifindan gezilerin ailesini gostermektedir (bkz. KA I, 5.126).
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oldugunu belirtelim. ]

Bir sonraki énsavimiza 1gik tutmasi bakimindan Sekil 6.1’e bir gézata-
lim. @, Q1,...,Qs kapali dikdortgenleri gostermek iizere U := Q\Qg kii-
memiz C’de agiktir (sekilde agik ve koyu gri kiimelerin birlegimi). K :=
Q4\(Q1 U@g) kiimesi ise (gekilde koyu gri kiime) C’de kompakttir ve K C U.
Simdi U\ K kiimemizin (sekilde agik gri kiime) baglantili bilegenleri sirasiyla
Q1, Qg\Qg ve CDQ\Q4 bolgeleridir. B bu bilesenlerden herhangi biri ise, her za-
man UNOB C K oldugu kolayca goriiliir, ancak 8(@3\@2) = 0Q3U0Q2 € K
orneginde oldugu gibi 9B C K olmasi gerekmez!

Q4

o

Q K G

DQl Qs '----

Sekil 6.1: U 1= Q\Qa, K 1= Q\(Q1 U Q3).

C\ K'nin baglantili bilegenleri ise Q1,03 ve C\Q4’tlir ve bunlarin her
birinin sinir1 K’ye diiger. Bunlardan yalnizca 6021 bilegeni U’ya diiger ve o
baglantili bilesen ayni zamanda U\ K nin de baglantili bilesenidir. Bu bile-
sen ayni zamanda sinirh ve U’da goreceli kompakttir. Simdi bu 6zelliklerin
yalniza Ornegimizdeki U ve K icin degil, her actk U ve K C U olan her
kompakt K icin gegerli oldugunu kanitlayacagiz.

Lemma 6.1.3 U C C a¢ik, K kompakt ve K C U olsun.
(i) U\K 'nin her baglantils B bileseni i¢in U N OB C K. Ozellikle U = C
ve B ise C\K 'nin bir baglantils bileseni ise 0B C K.
(it) C\K ’nin bir B baglantil bileseni i¢in B C U ise, B aym zamanda
U\K 'nin de bir bilesenidir. B ayrica sinarl ise B € U.

Kanit. (i) U\K'nin B baglantili bilegeni verilsin. a € (UNJB)\ K oldugunu
varsayalim. U\ K agik oldugundan 3D, (a) C U\K . Simdi a € 9B oldugun-
dan D,(a) N B # (), diger yandan B ise U\K nin bir baglantil bilegeni
oldugundan D,(a) C B. Buise a € 9B ile geligir.

U :=C alirsak 9B =CnN9dB C K olur.

(ii) C\K’nin bir B baglantili bilegeni igin B C U olsun. Elbette B C
U\K ve B bir bolge oldugundan U\ K’nin bir B; baglantili bilegenine diiger,
yani B C Bj. Diger yandan, B bolgesi C\ K’de maksimal baglantili bolge
oldugundan By C B, dolayisiyla B = B; elde ederiz.
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Ayrica B’nin smurli oldugunu varsayalim. Bu durumda B = B U 0B
kompakttir. (i) ile 9B C K oldugundan B C UUK = U, dolayisiyla B € U.
|

Sonug 6.1.4 U\K 'nin B baglantils bileseni U ’da géreceli kompakt ise, her
feNOU) igin||fllg < [Ifllk-

Kanit. B € U ise 9B C U, dolaysiyla 6.1.3(i) ile 9B C K olacagindan,
KA T Onerme 1.8.21 ile, her f € H(U) icin || fllz < Ifllon < Il 5 [ |

Teorem 6.1.5 (Kutup Kaydirma) K C C bir kompakt kiime ve B C
C\K bir bolge, By, ise C\K 'nin sinirsiz baglantils bileseni olsun.

(i) a,b € B olsun. Her q € Cq(z) rasyonel fonksiyonuna K ’de diizgiin
bicimde p, € Clw] olmak tzere gn(z) = pp (ﬁ) € Cy(z) tipinde
rasyonel fonksiyonlarla yaklasabiliriz.

(i) a € By ise, her q € Cu(z) rasyonel fonksiyonuna K ’de dizgiin bigimde
polinomlarla yaklasabiliriz.

(iii) Tersine, a € C\K wve Zfla rasyonel fonksiyonuna K 'de diizgiin bi¢imde
polinomlarla yaklasabiliyorsak a € Byg.

Kamit. (i) a,b € B olsun. B bir bélge oldugundan yol baglantihdir. B’de
baslangic noktasi a ve bitis noktasi b olan bir v gezisi secelim. v ve K ayrik
kompakt kiimeler oldugundan & := d(~y, K) > 0. Simdi v'mmn bir v = ~1 - - - y,,
parcalamsi ve v boyunca bir D,(ag),..., D,(a,) daireler zinciri su kosullar
saglanacak bicimde secilebilir: r := %5, ~ nin baglangic noktasi a1, bitig
noktast ar ve 1 < k < n igin vy C Dy(ak—1) N Dy(ax). Gegisli 6zellik-
ten dolay, 0 < k < n—1 icin ¢ € Ca, (2) rasyonel fonksiyonlarma K’'de
qm € Cq,,,(2) rasyonel fonksiyonlar ile diizgiin yaklasabilecegimizi kanit-
lamak yeterlidir. Bunun iginse KA I Teorem 1.5.2’den dolay, (z — az) e
K’de diizgiin bicimde C,, _, (2)’deki rasyonel fonksiyonlara yaklagsabilecegi-
mizi bilmek yeterlidir. Her z € K igin

ap — Q41
2= Qk+1

<

N

oldugundan, daha 6nce de kullandigimiz yontemle

—+00

1 1 _ Z (ak — ak+1)”

2T (2= ap) (1 - %) =5 (2= ap)"
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serisi K’de diizgiin yakinsaktir. Bu serinin kismi toplamlari ise Cy, , , (2)’dedir.
KA I Teorem 1.5.2 iki yerine KA I Teorem 3.3.1 Weierstrass Yakinsaklik Te-
oremi’ni kullanarak yukaridaki esitlikten

1R e m) (g~ agn)”
(2 —ap)™ 2) (m — D)I(z — agsy) ™01

elde ederiz ve sagdaki seri K’de diizgiin yakinsaktir. Ancak sagdaki serinin
kismi toplamlar ise Cq,_, (2)’dedir. Dolayisiyla ¢ € C,, (2) rasyonel fonksi-
yonlarma C,, _, (2)’deki rasyonel fonksiyonlar ile K’de diizgiin yaklagabiliriz.

(ii) M := sup,ck |z| olsun. M < 400 ve C\Dps4+1(0) C Boo. Simdi
b € Cyi < g < 1
oldugundan

+
1 1
sz_b( —1) bz::< )
serisi K’de diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla z— fonksiyonuna polinomlarla

K’de diizgiin bi¢imde yaklagabiliriz. Bundan otiirii, her p(z ;) € C [ﬁ

rasyonel fonksiyonuna polinomlarla K’de diizgiin yaklagabiliriz. (i)’den do-
lay1 her ¢ € C,(z) fonksiyonuna K’de diizgiin bigimde ¢, € Cy(z) fonk-
siyonlan ile, g,’lere ise az 6nce kanitladigimiza gore K’de diizgiin bicimde
polinomlarla yaklagabiliriz. Gegisli 6zellikten, her bir ¢ € C,(z) fonksiyonuna
K’de diizgiin bigimde polinomlarla yaklagabiliriz.

(iii) Sunu géstermek yeterlidir: a noktast C\ K'nin bir sinirh B baglantih
bilegeninde ise, - fonksiyonuna K’de diizgiin bigimde polinomlarla yak-
lagamay1z. Simdi B bolgesi C\ K nin bir smirh bilegeni, a € B ve (p,) bir

polinom dizisi olmak iizere p, N ﬁ oldugunu varsayalim. € > 0 sayisini,
d(B) sayis1 B’nin cap1 olmak iizere, ed(B) < % olacak bicimde secelim. Bir

Pn — Zia < ¢ olacak bigimde vardir.

(6.1.3)(i) ile 9B C K oldugundan, n > ny igin

ng dogal sayisi, her n > ng icin

V2 € 0B |(z—a)pn(z) — 1| <elz —a| <ed(B) <

N

elde ederiz. Buradan KA I Onerme 1.8.21 ile, her Vz € B icin

1

(2= @pal2) ~ 1] < 5

olur. Bu egitsizlik a € B oldugundan saglanamaz! ]

Teoremimizin (i) gsikkinda, B’de a kutbunu b kutbuna kaydirdigimiz,
(ii)’de ise a kutbunu oo’a kaydirdigimiz sdylemi kullanilir. Burada, oo’da
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kutup noktasi olan rasyonel fonksiyonlarimizin polinomlar oldugunu anim-
satalim.

Teorem 6.1.6 (Kompakt Kiimeler icin Runge Teoremi) K C C
kiimesi kompakt olsun. Asaqidakiler gecerlidir:
(1) Clz] polinomlarimn H(K)’de yogun olmasi igin gerek ve yeter kosul
C\ K "nin baglantily olmasidar.
(i) C\K baglantils olmasin. S C C kiimesinin, C\K 'nin her sinarls baglan-
tuls bilegeni ile arakesiti bog degilse, Cg(2) ailesi H(K) de yogundur.

Kamit. T' 1zgara ¢evrimini (6.1.1)’in kamtindaki gibi segelim. f € H(K)
keyfi verilsin. (6.1.2) ve (6.2)’ye gore wy,...,wy, € L ve ¢1,...,¢p € C

olmak tizere
m

glz) =5 2 (6.3)

Z — W;
i=1 v

tipinde fonksiyonlarla f fonksiyonuna K’de diizgiin yaklagabiliriz.

(i)(1) C\K baglantili ise, Boo = C\K ve wy, ..., w,, € By olacagindan,
(6.1.5)(ii) Kutup Kaydirma teoremi ile, her bir “-"ye K’de diizgiin bi¢imde
polinomlarla yaklagabiliriz. Gegiglilik 6zelliginden f’ye K’de polinomlarla
yaklagabiliriz.

(i)(2) C\K baglantili degilse C\K nin bir smirlh B baglantili bileseni
vardir. a € B ve h(z) = (z —a)~! ise, h € H(K) ve (6.1.5)(iii) ten dolay1,
polinomlarla h’ye K’de diizgiin bigcimde yaklagamayiz.

(ii) C\K baglantilh olmasin. By ile yine C\ K 'nin smirsiz baglantili bi-
lesenini gosterelim. € > 0 keyfi verilsin. (6.3)’teki ¢'yu [|f — q|| x < 5 olacak
bicimde segelim. w; € By ise, bir g; € Clz] polinomunu ||q — gil|x < 5
olacak bigimde segilebilir. w; ¢ Bo ise, w; noktasi C\ K’ nin bir siurh B;

baglantili bilesenine diiser. Bu durumda w; kutbunu bir s; € S N B; nokta-
1

zZ—8;

} polinomunu ||g — gi||x < 5 olacak

sina kaydirabiliriz ve bir g; € C [ 5

bicimde segebiliriz. Bu durumda g := »"", g; € Cg(z) ve

If =9gllg <IIf —dllg +lla—gllx <e.

Teorem 6.1.7 (Runge Teoremi) C’de U agik ve K kompakt kiimesi K C
U olacak bigimde verilsinler. Asagidaki onermeler denktirler:

(i) U\K ’nin U ’da goreceli kompakt baglantils bileseni yoktur.
(ii) C\K ’nin her sinarle baglantily bileseni C\U "yu keser.
(11t) Her f € H(K) i¢in bir (gn) C Cye(z) dizisi lim ||, — f||x = 0 olacak
bicimde vardur.
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(i) Her f € H(K) i¢in bir (fn,) C H(U) dizisi lim || f,, — f| = 0 olacak
bicimde vardar.

(v) Her a € U\K ig¢in bir f € H(U) fonksiyonu |f(a)] > || f||x olacak
bicimde vardar.

Kanit. (i)==(ii): Dogrudan Onsav 6.1.3(ii)’den ¢ikar.

(ii)==(iii): Bu dogrudan Teorem 6.1.6(ii)’den ¢ikar.

(iii)==(iv): Agikar, ¢iinkii ¢, € Cye(z) ise g, € H(U).

(iv)==(i): U\K’nin bir B baglantili bilegeni i¢in B € U oldugunu var-
sayalim. b € B keyfi secilsin, 0 := ||z — b||;c ve f(2) := (z—b)"! olsun. § > 0
ve f € H(K) oldugundan, varsayimimizdan bir g € H(U) fonksiyonu

Iz =0)"" = g(2)]| < 67", dolayisyla [[1 = (= = b)g(2)| ¢ <1

olacak bicimde vardir. Sonug 6.1.4’ten dolay1 ||[1 — (2 — b)g(2)|| 5 < 1 olma-
lidir; bu ise b € B oldugundan miimkiin degildir.

Boylece (i)<=(ii)<=>(iii)«<=(iv) kanitlandu.

Simdi (i)<=(v) oldugunu kanitlayacagz.

(i)==(v): a € U\K keyfi verilsin. a noktasi1 U\ K kiimesinin baglantili bi-
legsenlerinden tam bir tanesinin i¢ine diiger; bu bilesen B olsun. B* := B\{a}
dersek U\ (K U {a}) kiimesi de agiktir ve bu kiimenin baglantili bilesenleri
U\ K'nin baglantili bilegenleri ile biri diginda ortiigtir; tek degigiklik B’nin
yerini B* almigtir. Simdi (i) gegerli olsun. Simdiye kadar kanitlanandan (iv)
gegerlidir. (i), K yerine K’ := K U {a} aldigimizda da gegerli oldugundan
(iv) de K’ igin gegerlidir.

gla):=1veVze K g¢(z):=0

ile tamimlanan fonksiyonumuz H(K')’'dedir. (iv)’ten dolay1 bir h € H(U)
fonksiyonu ||h — g, < 3 olacak bicimde vardir. Bu ise |h(a) — 1| < § ve
|h]l x < % demektir. Bunlardan |h(a)| > 3 > ||h|| ., yani (v) cikar.
(v)==(i): Bunun i¢in (i) = —(v)’1 kanitlayacagiz. U\ K nin U’da go-
receli kompakt B bilegeni bulunsun. Sonug 6.1.4’ten dolayi, her f € H(U)
icin ||f|l 5 < If|l - Dolayisiyla hi¢ bir a € B igin (v) saglanamaz! |

Bu teoremi U = C igin uygularsak asagidaki sonug gikar:

Sonug 6.1.8 K C C kompakt kiimesi icin asagrdaki savlar denktirler:
(i) Her f € H(K) fonksiyonuna K ’de polinomlarla dizgiin bi¢imde yak-
lasilabilir.
(11) C\K baglantilidar.

(iii) Her a € C\K i¢in bir p polinomu |p(a)| > || f|| x olacak bi¢imde vardur.
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Kanit. Aslinda (i)<=>(ii) denkligini 6.1.6’de gostermistik. Onermemizi dog-
rudan Teorem 6.1.7°den su iki bilgi yardimiyla kazaniriz: (1) C\K'nin bag-
lantili olmas1 C\K’'nin C’de goreceli kompakt baglantili bilegeninin olma-
masina denktir, (2) her f € H(C) fonksiyonuna polinomlarla K’de diizgiin
bicimde yaklasabiliriz. |

Simdi bir anlamda Teorem 6.1.6(ii) nin tersini de kanitlayabiliriz.

Sonug 6.1.9 K C C kompakt, S C C\K olsun. Her f € H(K) fonksi-
yonuna Cg(z) deki fonksiyonlarla K ’de dizgin bicimde yaklasabiliyorsak S
kimesi C\K 'nin her sinarle baglantily bilesenini keser.

Kanit. C\K'nin BNS # () kogulun saglayan her simirli baglantili B bilegeni
icin BN S arakesitinden bir tek nokta segerek S’nin bir 71" altkiimesini olus-
turalim. Kutup Kaydirma teoreminden dolayi, her f € H(K) fonksiyonuna
Crp(z)’deki fonksiyonlarla K’de diizgiin bi¢imde yaklagabiliriz. Bu durumda
U := C\T bir agk kiimedir ve K C U. Cp(z) C H(U) oldugundan Te-
orem 6.1.7(iv) gecerlidir. Dolayisiyla ayn1 teoremin (ii)’si gecerlidir. Oyleyse
C\ K’nin her smirh bilegeni 7 = C\U’yu keser, boylece S’yi de keser. |

Teorem 6.1.10 (Agik Kiimeler icin Runge Teoremi) U C C agik
olsun.

(i) Polinomlarn H(U) da yogun olmast i¢in gerek ve yeter kosul C\U "nun
swnarly baglantily bileseninin olmamasidir.

(ii) C\U kiimesi baglantil olmasin ve S C C kiimesi verilsin. S kiimesinin,
C\U "nun hi¢bir sinwrly baglantily bileseni ile arakesiti bos olmasin. Bu
durumda Cg(z) ailesi H(U) da yogundur.

Kanit. U'yu tiiketen bir (K,) kompakt kiimeler dizisini KA I Onerme
5.2.33’te oldugu gibi secelim. Bu durumda, her n € N i¢in K,, C ID(nH,
U = J K,, ve C\ K, 'nin her sinirli baglantili bilegeni C\U’nun bir sinirh bag-
lantili bilegenini igerir. K kompakt ve K C U ise, her n > ng i¢in K C K,
olacak bicimde bir ngy vardir.

Simdi bir A fonksiyon ailesinin H(U)’da yogun oldugunu gostermek is-
tiyorsak f € H(U) ve € > 0 keyfi verildiginde p(f, g) < € olacak bigimde bir
g € A’'nin varhigini kanitlamaliyiz. f ve € verilsinler ve K C U kompakt kii-
mesi ve § > 0 sayis1 KA T Onerme 3.4.3(i)’deki gibi secilsinler. Bu durumda,
||f — gllx < 9 olacak bi¢imde bir g bulmak yeterlidir.

(1)(1) C\U’nun simrh baglantili bilegeni olmasin. f € H(U) ve e > 0 keyfi
verilsin; K ve § > 0 yukaridaki gibi segilsinler. n dogal sayisim K C K, ola-
cak bi¢imde se¢elim. Bu durumda C\ K,,’nin de bir sinirhi baglantili bilegeni
yoktur; boylelikle (6.1.6)’dan dolay1 polinomlar H(K,)’de yogundur. Dola-
yisiyla bir g polinomu [|f — gl < [|f — gllg, < d olacak bigimde vardir.
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(1)(2) C\U’nun bir B smirh baglantili bileseni olsun. a € B ve f(z) :=
(z — a)~! olsun. Elbette f € H(U). f'nin H(U)da polinomlarm limiti ola-
mayacagl tipki (6.1.5)(iii) gibi kanitlanir.

(i1) f,e, K,d ve Kp'ler (i)(1)'deki gibi olsunlar. C\ K, nin bir B bag-
lantili sinirh bilegeni varsa bu, C\U’nun bir C' simirli baglantihi bilesenini
icerir. Kosulumuzdan 6tiirii S N C # 0, dolayisiyla S N B # (), ve B agk
oldugundan ise S N B # () olur. Boylelikle S’nin C\ K,,’nin her sinirh bag-
lantili bilegeni ile arakesiti bogtan farkli olur. Teorem 6.1.6(ii)’den dolay:
Cs(z) ailesi H(K,,) de yogundur. Dolayisiyla bir g € Cg(z) i¢in || f — gl <
T Y .

Sonug 6.1.11 U; C Uy C C ve Uy, Us kiimeleri agik olsunlar. C\Uy in her
baglantile bileseni C\Us 'yi kesiyorsa, H(Us) ailesi H(Uy) de yogundur.

Kanit. C\Uy’in her bir baglantili bileseninden bir nokta segerek E kiime-
sini olugturalim. Teoremimizden Cg(z), H(U;) de yogundur. Her bir a € E
noktasini, kendisini igeren bilegende bir @’ € C\Us noktasima baglayahm ve
boylece E’ kiimesini olugturalim. Teorem 6.1.5’ten dolay1 Cg/(z), H(Uy) de
yogundur. Sonugta, Cg/(2)|Uz C H(Uz) oldugundan H(Usz), H(U;) de yo-
gundur. |

Simdi su soruyu soralim: K C C kompakt ise, hangi f : K — C fonksi-
yonlari i¢in p, = f olacak big¢imde (p,,) polinom dizileri vardir? Béyle bir

S

f i¢in zorunlu olarak f € C(K) N H(K) olur. Asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem (Mergelyan) K C C kompakt ve C\K baglantily olsun. Her f €
C(K)Q’H(K) fonksiyonu i¢in bir (p,) polinom dizisi p, N f olacak bi¢imde
vardwr (bkz. [30]).

Ornek 6.1.12. Runge teoremlerinden beklenmedik sonuclar elde edilir. Bir rnekle ye-
tinelim: Oyle bir (pr) polinom dizisi bulunuz ki C’de yakinsak olsun ve her z € H i¢in
limpn(z) =1, her z € H™ i¢in lim p,(z) = —1 ve her z € R iginse lim p,(z) = 0 olsun. Bu-
rada H = {z|Imz > 0} ve H™ = {z|Imz < 0} oldugunu amimsatalim. Simdi f : C — C
fonksiyonu, her z € H i¢in f(z) = 1, her z € H™ igin f(z) = —1 ve her z € R iginse
f(x) = 0 olarak tamimlansin. Her 2 < n € N igin

_ 1
Ky = Dn(0)\ {z €Cl|0 < Imz| < E} s o= fIK, ve
Up=dzeC/mz> 2 ulzec)mzel < 5
o n?2 2n?
olsun. U, acik kiimesinin ii¢ baglantih bileseni vardir; iist yaridiizleme diigsen bir U,"
bilegeni, bunun U,; ile gosterecegimiz z-eksenine gore simetrigi ve z-eksenini iceren bir

Uno yatay seridi. f fonksiyonu bu bilegenlerin her birinde sabit oldugundan f|U € H(U)
olur. K,, C U, oldugundan, f, € H(K,) olur. Son olarak C\ K, nin baglantili oldugunu
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belirtelim. Teorem 6.1.6’dan dolay1 polinomlar H(K)’de yogundur. Dolayisiyla, her n > 2

dogal sayisi i¢in bir p, polinomu || f. —pn||Kn < % olacak bi¢cimde bulunabilir. C =

U, 52 Kn oldugundan, (pn)n>2 dizisi isimizi goriir.

Simdi bu baglamda, ¢ok degigskenli kompleks fonksiyonlar kuraminda
daha da 6nemli olan birkag kavramla tanigacagiz. Bunlarla ilgili temel birkag
gergegi problem olarak soracagiz. C’de U agik ve K kompakt kiimeleri ve-
rilsin ve K C U olsun. U\ K nin, U’da goreceli kompakt bilegenlerinin ailesi
{Bi}icr olsun. Ky = KU,;¢; B; kilmesine K'nin U’daki holomorf ortiisii
denir. K = Ky ise, K kompakt kiimesi U’da holomorfkonvekstir denir.
U = C durumunda K¢ yerine kisaca K yazilir. Ornegin Sekil 6.1’deki U ve
K igin Ky =KU Q1; bir anlamda KU, K ile K’deki deliklerin birlegimidir.

Problemler

Problem 6.1.1 K := {z € C|1 < |z] < 2}, ve f(z) = 1/z olsun; f €
H(D3). Hig bir g € H(Dj3) icin || f — g|| ;¢ < % olamayacagini gdsteriniz.

Problem 6.1.2 K C C kompakt, U C C agk ve K C U olsun. B ise
C\U’nun bir baglantili bileseni ve B C U olsun. Bu kosullarda, her a € B
noktasi i¢in bir v gezisi, baglangi¢ noktas1 a ve QU daki bitig noktas1 diginda
tiimiyle B’de olacak bi¢cimde bulunabilir.

Problem 6.1.3 Bir K C C kompakt kiimesi igin C\ K nin sinirh baglantih
bilegenlerinin sonsuz tane olabilecegini 6rnekleyiniz.

Problem 6.1.4 C’de U,V acik kiimeleri verilsin; V. C U ve OV NU = 0
olsun. H, U'nun bir baglantih bilegeni ve H NV # ) ise, H C V oldugunu

gosteriniz.

Problem 6.1.5 K C C kompakt ve C\K baglantili olsun. Her f € H(K)
i¢in bir (p,,) polinomlar dizisi p, i f olacak bi¢imde bulunabilir.

Problem 6.1.6 K C C kompakt, v € G*(C\K) ve f : 7 — C siirekli olsun.

o) [ Mac secy
2l

ile tamimlanan g fonksiyonuna,

m
Ck;
E , Clye-sem €Cvewy, ..., wy €7
k_lz—wk -
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tipinde rasyonel fonksiyonlarla, K’de diizgiin bigimde yaklagabilecegimizi
gosteriniz.

Problem 6.1.7 a ve b noktalar1 C\K'nin farkli bilegenlerinde segilirse
6.1.5(i)’in gegerliligini yitirecegini 6rnekleyiniz. Ipucu: K = 0D almz.

Problem 6.1.8 Runge Teoremi’'nden yararlanarak bir (p,) C C[z] dizisini,
Vz ¢ C\R (limp,(z) =0) ve Vz € R (limp,(z) = 1)
olacak bicimde bulunuz.

Problem 6.1.9 Runge Teoremi’'nden yararlanarak bir (p,) C C[z] dizisini,
prn(0) =0 ve her z € C* igin lim p,,(z) = 1 olacak bi¢imde bulunuz.

Problem 6.1.10 (a) Her n € N* i¢in ay,, b, € R sayilarn 0 < b, < a,, < n
olacak bicimde secilsinler. Bir p,, polinomunun

>n, z2€Dve Imz = by,
|pn(2)] e
<1/n, z€Dve Imz<0veya Imz>a,

olacak bicimde bulunabilecegini kanitlayiniz.

(b) Bir (py,) polinom dizisini, her z € C igin lim p,,(2) = 0 olacak bi¢imde
bulunuz, dyle ki (p,) dizisi C\R’de kompakt diizgiin yakinsak, ancak her
xg € R’nin higbir komsulugunda diizgiin yakinsak olmasin.

(c) Bir (py) polinom dizisini, her z € C\R i¢in limp,,(2) = 1 ve her z € R
icin lim p,, (2) = 0 olacak bicimde bulunuz.

Problem 6.1.11 U C C basit baglantil, f € H(U) ve v € GL(U) ise,
f7 f =0 oldugunu Runge Teoremleri iizerinden kanitlayiniz.

Problem 6.1.12 U C C agik kiimesindeki her kompakt K igin Ky'nun da
kompakt oldugunu gosteriniz.

Problem 6.1.13 U C C acgik kiimesindeki her kompakt K igin
Ky ={z € UNz €U :|f(2)] < |fllx}

oldugunu kanitlayiniz.

Prol?lem 6.1.14 U C C agik kiimesindeki her kompakt K igin
(a) Ky C con(U)(=U"nun konveks ortiisii) ve
(b) C\Ky’'nun sonlu sayida baglantili bilegeni oldugunu gosteriniz.
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Problem 6.1.15 U C C agk kiimesinde bir K kompakt kiimesi verilsin.
Her f € H(K)nin K'de, bir (f,) C H(U) dizisinin diizgiin limitinin olmasi
icin gerek ve yeter kosul K = Ky olmasidir; kamitlayiniz.

6.2 Mittag-Leffler Teoremi

Eger R € M(C), C’deki kutup yerleri aq,...,a, ve oradaki Laurent a¢ilim-
larinin esas kisimlari gi, ..., g, olan bir rasyonel fonksiyonsa, KA I Ornek
3.9.7(2)de gosterdigimiz gibi, bir p € C[z] polinomu ile R = > | g; +p. Bu
gbsterim gercel analizde rasyonel fonksiyonlarin integrallerini hesaplarken
bagvurdugumuz kesirlere ayirmadan bagka bir gsey degildir. g; esas kisim-
larinin ise, p;’ler sabit terimleri olmayan polinomlar olmak {izere g;(z) =

Di ( sz ai) tipinde oldugunu biliyoruz.

Bu kisimda, bir a € C noktasindaki bir g, esas kismmdan hep ¢,(z) =
Y n>1 Can2™ bir tam fonksiyon olmak {izere,

1 Can n
ga(z) = ta( ) = Z _7a)n = Z ba,n(z - a) ) ba,n = Cq,—n

zZ—a z
n>1 ( n<0

tipindeki esas kisimlar anlagilacaktir.

Simdi C’de bir sonlu A = {ay,...,a,} kiimesi ve bir f € H(C\A) fonk-
siyonu verilsin. f fonksiyonunun bu noktalardaki esas kisimlari gi,..., gn
olsun. Her a; noktasi f’'nin ya bir kutup yeri ya da bir esash tekil noktasi
olsun. Bu durumda g := """ | g; € H(C\A) ve ¢g'nin ay,. .., a,’lerdeki esas
kisimlari gg, . . ., g, ’dir. Dolayisiyla C\ A’da f — g holomorftur ve a;’lerin bir
Dy (a;) komsuluklarmda smirli oldugundan, oralara da holomorf genisleti-
lebilir. O halde f — g fonksiyonu C’de holomorf bir h fonksiyonuna genig-
letilebilir. Sonugta C’de tekil noktalar: aq,...,a, ve oradaki esas kisimlar:
g1, -, gn olan H(C\A) daki tim fonksiyonlarimiz Y ;- gi + h, h € H(C)
fonksiyonlaridur.

Simdi U C C kiimesi agik ve A C U ise U’da yerel sonlu olsun. Her
a € A igin bir g, esas kismi verilsin. Bu durumda {(a,g,)|a € A}'ya U’da
bir ML-dagilimi diyelim?3. Ayrica, her a € A i¢in g,'min a’da bir kutup yeri
varsa, yani yukaridaki seride sadece sonlu sayidaki ¢, ,, katsayis1 0’dan farklh
ise, bu dagilma bir meromorf ML-dagilimi diyelim. f € H(U\A) ve her
a € Anoktasinda f'nin ya bir kutup yeri ya da bir esash tekil noktalar: varsa,
f ile f'nin esas kismim gosterirsek, ML(f) := {(a, f, ) |a € A} bir ML-
dagilmudir. ML(f) = {(a,ga) |a € A} kosulunu saglayan her f € H(U\A)

3ML, Mittag-LefHler icin bir kisaltma olarak secilmistir.
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fonksiyonuna {(a, g,) |a € A} dagilimin bir ¢6ziimii denir. Yukaridaki ir-
delemelerle, f € H(U\A) fonksiyonu {(a, g,) | @ € A} dagiliminm bir ¢6ziimii
ise, bu dagilimm tiim ¢oziimlerinin f + h, h € H(U) fonksiyonlar1 oldugu
goriiliir. Bu durumda f+h € M(U) olmas: i¢in gerek ve yeter kogul, her bir

go’nin a noktasinda bir kutup yeri olmasidir; bu ise m, € N* olmak tizere

bir pa(2) = Y10 cqx2® polinomu ile gq(2) = pa (zia> olmasi demektir.

Eger A bir sonlu kiime ise, g := > .4 9o fonksiyonu ML-dagilimimm
bir ¢ozlimiidiir. A kiimesi sonsuz olsun. A yerel sonlu oldugundan sayilabilir
sonsuzdur; 6gelerini (a,,) olarak siralayalim. Yalinlik agisindan g,,, yerine g,
yazalim. Ilk akla gelen 3 g, serisinin ML-dagiliminin bir ¢6ziimii olup olma-
digin1 aragtirmaktir. Ancak 6nce bu serinin yakinsakligindan ne anlayacagiz,
netlestirelim. KA I Altkisim 3.9.3’te Kutup Kosulu kavramimi verip, ardin-
dan meromorf fonksiyon serileri i¢in yakinsaklik tanimlar: vermistik. Simdi
esash tekilliklere izin verdigimiz durumda da o tanimlar buraya aktarilir;
teoremler de limit fonksiyonun meromorflugundan vazge¢mek koguluyla ge-
gerli kalirlar. Her K C U kompakt altkiimesi i¢cin A N K sonlu oldugundan,
bir nx € N sayisi, her n > ng i¢in a,, ¢ K, dd. g, € H(K) olacak bigimde
bulunabilir. Bu durumda ZnZnK gr, serisinin K’de herhangi bir tiirden, 61-
negin diizgiin, mutlak, normsal yakinsakligindan bahsedebiliriz. ZnZnK In
serisi K’de diizgiin, mutlak, normsal yakinsaksa ) - gn serisi K de diizgiin,
mutlak, normsal yakinsaktir denir. >, - g serisi her kompakt K C U icin
K'de diizgiin, mutlak, normsal yakinsak ise, Ym0 9n serisi U’da diizgiin,
mutlak, normsal yakinsaktir denir. ML-dagilimimiza iligkin Y >0 Yn serisi-
nin U’da herhangi bir tiirden yakinsak olmasi gerekmez! Mittag-Leffler’in
stratejisi sudur: Uygun segilen h,, € H(U) fonksiyonlar ile » (g, — hy,) seri-
sinin yakinsakligini saglamaktir; o zaman bu toplam ML-dagilimimizin bir
¢Ozliimiidiir.

Ornegin 7 cot w2z fonksiyonu C’de meromorftur ve yalnizca n € Z nokta-
larinda birinci dereceden kutup yerleri vardir ve n’deki Laurent aciliminin

1

esas kismi g,,(2) = = dir. 32,5 L ve elbette D on>1 Hin serileri, dolayi-

siyla S0 L serisi yakinsak degildirler; yine de biz KA I Ornek 4.4.6'da

n=—o z—n
—+oco
1 1 1
t = — E —
Tcotmz Z+ (zn+n>

n=-—00, n#0

oldugunu gosterdik. Bu ifadeye 7 cot mz fonksiyonunun kesirlere parcalanig
olarak bakabiliriz. Bu 6rnekte hy(z) = —% sabit fonksiyonlar: igimizi gor-
mistir.

Ozel olarak U = C durumuna yakindan bakalim. A kiimesi C’de yerel
sonlu bir sonsuz kiime olsun. 0 € A ise ag = 0 olmak iizere A’nin 6gelerini 0 <
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la1] < lag| < --- olarak siralayalim. A kiimesi C’de yerel sonlu oldugundan
lim a,, = oo olmak zorundadir.

Teorem 6.2.1 (Mittag-Leffler Teoremi) C’deki her {(a,g,)|a € A}
ML-dagilimanin ¢ozimleri vardur. A sonsuz ve dgeleri 0 < |ay| < |ag| < ---
olarak siralandiginda, 0 € A ise ag := 0 alnacaktir, P, polinomlar:

F(2) = g0(2) + Y _(gn(2) = Pu(2)) (6.4)

n>1

serisi C’de bir f € H(C\A) fonksiyonuna normsal yakinsak olacak bigimde
bulunabilir. f fonksiyonu ML- dagilimimizin bir ¢ozimaidir. Eger z = 0
noktasy f’nin bir tekil yeri degilse bu géosterimde go(z) olmayacaktir. ML-
dagilimimazin tim ¢ézimleri ise, h € H(C) olmak tzere f + h fonksiyonla-
ridar.

Kanit. n > 1 i¢in ry, := |a,|/2 olsun ve €, > 0 pozitif sayilar1 )" -, e,
serisi yakinsak olacak bicimde secilsinler. n > 1 olmak {izere a,,’deki g, esas
kismi Da,, (0) dairesinde holomorf oldugundan, orada normsal yakinsak bir
Y om0 Cnym2" kuvvet serisine agilabilir. K, := D,.,(0) olmak {izere bir k,

dogal sayist
kn

m
9n — E Cnm~

m=0

< éen
Kn

olacak bigimde secilebilir. P,(z) := ZZL:O cnmz™ olsun. Acikca K, C K41
ve (K,,) kompakt kiimeler dizisi C’yi tiiketir. Dolayisiyla f,, := g, — P, olmak
tizere, ), <, fn serisi Weierstrass M -Olgiitiinden dolay1 C\ A’da holomorf bir
f* fonksiyonuna kompakt normsal yakinsaktir. Her n > 1 icin f*'in a,,’deki
esas kismi g, dir. Gergekten de h, = Zkzl,k;ﬁn fx fonksiyonu a,’de holo-
morftur; diger yandan F,, de bir polinom olarak a,’de holomorftur. Béylece
f = (hn — Py) + gn oldugundan, f’nin a,’deki esas kismi g, dir.

Eger 0 ¢ A ise f := f* fonksiyonu, yok eger 0 € A ise f := go + f*
fonksiyonu ML-dagilimimizin bir ¢dziimiidiir. Daha 6nce tartigildigi gibi tiim
¢oziimler h € H(C) olmak tizere f + h fonksiyonlaridir. [ |

Teorem 6.2.2 (Kesirlere Ayirma) Her f € M(C) fonksiyonuna karsi-
Lk bir (r,) C C(z2) rasyonel fonksiyonlar dizisi, Y 1y serisi C’de normsal
yakinsak ve f =Y 1, olacak bigimde bulunabilir.

Kanit. Her a € Py i¢in f'nin a noktasindaki Laurent serisinin esas kismi
ga olsun. g, € C(z) oldugundan, Py sonlu ise ) . p; Ya Igimizi goriir. Py
sonsuz ise, P, € C[z] polinomlar1 (6.2.1)’deki gibi secilsinler. ro = go ve
rn = gn — P, rasyonel fonksiyonlar: igimizi gortir. |
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Teorem 6.2.3 Her a¢ik ) # U C C kiimesinde her meromorf ML-dagl-
mnan ¢ozumi vardar.

Kanit. U = C durumunu (6.2.1)’de kanitladik. Simdi U C C olsun. U’da
{(a,gq) |a € A} ML-dagilim verilsin.

A sonlu ise kamitlanacak bir sey yoktur. Simdi A sonsuz olsun. A’nin
Ogelerini herhangi bir bigimde a;, ag, ... olarak siralayalim. Yine g,, yerine
yalin olarak g, yazalim. A kiimesi U’da yerel sonlu oldugundan, bir (b,) C
U dizisi lim |b, — a,,| = 0 olacak bigimde segilebilir. €, > 0 pozitif sayilari
> n>1 En serisi yakinsak olacak bi¢imde segilsinler. 7, := d(by,, ay) olsun. Her
n € Nigin g,, € H(C\{a,}) oldugundan, g, fonksiyonu H,, := H (by; ry, +00)
halkasinda ) < ¢pm(z — by,)™™ gibi bir Laurent serisine acilabilir ve bu
seri H, halkasinda kompakt normsal yakinsaktir. Bu seri ozellikle K,, :=
C\ Dy, (b,) C H,'de normsal yakimsaktir (bkz. KA I Teorem 1.6.5). g :=
Zﬁlzl Cnm(z — by)”™ olmak itizere my, sayismi ||gn — ¢m, || K, < &n olacak
bicimde secelim.

Simdi fp, := ¢gn — ¢m, olsun. Elbette f, € H(C\{an,bn}), ozellikle
fn € H({U\{a,}) € H(U\A). Bir K C U kompakt kiimesi keyfi veril-
sin. g := d(K,0U) > 0 ve limr, = 0 oldugundan bir ng dogal sa-
yisi, her n > ng icin K C K, olacak bicimde bulunabilir. Bu durumda
Y nsng 1l = 2 2n>n, €n toplami sonlu olur. Dolaywsiyla f := - -, fn
serisi U agik kiimesinde normsal yakmsaktir. f € H(U\A) ve her a, € A
noktasinda, esas kismi g, olan bir tekillige sahiptir.

Ikinci kamat: U’yu tiiketen bir (K,,) kompakt kiimeler dizisini KA I
Onerme 5.2.33’teki gibi secelim.

Q)= > wl&= Y e (Zia>

a€AN(Kn\Kn—1) a€AN(Kn\Kn—1)

olsun. A yerel sonlu oldugundan bu toplam sonludur. Ayrica, p,’lar sa-
bit terimi sifir olan polinomlar oldugundan @, € H(K,—1) olur. Runge
Teoremi (iii)’ten, kutup noktalar1 C\U’da olan bir g, rasyonel fonksiyonu
[@n — qullg, _, < 27" olacak bigimde segilebilir. Dolayisiyla

+o00
f(2) = Qu(z) + D (Qul(2) — n(2))
n=2

fonksiyonu ML-dagilimimizin bir ¢oztimiidiir. ]

Teorem 6.2.1’in bir 6zel durumuna, her ¢’nin bir basit kutup yeri oldugu
duruma yakidan bakalim. Kutup noktalarimiz |ag| < |a1] < |ag] < ---
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olarak siralanmiglar olsunlar. Bu durumda n > 1 i¢in |a,| > 0 olur. ML-
dagilimimizin g, esas kisimlari
Cn

= , m=0,1,2,...
gn(2) z—an, n

olarak verilmis olsunlar. Once basit bir bagmnti: [w| < 1 icin

n

1 1 +o0 n—1 +o0 n—1 w
TR ML ST R SR
w w v=0 v=0 pn=0 v=0 w

oldugundan, |w| < 1 i¢in Qp(w) := — Zﬁ;é w” olmak tizere
1 1 i, w™ w"
_ - V= _ = 6.5
wo1 @) 71+Zw l-w w-1 (6:5)

n > 1ise, her z € Dy, ((0) i¢in [ =] < 1 oldugundan,

+oo v
. _ __an<2>
2 —ap a, (1_0%) an “= \ an

n

an v=0

Qu(z) 1= — & Ykl (ﬁ)y olmak tizere (6.5) ile g, (z) — Qn(z) ifadesi

gn(2) = Qulz) = =" (i)kn - <Z>k” (6.6)

an 1 — i zZ— ap \ ap
seklini alir. Bu esitlik bize (6.2.1) ile agagidaki sonucu verir:

Sonug 6.2.4 C’de yerel sonlu, ancak sayplabilir sonsuz A kiimesinin dgeleri
lap] < |a1| < |ag| < -+ olarak swralanmaglar olsunlar. Her a,’de birinci
dereceden bir kutup yeri ve oradaki kalani ¢, olan f € M (C) meromorf
fonksiyonlar: uygun secilmis ky, € N dogal sayilar: ile

o = Cn 2\
f@) =2+ <a> +h(z), heH(C) (6.7)
n—1 n n

fonksiyonlaridar.

Elbette k,’lerin secimi ¢, ve a,’lere baghdir. Ornegin A = 7Z olsun ve

her n € Aigin g, (2) = Zin olarak verilsin. Biz bir yandan ), ., g, serisinin
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yakinsak olmadigim biliyoruz, diger yandan simdiden, yalnizca n € Z nokta-
larinda esas kismi g,,(2) = - 1n de meromorf bir fonksiyon taniyoruz:
meot w2z (bkz. KA T Ornek 4.4.6). Bu fonksiyon icin KA I'deki (4.61) esitli-
ginde verdigimiz formiile teorem 6.2.1 bizi gétiiremez mi? n # 0 i¢in |z| < n
olmak iizere

) 1 1 1 1 1/z N 22 N
gn z—n nl-—2=2 n n\n n?
agilimda P, (z) = —1, dd. k, = 0 alirsak
+o0 2 2
1 1 z Z\V z 1 z
—P.(2) = oz (7) __= -
gn(2) = Fa() ——n n? = \n n?l—=2 n(n — z)

elde ederiz. g,’nin seri acihmindaki ilk terim bizi KA I Ornek 4.4.6’daki
esitlige gotiiriir.

Lemma 6.2.5 (ap)p>1 C C¥, lim|a,| = 400 olsun. Her r > 0 igin

SE

n>1

z

Gn

serisi D,.(0) da normsal yakinsak olacak bigimde (ky)n>1 C N dizileri vardar;
ornegin k, = n isimizi gorur.

Kanit. n, € N dogal sayisi, her n > n, i¢in |a,| > 2r olacak bigimde segilsin.
Savimiz dogrudan, her n > n, ve her z € D, (0) igin

" T\ 1
<) -3
2r 2n

esitsizliginden cikar. |

zk"

Qn

z

an

(6.7) esitliginde bir m € N* ile, her n i¢in k, = m durumuna bakalim:

Sonug 6.2.6 C’de yerel sonlu, ancak saylabilir sonsuz A kiimesinin dgeleri
lag] < |ai| < lag| < -+ olarak siralanmaslar olsunlar. (c¢,) C C ve bir m

dogal sayist ile
|cil
Z |a; |m+1 (6.8)
ise, (6.7) esitliginde tim ky, ler m alinabilir, dd.

+oo m
_ & Cn Z
= - +n§:1z—an <an> + h(z), h € H(C)

fonksiyonlary a,, noktalarinda birinci dereceden kutup yerleri olup oradaki
kalanlar ¢, olan C’de meromorf fonksiyonlarin ailesidir.
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Kanit. [w| <  i¢in |1 — w| > 1 — |w| > 3 oldugundan,

1 2

m
'w' < 2fw|™, |w| < +. (6.9)
—w
K C C kompakt kiimesi keyfi verilsin. » > 0 sayist K C D,(0) olacak
bicimde segilsin. lima,, = oo oldugundan bir n, dogal sayisi, her n > n,
i¢in |ay,| > 2r olacak bic¢imde segilebilir. Bu durumda, her z € D,.(0) ve her
n > n, i¢in |z/a,| < 1/2 saglamir. Dolayisiyla bu z ve n’ler i¢in w := z/a,
olmak tizere (6.9) esitliginden

m m
e (2" Z|ie e |
zZ—ap \ ap ap 1l —w

elde ederiz. (6.8) bagmtisindan dolay: terimleri

cn 2™ ey

an
2r™|cp |

|a"|m+1

m
tir; o halde ) L (i> serisi D,.(0)’da, ve haydi haydi K’de normsal

Nn=Nyr z—an \ an

olan seri de yakinsak-

yakinsaktir. [}

Ornek 6.2.7. KA I Ornek 3.9.27°deki meromorf fonksiyon serilerini uygun Mittag-Leffler
dagilimlarinin ¢oziimleri olarak gérmeyi okura birakiyoruz.

Ornek 6.2.8. Her n € N igin a, := n ve gu(z) = —— olmak iizere {(n,gn)|n €
N} ML-dagihm verilsin. Bu dagilim i¢in Teorem 6.2.1’deki P,, polinomlarimi P,(z) =
0 olarak segebilecegimizi, dd. ) ., gn meromorf fonksiyonlar serisinin C’de kompakt
diizgiin yakinsak oldugunu gosterecegiz. Her n > 1 igin €, := n% segelim; elbette Y o, €n
yakisaktir. K C C kompakt kiimesi keyfi verilsin. K bir D, (0) dairesine diiger. no dogal
sayisini, her n > ng icin n? > 2r olacak bicimde secelim. Her z € K ve her n > ng i¢in*

1 1 1 <3:En.

90 (2)] =

= <

|z—n2| —n2—|z| “ nZ—-1r —
Dolaywsiyla 37, -, [|gn| x serisi yakinsaktir; béylece 3_ gn serimiz C’de kompakt normsal
yakinsaktir, haydi haydi C’de kompakt diizgiin yakinsaktir.

Ornek 6.2.9.[Weierstrass’in p fonksiyonu| wi,ws € C* sayilar1 R-dogrusal bagimsiz
ve Q = Zw + Zws olsun (bkz. KA I Ornek 1.5.16). p, q € Z igin wpq := pw1 + qwa olmak

lizere goo(2) = 25 ve gpg(2) := (z—uipq)? olsun. Bu durumda {(wpq, gpq) | wpq € 2}, C'de

bir meromorf ML-dagilimudir. Biz KA T Ornek 1.5.16°da
1 1 1
(p.a)€Z2\{0} - P“

fonksiyonunun bu dagilimin bir ¢6ziimii oldugunu gosterdik. Burada Teorem 6.2.1’deki
yontemi uygulasaydik w%’ye nasil ulagacagimizi gorelim: wpq # 0 olmak iizere g,q asal
rq

4n222r:>2n2—2r21"2:>2(n2—r)2n2:>n%> L

Z 2,
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kismi D), | (0) agik dairesinde holomorftur. Yine bu dairedeki

2
1 1 1 1 2 z
_— = —— 1+—+(—> + ... (6.11)
Z — Wpq Wpq 1 — Wpg Wpq Wpq Wpq
agilimindan yola gikarak; ister (6.11) esitliginde her iki tarafta da terim terim tiirev alarak,
istersek seri carpimlarindan yola gikarak ayni agik dairede

1 1 2

7:7+72’+.
(2 — wpq)? w;%q w;?;q

esitligine ulagiriz. Demek ki biz KA I Ornek 1.5.16’da yakinsalig saglayan terimler olarak
bu agilimin ilk teriminin alinabilecegini, dd. Ppq(2) = w% alimabilecegini gostermig olduk.
prq

Ornek 6.2.10. f (2) = Sm;i(m) fonksiyonunun kesirlere parcalaniginin
2 foo
T 1
— = — 6.12
sin?(7z) n;oo (z —n)? (6-12)

oldugunu gosterecegiz. Biz bunu aslinda bir baska baglamda KA I Ornek 4.4.5 (2)'de
kanitladik. Diger yandan, KA T Ornek 4.4.6’da,

1 = 1 1
meotmz ==+ + =
0 ¥ z (Z—’I’L 71)

n=—o00, n#0

oldugunu kanitladik. Ayrica KA I Ornek 3.9.27 (1)’de bu serinin C’de kompakt normsal
yakimsak oldugunu gérdiik. Dolayisiyla bir yandan (cot z)’ = —(sin z) ™2 oldugunu, diger
yandan ise yukaridaki seride terim terim tiirev alabilecegimizi géz 6niinde tutarsak yine
(6.12) esitligine ulagiriz. Simdi bu bilgiler elimizde olmasaydi Mittag-Leffler Teoremi’nden
(6.12) esitligini nasil gikaracagimizi gorelim:

y z
1
m T 1 n
R
-1
Sekil 6.2

f fonksiyonunun yalnizca her n € Z noktasinda esas kismi g, (2) = ﬁ olan kutup

yerleri vardir. ::’700 gn serisinin C’de kompakt normsal yakinsak oldugunu KA I Ornek

3.9.27 (1)’deki gibi gosteririz. Dolayisiyla (6.2.1)’de tiim P, = 0 olmak tizere bir h € H(C)
ile

w2 = 1 ™=

T, Z G=np? +h(z) = Z gn(2) + h(2) =: g(2) + h(2)

n=-—oo n=-—o00
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olur. Geriye h = 0 oldugunu kanitlamak kaliyor. f’nin periyodu 1’dir; Z + 1 = Z oldugun-
dan, her z € C i¢in g(z + 1) = g(2). Sonugta h = g — f fonksiyonunun periyodu 1’dir. Bu
nedenle, So1 := {z = v+ iy|0 < z < 1} seridinde h’nin smirh oldugunu gésterirsek h
fonksiyonu C’de sinirli, dolayisiyla Liouville Teoremi'nden dolay1 sabit olur, dd. bir ¢ € C
ile h = ¢. Ayrica ¢ = 0 oldugu kanitlanirsa igimiz biter. h € H(C) oldugundan, her seyden
dnce h fonksiyonu R := [0, 1] x [—1, 1] dikdértgeninde smirlidir. h’nin So,1 seridinde sinirh
oldugunu gfjrmek icin f ve g fonksiyonlarinin So,1\R’de simirl oldugunu gostermek yeter-
lidir. sin7z = 5; L (¢'™ —e7"™=)’den yola cikarak basit bir hesaplamayla z = x4iy € So.1\R
igin
}sin2 Tz| = i (€™ +e ™) — % cos 2mx

oldugu kolayca goriiliir. 2’e gore diizgiin bigimde lim|y| 4 ’sin2 7TZ‘ = +o00 oldugundan,
limy|5 400 | f(2)| = 0 olur. Dolayisiyla f fonksiyonu So,1 seridinde simrhdar.

Simdi g’nin de So,1\R’de sinirl oldugunu ve lim|y| 400 g(2) = 0 oldugunu gérelim:
Bir dik ticgende hipotentis, dik kenarlarin her birinden uzun oldugundan, onlarin aritmetik
ortalamalarindan da uzundur. Bu nedenle, her z = = + iy € So,1\R icin

VneN": |z—-n| >3 [|y|+(n*x)]2 [|y|+(n*1)]
Vm e -N: |z —m| 23 [|y|+(|m|+$)]2 (|y|+\m|)

dolayisiyla, her z = = + iy € So,1\R igin

400 —+o0

1 1
9 <4 TR T T

82 CEAT: Z

Boylece g fonksiyonu da So1\R’de smirhdir; orada iki siirh fonksiyonun farki olarak
Wde smurl olur. Daha 6nce h’nin R’de sinirli oldugunu belirtmigtik. Sonugta h € H(C)
bir siirh fonksiyon olarak sabittir, dd. bir ¢ € C ile h = c. Yukaridaki esitsizlikten z € So 1
ve |z| > N i¢in

“+oo

|<SZ N+|| Z — Nosrtoo 0.

f’de oldugu gibi limy| 4o g(2z ) = 0 oldugundan, ¢ = lim,|_, ;o h(z) = 0 olur.

Her n € Z noktasinda birinci dereceden kutup yeri ve o noktalarda kalanlar1 1 olan f €
M(C) meromorf fonksiyonlarini arayalim. Z*in gelerini herhangi bir bigimde (an)n>1
olarak siralayalim ve n > 1 igin ¢, = 1 alahm. Bu durumda (6.8)’deki seri m = 1 igin

D
las "+ = a|?

yakinsak oldugundan, aradigumiz f fonksiyonlar: h € H(C) olmak iizere

—+oo

1
:Qzﬁ

n=1

—+oo

o=ty <;>l+h(z)=i++w (- L) no

n=1

Ancak a,’ler Z*1 taradig1 ve serimiz mutlak yakinsak oldugu i¢in bu

=1+ (Z_n 1>+h(z)

nez*
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demek olur. 7 cot wz fonksiyonu tam da n € Z noktalarinda kalanlar: 1 olmak tizere birinci
dereceden kutup yerleri oldugu igin bdyle bir ifadeye sahip olmalidir. Gergekten de biz
Kotanjant Teoremi’nde h(z) = 0 ile

7rc0t7rz—f+z<27n 1)

nezL*

oldugunu kanitlamigtik.

Problemler

Problem 6.2.1 C’de yerel sonlu, ancak sayilabilir sonsuz A kiimesinin
ogeleri |ag| < |a1] < |az] < --- olarak siralanmiglar olsunlar ve (¢,) C C
olsun. (ky)n>1 C N dizisi kesin artan ve bir M > 0 sayisi

Vn > licin ¥

Gn

<M (6.13)

olacak bi¢imde bulunabiliyorsa, {(an, P ) |neN } ML-dagiliminin C’deki

tiim ¢oztimleri (6.7) esitligi ile verildigini gosteriniz.

Problem 6.2.2 Asgagida C’deki ML-dagilhimlarinin tiim ¢oziimlerini bulu-
nuz:

(i) {(n, 25) In € N},
(ii) {(a”,z a") |n€N*},a€Cve la| > 1,

(iii) {(\/ﬁ Z_lﬁ> \neN}.

Problem 6.2.3 Asagida C’deki ML-dagihimlarinin tiim ¢6ziimlerini bulu-
nuz:

i) {(n ) Ine v},
() {(n s+ o) Ine N,

Problem 6.2.4 Asagida C’deki ML-dagihmlarinin tiim ¢éziimlerini bulu-
nuz:

(1) {(n,9n(2)) |n € 27}, Res(gn,n) = |0,
(i) {(n,9n(2)) |n € Z}, Res(gn,n) =1,
(iii) {(n,gn(2)) |n € =N}, Res(gn,n) = 1.
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Problem 6.2.5 C’deki {(n,1/(z —n))|n € Z} ML-dagiliminmm bir ¢ozii-

munin 1 5
z
T t Z 22 _ 2

n>1
oldugunu gosteriniz.
Problem 6.2.6 .
1 1 X (-1
— 249 )
sin 7z z+ Z;z2—n2

oldugunu gosteriniz.

Problem 6.2.7

COSTTZ 22 (n—1/2)2
oldugunu gosteriniz.

Problem 6.2.8

- Z z+m

smh2 7TZ

oldugunu gosteriniz.

Problem 6.2.9 f(z) = 1/(e* — 1) fonksiyonunu C’de bir meromorf seriye
aginiz.

Problem 6.2.10 {( n, (Hn ) |n € N*} ML-dagilimmin C’deki tiim ¢o-

zimlerini bulunuz.

6.3 Sonsuz Carpimlar

(C*,-)'da ve (C,-)’da ayr1 ayr1 sonsuz ¢arpimlarin yakimsaklik tanimini vere-
cegiz. (C*,-)’da her gey beklenildigi gibidir; yapacagimiz tek sey (C,+) Ha-
usdorff topolojik grubundaki, yalnizca topolojik grup ozelliklerine dayanan
Ym0 @n serilerine iligkin kavram ve énermeleri (C*,-) Hausdorff topolojik
grubuna tagimaktir.

Tamim 6.3.1 (ap)n>0 C C*dizisi verilisin. Her n € N igin p, 1= ag - a; -

- ay, olmak tzere (pn)n>0 kismi carpwmlar dizisi bir a € C* sayisina
yakinsaksa H %0 an carpumi C*-yakinsaktur ve C*-¢arpime a’dir diyecek
ve bunu Hn 0 Gn = a olarak gosterecegiz.
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Burada terimlerimiz ve ¢arpimimiz C*’dadir, dd. sahnemiz C*’dir. Biz
:{i% an yerine bazen ano an, bazen de yalin olarak [] a,, yazacagiz. k,n €
N ve k < n olmak tizere [[,,~, an carpimini inceliyorsak py, ,’den

Pk i= Ak - Q41 - - - - Ay

anlagilacaktir. £ € N olmak {izere H:S;C an carpiminin C*-yakinsak ve C*-
carpiminin @y olmasindan, (pgpn)p>k dizisinin C*’da yakinsak ve limitinin
ay, olmasimi anlayacagiz, dd. bu 3limy, o0 prn = @ # 0 demektir. Genel
olarak kargimiza k = 0,1 durumlar c¢ikar.
Agagidaki 6nermedeki savlarimiz (C, +)’daki serilere iligkin bilgilerin + +—

- ve 0 — 1 gegigleriyle (C*,-)’da ¢arpimlara aktarilmasindan bagka bir sey
degildir:
Onerme 6.3.2 C*’da (an)n>0 ve (bp)n>0 dizileri verilsinler.

(1) 11,0 an, C*-yakinsaksa C*-carpuma tek olarak belirlidir.

(1) 11,0 an C*-yakinsak ve C*-carpimi a ise, her k € N i¢in [, 5 an de
C*-yakwmsaktir ve bu carpim ay ile gosterirsek

Han:a0~-ak_1-Han, dd. a = ag---ap_1 - ag. (6.14)

n>0 n>k

(iii) 11,,>0 an carpvme C*-yakinsaksa (an) ve (ayn) dizileri de C*-yakinsak-
tarlar ve lima, = lima, = 1.

(i) 1,55 an ve[l,>k b ler siraswyla a ve b’ye C*-yakinsaksalar [ ], <. anby
ve [~k anb;, lerde siraswyla ab ve ab~! sayilarina C*-yakinsarlar.

(v) ank an carprmanda sonlu sayrda terimin yerini degistirmek, carpiman
C*-yakwmsaklk karakterini degistirmez; ejer bu carpim C*-yakinsaksa,
C*-¢arpvman degeri degismez. Eger ayni carpimda sonlu sayida terimin
C*’da kalmak kosuluyla degerini degistirirsek, carpimin C*-yakinsaklk
karakteri yine degismez.

Okur isterse bu 6nermeyi kanitlayabilir; ancak bu kamtlar seriler igin
benzeri 6nermelerin kanitlarinin sonsuz ¢arpimlara aktarimindan bagka bir
sey olmayacaktir. Benzer bicimde asagidaki teoremi kanitlamay1 okura bira-
kiyoruz:

Teorem 6.3.3 (Cauchy Olgiitil) (a,) C C* olmak dizere [ a, ¢arpimanin
C*-yakwnsak olmas: igin gerek ve yeter kosul limy, ,— o0 z% =1, dd.

Ve>0 dn.eN Vm,neN <n5§m§n:>‘§n—1’<5>. (6.15)

olmasudar.
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Cauchy Olgiitii yalin olarak soyle de ifade edilebilir: [[a, carpiminin
C*-yakinsak olmass igin gerek ve yeter kosul limy, n—s4 00 P = 1 olmasuder.
Ozel olarak carpimimiz C*-yakinsaksa lim a,, = lim Pnn = 1 olur.

Ornek 6.3.4. Bir ka¢ 6rnekle bazi noktalara dikkat cekecegiz:

1. Her n € Nigin a,, := n%rl olsun. (a,) C C* ve lima, = 0 # 1 oldugundan, ano a, son-
suz ¢arpimi C*-yakinsak degildir. Yine de p,, := apa1 - - an = ﬁ kismi carpimlar dizisi

C’de 0’a yakisaktir. Ancak 0 ¢ C*oldugundan [, -, an sonsuz ¢arpim C*-raksaktir.

2. Her k € N* igin a, =1 + % = % olsun.

1
.n—|— =n+1

Pi,n = @1Q2 - An =

[l ]
N W

ve lim p1,, = +o0o oldugundan, [], ., a, carpimi iraksaktir. Bu 6rnek bize ayni zamanda

I1,,50an carpiminin C*-yakimsakhig) i¢in lima, = 1 kogulunun gerekli, ancak yeteri ol-

madigim gosterir. Benzer bigimde b,, := 1 — % olmak tizere limb, = 1 olmasina kargin

q2,n :=babz---b, = % ve lim g2, = 0 oldugundan, anz(l — %) carpimi C*-raksaktir.
2 2 —1)(n
3. ::} "n§1 SONSUz ¢arpimi a, = ”n§1 = 121(2 +1)

olmak tizere,

g 123 2.4 (n—1(n+1) 1 n+1
T 997303 n-n T2 g

oldugundan C*-yakinsaktir ve C*-¢arpim %’dir.

Not 6.3.5 1. Seriler i¢in tamimlanmig mutlak yakinsaklik kavramini son-
suz ¢arpimlara oldugu gibi aktarabilir miyiz? Bir an igin [[, -, |an| C*-
yakinsaksa [ ], - a, mutlak C*-yakinsaktir diyelim. Bu durumda [, -, (—1)"
mutlak C*-yakinsak, ancak C*-yakinsak olmayacaktir. Buna karsin H;L> w lan]
sonsuz ¢arpiminin kismi ¢arpimlar dizisini (gxn )n>k ile ve [[,,> a, 'nin kismi
carpimlar dizisini (pg, n)n>k ile gosterirsek limy, s oo Ppp = P ise, Tk = |Dknl
oldugundan lim ¢, = |p| olur; béylece [], <, an C*-yakinsaksa [[, < |an|
C*-yakinsak olur. Bu istenmeyen durumlar bu tanimda kullamilan | | mutlak
degerinin, topolojik gruplara iligkin bir kavram olmamasindan kaynaklanir.
Mutlak degerin + ve - grup iglemlerine iligkin 6zellikleri farklidir: Her a, b € C
icin daima |a - b| = |al - |b], buna karsin |a + b| < |a| 4 |b| ve |a+b| < |a| + 0]
olabilir; daima | — a| = |a| iken a # 0 i¢in |a~!| = |a| ™!, dolayisiyla genelde
la=1| # |a| olur!

2. Simdi (a,) C C dizisi verilsin ve yine p, = apa;---ay olsun. Bu
kez (pp) dizisi bir p € C sayisina yakinsaksa [ [ a,, ¢arpimi yakinsaktir diye
tammlarsak bizi hog olmayan siirprizler karsilar. Artik (C,-) bir grup olma-
digindan, zorunlu olarak bir geyleri egip biikecegiz ve okur literatiirde [ [ ay,
¢arpiminin yakinsakliginin farkli tamimlariyla kargilagir. Kimi yazar eger (py,)
kismi garpimlar dizisi C'de yakinsak ve C’deki limiti p ise, [] ay, ¢arpimina
yakinsak der ve carpimi olarak p’yi tanimlar. Bu yaklagimin birgok sakincasi
vardir. Boyle bir yaklagimda bir tek n i¢in a, = 0 ise, tiim diger terimler
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ne olursa olsun []a, c¢arpimmi yakinsak ve ¢arpimi 0 olacaktir. Burada gok
fazla bir gelisigiizellik vardir. Ornegin ag = 0 ve n > 1 i¢in a, = 2 ol-
sun. Tanimi boyle segersek, serilerden aligik oldugumuzun aksine, [], <, an
yakmsak, buna karsmn [], -, a, raksak olacaktir. Yine [],~,an yakinsak,
ancak lima,, = 2 # 1 olacaktir! Bildiklerimizi ve beklentileri kargilayan C*-
yakinsakliginin cogu giizel 6zelliklerini boyle bir tanimda kaybederiz ve bunu
istemiyoruz. (C,-) bir grup olmadigindan, burada tanimlayacagimiz sonsuz
carpimin yakinsaklik kavrami elbette C*-yakinsaklik kavramindan farklh ola-
caktir; ancak o kavramdan fazla uzaklagmak da istemiyoruz. A

Tanim 6.3.6 (an)n>0 C C dizisi verilsin. Bir ng € N sayisi, hern > ng igin
an # 0 ve HnZno an carpimy C*-yakinsak olacak bicimde bulunabiliyorsa,
[L.,>0an carprme yakinsaktir veya C-yakinsakter denir ve [~ an ¢ar-
prma

H ap := apay - Gpg—1 * H an = (apay « -+ apy—1) * Gng (6.16)
n>0 n=ng

olarak tanwmlanir. Diger kosullarda ¢carpvm wraksaktir denir.

Her geyden 6nce bu tanim ng sayisinin segiminden bagimsizdir. Gergek-
ten de mgy > ng ise, (6.3.2)(ii) ile

(aoal e ano—l) ' &no = (aoal T ano—l) . (ano T amo—l)dm()

= apay - Amy—1amg -

Eger (an)n>0 C C* ise, [[,;>¢ an carpimi i¢in “C*-yakinsaklik” ve “yakinsak-
lik” kavramlari ortiisiirler. Diger yandan Onerme 6.3.2, (iv) sikki diginda ya-
kinsak carpimlar icin de gegerlidir. Bu siktaki [ b, carpimindan [] b, ! car-
pimina, en az bir b, = 0 ise gegemeyiz! [[, -, an yakinsaksa yine lima, = 1
ve buna sik¢a bagvurulur. Bu tanmim 1s18inda yakinsak bir ¢arpimin ¢arpimi-
nin 0 olmasi i¢in en az bir teriminin 0 olmasi1 gerek ve yeterlidir. Bu tanimda
da baz1 garipliklerle kargilasiriz; sonsuz ¢oklukta terimi sifir olan, hatta tiim
terimleri sifir olan garpimlar, tanim geregi iraksaktir. Yine de bu tanimin
artilar1 daha fazladir ve yaygin tanim budur.

ag,ai, ... dizisinden sonlu sayida 0 olan terimler atildiktan sonra ge-
riye kalan diziyi (b, )n>0 ile gosterirsek [],,~q an'nin yakinsak olmas: tam da
H:{i‘é b, carpiminin C*-yakinsak olmasina denktir. Bu durumu goyle de dile
getirecegiz: Yalnizca sonlu sayida terimi 0 olan (a,) dizileri i¢in [[,,~, an'nin
yakinsak olmasi Han;éO,nZO a,’nin C*-yakinsak olmasi demektir.

Eger []an yakinsaksa lima, = 1 olacagindan, 0 < r < 1 igin, sonlu
sayida n diginda tiim a,’ler D, (1) dairesine, dolaysiyla C_’ye diiger. Ge-
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rektiginde, genellikten bir gey kaybetmeden, tiim a,’lerin bu kogulu sag-
ladigini varsayabiliriz. Her z € C* igin —7 < Argz < 7 olmak ftizere
Log z = In|z| + ¢ Arg z oldugunu animsatalm.

Teorem 6.3.7 (Logaritma Olgiitii) (an)n>0 C C* ise, [[,50an carpe
manin C*-yakinsak olmasy i¢in gerek ve yeter kosul ano Loga, serisinin
yakinsak olmasidir ve bu durumda

H ap = e2nzolosan, (6.17)

n>0

Kamt. 1. ), .,Loga, yakinsak ve toplami s olsun. s, := > ;_,Logag
olmak tizere, pn_: apay - - - a, = e ve e* fonksiyonu stirekli oldugundan (p,,)
dizisi yakinsaktir ve p := limp, = lime®" = eli™s» = ¢% £ 0. Dolayisiyla
[L,>0 @n yakinsaktir ve (6.17) gegerlidir.

2. Simdi [I,>0an carpmmu p # 0 sayisina yakinsak olsun. w, = p,/p
ve (, := Logw, olsun. limw, = 1 ve Log fonksiyonu 1 noktasinda stirekli
oldugundan, lim¢, = limLogw, = Loglimw, = Logl = 0 olur. Diger
yandan, bir k,, € Z ile

n
Cn = Z Loga; — Logp + 2wik,, = s, — Logp + 2mik,. (6.18)
i=0

lim ¢, = 0 ve lim Log a,,+1 = Loglima,4+1 = Log1 = 0 oldugundan

. 1
im (knt1 —kp) = lim — (Cat1 — Cn — Logany1)

n—r+o00 n—+oo 271

= i (lim 1 — lim ¢, — lim Log ay,+1) = 0.
2
Dolayisiyla, (k) C Z oldugunu da gozetirsek bu dizi sonunda sabit olur;
bir mg dogal sayis1 ve bir k € Z tam sayis1 ile, her n > myq i¢in k, = k
olur. Béylece, her n > my i¢in (, = s, — Logp + 2kmi. Burada lim ¢, = 0
oldugunu gozetirsek (s,,) yakinsak ve

Z Loga, = lims, = Logp — 2k7i

n>0
eZnZO Logan _ eLogp—ka _ eLogpe—2k7rz =p= H an
n>0

olur ve (6.17) gegerlidir. [ |
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Sonug 6.3.8 (a,) C C ve bir ng € N ile, her n > ng i¢in a, € C* olsun.
Bu durumda [],~oan carpumamn yakinsak olmasi ) Loga, serisinin
yakinsak olmasina denktir ve yakinsaklhk durumunda

n>ng

ng—1

+o0
[Tan= (H ak) K (6.19)
n=0

k=0

Eger [ a,, yakinsaksa lim a,, = 1 oldugunu biliyoruz. Bu nedenle genelde
Up = an — 1 olmak tizere a,, = 1+ u,, yazilir ve [[(1 4 w,) garpimi incelenir.
Bu garpim yakimsaksa lim(1 + u,) = 1 olacagindan lim u,, = 0 olur.

Lemma 6.3.9 (u,) C C olmak izere [ ],~o(1 + |un|) carpumamn yakinsak
olmast ), < |un| serisinin yakinsak olmasina denktir.

Kanit. x > 0 igin 1 + = < €” oldugundan
ol + -+ + Jun| < (14 Jugl) -+ (1 + fun]) < eltoFrrle
olur ve sav, Teorem 6.3.7 ile, buradan g¢ikar. |

Lemma 6.3.10 Her z € D1(0) i¢in
2

1 3
§\z| < |Log(l+2)| < -|z|. (6.20)

P
2

Kanit. Log(1 + z) fonksiyonu D birim dairesinde holomorftur ve orada

= (—1)" +1 222
Log(1 = "l = — = = 6.21
og(l+ z) Zn+1z i-5tg (6.21)
n=0
seri acgilimina sahiptir. Bir yandan
Log(1
lim 20811 F2) _ (6.22)
z—0 z
diger yandan D’de
1 Log(1 + 2) |t _122+_
z 2 3
1 2 1 |
< Z -
—2(’Z‘+’Z‘+ ) 21— 7]
olur. Bu |z| < 3 i¢in
‘1 Log(1 + 2) 1
z -2
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esitsizligini verir ve (6.20) buradan gikar. |

Logaritma Olciitii 6.3.7 sonsuz carpimlarin incelenmesini sonsuz serilerin
incelenmesine doniigtiiriir. Sonsuz ¢arpimlar i¢in mutlak yakinsaklik kavra-
minin akla ilk geldigi gibi tanimlanmasimin dogru olmadigmi (6.3.5)(1)’de
vurgulamistik. Diger yandan, kompleks terimli seriler i¢in mutlak yakinsaklk
ve degismelt yakinsaklik denk kavramlardir. Bunlardan degismeli yakinsaklik
sonsuz carpimlara sorunsuz aktarilabilir.

Tanim 6.3.11 Her o : N — N permiitasyonu i¢in Hiﬁ% Ag(n) Yakinsaksa
;:i% ap sonsuz carpumi degigmeli yakwinsaktir (veya yerlesik adlandur-

mayla mutlak yakinsaktir) denir.

Sonsuz ¢arpimlar i¢in “mutlak yakinsaklik” kavrami yaygin olarak kulla-
nilsa da biz okuru yanlig yonlendirecek olan bu kavrami kullanmamaya 6zen
gosterecegiz.

Teorem 6.3.12 (a,) C C* ve her n € N i¢in a, = 1 + uy, olsun.
(1) 11,50 an nin degismeli yakinsak olmasi, Y, -, Loga, serisinin degis-
meli —dolayisiyla mutlak— yakinsak olmasina denktir.
(ii) Eger [],~oan degismeli yakinsaksa, her o : N — N permiitasyonu igin
[150 @o(n) ayne a sayisina yakinsar.

(i11) [,>0(1+un) carpiminin degismeli yakinsak olmase, D, <o un, serisinin
degismeli yakinsak olmasina, bu ise

> lunl, Y |Log(l+ up)| ve Y Log(1 + |u|) (6.23)

n>0 n>0 n>0

serilerinden herhangi birinin, dolayiswyla her birinin yakinsak olmasina
denktar.

Sonug 6.3.13 (u,) C C ve sonlu sayrda u,, = —1 ise, [[,50(1 + un) car-
prmanan degismeli yakinsak olmast

S lunl, D |Log(L+up)| ve Y Log(l+ |un) (6.24)

n>0 up#—1,n>0 un#1,n>0

serilerinden herhangi birinin, dolayiswyla her birinin yakinsak olmasina denk-
tir.

Kanit. (i) Logaritma Olgiitiinden, [L,>0an carpiminin degismeli yakinsak
olmasi, Enzo Log a,, serisinin degigmeli yakinsak, dolayisiyla ano Log a,
serisinin mutlak yakinsak olmasina denktir.
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(ii) [ [,;> an degismeli yakinsaksa >, -, Log ay, serisi degismeli yakinsak,
dolayisiyla mutlak yakinsaktir. Bir b € C ile, her o : N — N permiitasyonu
igin 3, - Log ay(,) = b ve Logaritma Olgiitii ile [1>0m) = e =: a olur.

(iii) [I,,>0(1 4 upn) carpiminin degismeli yakinsak olmas1 ), - | Log(1 +
uy,)| serisinin yakinsak olmasma (bkz. (i)); bu ise (6.20)’den ve gergel seriler-
deki kiyaslama teoreminden, ), - |uy| serisinin yakinsak olmasina denktir.
350 |tun| serisinin yakinsak olmasi ise Onsav 6.3.9'dan >_, -, Log(1 + |u,|)
serisinin yakinsak olmasina denktir. -

Sonug dogrudan (iii)’ten gikar. [ |
Sonug 6.3.14 []a, degismeli yakinsaksa, her [[i~q an, alt carpuma da ya-
kinsaktir. Ayrica, paketleme teoremi gegerlidir, dd. N = |licr, &t herhangi bir
parcalanis olmak tizere

[Tan=1T{ 110

neN leL \nel;

Kamt. KA I Paketleme Teoremi 1.4.12 ve Logaritma Olciitii 6.3.7’den cikar.
|

Ozel olarak, her n € N* icin t,, > 0 ise, > n>1 tn'nin yakinsak olmasi
[[,>1(1+tn) nin degismeli yakinsakhigima denktir. Bunun bir sonucu olarak

1 1 > 1 icin yakinsaktir.
H (1 + > ve H (1 — > garpimlari 7 .(;. Y

no no o <1 igin wraksaktir.
n>1 n>2

Ornek 6.3.15. [Euler ézde§li§i] Sonsuz ¢oklukta oldugunu bildigimiz asal sayilarimiz

kiiciikten biiylige dogru p1, p2,... olarak siralansin. Bu durumda
“+oo “+ oo
1 ) 1
— | = —, s>1 (6.25)
;};[1 <1 ~ Py 7;1 "

oldugunu savunuyoruz.
. 1
1—-p.°

U L 1 dersek k> 2 igin 0 < ux < % (6.26)

T pi - Pi
(6.25) esitliginin sag yaninin yakinsakligimi analizden biliyoruz. O serinin bir alt serisi
olarak >, -, Pii serisi yakinsaktir; dolaysiyla (6.26)’daki egitsizlikler ile > us serisi ya-
kinsaktir. Ardindan (6.3.13) bize s > 1 icin J[, 5, (1 +uk) = [[;5, (#) garpiminin
degismeli yakinsakligini verir. Bdylece (6.25) esitliginin iki yanimin yakinsak oldugunu
gordiik sira esitliklerini gérmeye kaldi. s > 1 i¢in 0 < p, ® < 1 oldugundan

[1 <;) =11 (n>opk’”) = [+ +p%+-0).

—S
k>1 1 Py k>1 k>1
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Bir an i¢in sonsuz tane sonsuz carpimda tipki sonlu toplamlarin sonlu garpimlarinda
oldugu gibi dagitma 6zelligine sahip oldugumuzu varsayarsak

H( : ):1+Z(p;jll ..... Pyt = %

—S
k>1 1 Py n>1

elde ederiz. Burada ki, ..., k, € N* ve birbirinden farkli ve m1,...,m, € N* alinacaktir.
Burada, her n € N* dogal sayisinin, terimlerin sirasi diginda, tek bir bigimde n = p’,fll .
S -pzlr’" gibi asal ¢arpanlarina ayrilmasinmi kullandik. Simdi bir varsayima dayanarak elde
ettigimizi gergekten kanitlamaliyiz.

R m 1 : ’
Pn =1, ﬁ) ve N,, ise 1 ve asal ¢arpanlar1 pi,...,pm ler arasinda olan
k

dogal sayilarin kiimesi olsun. KA I Seri Carpimlar: Teoremi 1.3.9 ile

o 1
P, = = PR I e .
k=1 <1 - 75) . P Z n?

n>0 n>0 nENy,

—_

{1,2,...,pm} C N, oldugundan, buradan Nj, := N,,\{1,p1,...,pm} ile

Pm Pm Pm

1 1 1 1 1 1
I = - i il il il
Do < Dottt 2w
n=1 neNy, n=1 neN;n n=1 n>pm
Bize € > 0 keyfi verildiginde bir m. € N dogal sayisi
1
Vm > —
m>me Y —<e
n>pm
Pm 1

olacak bi¢imde secilebilir; bu ise her m > m. i¢in 0 < P, —
dolaysiyla lim P, = 3 1

n>1 ns*

< e demektir;

n=1 ns

Holomorf Fonksiyonlarin Sonsuz Carpimlar:

X # 0 herhangi bir kiime, (f,) € F(X,C) ve f € F(X,C) olsun. p, :=
[To<k<n fr olmak iizere [ f, carpmmi icin tanmimlayacagimiz kavramlar i¢in
oniimiizde su yollar vardir: Kavramlar (p,,) fonksiyon dizileri iizerinden, veya
Logaritma Olgiitii'nden dolay1 3 Log f,, fonksiyon serileri iizerinden, veya
(6.3.12) ile up(z) := fn(z) — 1 yazarak ) u, fonksiyon serileri iizerinden
tanimlanabilirler; degisik kaynaklarda bunlarin ticii ile de karsilagilir. Biz ta-
nimlarimizi (py,) dizileri tizerinden tanimlayacak, sonra onlarmn ) u, serileri
tiirtinden kargiliklarini verecegiz. Her = € X igin [] fn(x) garpimi yakinsak
(veya degismeli yakinsaksa) [] f. ¢arpimi X’te noktasal yakinsak (veya
noktasal degismeli yakinsaktir) denir.

Tanim 6.3.16 X # 0, (f,) € F(X,C), f € F(X,C) ve p, := Hogkgn fr
olsun.

(a) (fn) C F(X,C*), f € F(X,C*) ve p, = f ise, [[ fn sonsuz ¢arpuma
f fonksiyonuna X ’te diizgiin C*-yakinsaktir denir.
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(b) Bir m dogal saysi, her n > m igin f, fonksiyonlarinan X ’te syfur
yerleri olmayacak ve [],~,, fn sonsuz ¢carpima X 'te bir fp, € F(X,C¥)
fonksiyonuna X ’te diizgiin C*-yakinsak olacak bi¢imde bulunabiliyorsa,

ano fn carpimy X'te f := fofi - fm—1fm fonksiyonuna dizgin
yakinsaktir denir.

Sunu belirtmekte yarar var: [[ f, ¢arpimi X’te J fonksiyonuna diizgiin
yakinsak ve tamim 6.3.16’daki gibi f := fof1 - fin—1fm ise, fm € F(X,C¥)
oldugu icin, f fonksiyonunun X'’teki sifir yerlerinin kiimesi, fo,,..., frn—1
fonksiyonlarmin sifir yerleri kiimelerinin birlesimidir. Ayrica, her x € X icin
I] fn(x) garpimi Tanim 6.3.1 anlaminda f(x)’e yakinsar.

Cauchy Olgiitii 6.3.3 diizgiin yakinsaklik icin asagidaki sekli alir ve onu
gérmeyi okura problem olarak birakiyoruz:

Teorem 6.3.17 (Cauchy Olgiitii) [] f. carpmnin X ‘te diizgiin yakinsak
olmast i¢in gerek ve yeter kosul, her € > 0 i¢cin bir n. dogal saysinin, her

n>m > ng i¢in ‘ [Lo<i<n fe—1 ‘X < € olacak bigimde bulunabilmesidir.

Lemma 6.3.18 K C C kompakt, (f,) C C(K) ve fn RN f olsun. Bu
kosullarda, her g € C(C) igin g o f, N gof.

Kanit. ¢ > 0 keyfi verilsin. f siirekli oldugundan L := f(K) kompakttir ve
bir D, kapali topuna diiser. g siirekli fonksiyonu D, ;1 kompakt kiimesinde
diizgiin siireklidir. Dolayistyla bir 0 < § < 1 sayisi, her w, { € D, igin |w—
¢l <4 ise |g(w) — g(C)| < € olacak bigimde segilebilir. f, i f oldugundan
bir N € N dogal sayisiile, her n > N ve her z € K igin | f,,(2)— f(2)| < ¢ olur.
Tamim geregi z € K i¢in f(z) € D, oldugundan, n > N igin f,(2) € Dy11
olur. Sonugta, her z € K ve her n > N igin |g(fn(2)) — 9(f(2))| < € olur. B

Konumuz geregi biz holomorf fonksiyonlarin sonsuz ¢arpimlari ile ilgile-
necegiz. U C C agik ve (f,,) C H(U) olsun. Holomorf serilerin incelenmesinde
kompakt diizgiin yakinsaklik ve normsal yakinsakligin énemli kavramlar ol-
dugunu biliyoruz. Benzeri holomorf fonksiyonlarin sonsuz ¢arpimlar igin de
gecerlidir.

Teorem 6.3.19 U C C agik ve (f,) C H(U) olsun. Her kompakt K C U
kiimesine karsilik bir nx dogal saiyist

(i) her n > ng igin Log f, fonksiyonu K ’de taniml,
(1) 3y, Log fn serisi K 'de diizgiin yakinsak
olacak bigimde bulunabiliyorsa, p, = [[,_, fu olmak tzere, (p,) C H(U)

dizisi U’da bir f € H(U) holomorf fonksiyonuna kompakt dizgiin yakinsak-
tor.
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Kanit. V € U acik kiimesi keyfi verilsin. K := V C U kompakttir. ng
ise (i) ve (ii)’yi saglayacak bi¢imde secilsin. Her geyden 6nce n > ng igin
Snpem = ZZ:nK Log fu ve gk = ), >,, Log f, olmak iizere, hipotezimiz-
den sy, n N gx oldugundan gx € C(K)NH(V) olur. Ayrica, Onsav 6.3.18
ile
n ~
Prng,n = H fo=emen :K> eI =t fny = H fo-

V=ng v>ng

DPng—1 = Jof1 -+ fng—1 smirli oldugundan, n > ng igin

K —~
Pn = Png—1Png,n — H fn - anflegK = fOfl Tt anflan- (627)

Dolayisiyla (py,) dizimiz U’da yerel diizgiin, boylece kompakt diizgiin yakin-
saktir. f := lim p,, ¢arpimi U’da holomorf olan p,, fonksiyonlarinin kompakt
diizgiin yakinsak limiti olarak U’da holomorftur. |

Gosterimler Teorem 6.3.19 ve kanitindaki gibi olsun. (6.27) esitliginden
dolayy, f = [[fn = fofi -+ fng—1€9% fonksiyonunun K’deki sifir yerleri
tam1 tamima fofi - - fn,—1 holomorf fonksiyonunun K’deki sifir yerleridir.
Ayrica, her z € K i¢in [] fu(2) ¢arpimi Tamm 6.3.6 anlaminda f(z)’ye
yakinsak oldugu apagiktir.

Teorem 6.3.20 (Logaritmik Tiirev Teoremi) Teorem 6.3.19"un kosul-
larna ek olarak, U bir bilge ve her n i¢in f, # 0 ise, U 'da

f'(z) _ (1 fn)'( fn(2) B
)~ Tl/alz Z ) ze U\{z]| f(z) = 0} (6.28)

meromorf fonksiyonlar serisi kompakt diizgin yakinsaktur.

Kanit. Gosterimler 6.3.19’un kanitindaki gibi olsunlar. V' acik kiimesinde
f=fofi- - fnr—1e9% oldugundan, hx = e9% dersek,

/ / /
_ h
']i E + ﬁ 4o 0K 1 + K
o fo h Jng—1  hk
Diger yandan gx = annK Log f,, serisi V’de diizgiin yakinsak oldugundan
terim terim tiirev alimabilir ve gf, = > (f} /] fn) serisi ise V’de kompakt
yakinsaktir. Buradan

n>ng

W =gic= 3 (Loafu) = 3 (fi/fn)

n>ng n>ng



6.3. SONSUZ CARPIMLAR 471

elde edilir ve bu, sav1 verir. |

Teorem 6.3.19’un (i) ve (ii) kogullarimi garantileyen kullanigh kogullara
bakalim. Simdi X # @ herhangi bir kiime ve (f,) C F(X,C) olmak iizere

fn = 1 olmasini istersek bir N € N sayisini, her n > N icin ||f, — 1|y <1
olacak bigimde bulunabilir; dolayisiyla her n > N igin X’te Log f,, tanim-
hdir ve (i) kogulu saglanir. Agagidaki tamimda ¢ikis noktamiz bu ve So-
nug 6.3.13tiir:

Tanmim 6.3.21 (f,) C F(X,C) olsun. Asaqidaki kosullar saglandiginda
11 fn carpimi X ’te degismeli diizgiin yakinsaktir (benzer bi¢imde norm-
sal yakwnsaktir) denir:

(i) fn = 1. Bu durumda bir N € N saysy ile her n > N i¢in Log fp
tanwymbidar.

(i) N saysy dstteki gibi olmak tzere, ), < n | Log fn| serisi X ‘te diizgiin
yakinsaktir (benzer bigimde anN Log f,, serisi X ’te normsal yakin-
saktir, dd. 3, < v ||Log full x < +00).

Normsal yakinsaklik degismeli diizgiin yakinsakliktan daha giigliidiir.
Eger [ ] f carpimi X ’te degigmeli diizgiin yakinsaksa, her x € X i¢in [] fn ()
carpimi degismeli yakinsaktir. Bu durumda, her ¢ : N — N tam eglemesi i¢in
[1fo=11fom):

Simdi degismeli diizgiin yakinsaklik ve normsal yakinsaklik kavramlarini
logaritmalardan kurtarip daha kullanigh hale getirelim.

Lemma 6.3.22 (f,) C F(X,C) ve u, = f, — 1 olsun.

(i) T1(1+wuy) ¢arpima X ’te degismeli diizgiin yakinsaktir <= > |uy| serisi
X ’te diizgiin yakinsaktur.

(11) TI(1 + up) carpyma X ’te normsal yakinsaktir <= > u, serisi X te
normsal yakinsaktir, dd. Y ||up|| y < +o0.

Kamt. Her iki 6nermede dogrudan Sonug 6.3.13 ve (6.20)’den ¢ikar. Ornek
olugturmak tizere (ii)’yi kanitlayalim:

(ii)==: [[ fn carpimi X’te normsal yakinsak olsun. Tanim 6.3.21(i)’den
lim ||un||x = 0. Ayrica, (6.20) ile bir N € N sayis1, her n > N i¢in Log f,,
taniml ve 3 [Ju, ||y < [|Log(1 4 uy)| y = ||Log fnl|x olacak bi¢imde vardur.
O zaman Y, <y llunlly < 2>°,sn ILog fullx < +oo olur ve dolayisiyla
> nso llunllx < +oo saglanir.

(i)=: 3,50 llunllx < +oo olsun. uy, =0, dolaysiyla f, = 1+u, =
1. Boylece Tanim 6.3.21(i) saglanmigtir. Yine (6.20)’den bir N dogal sayisi,
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her n > N igin ||Log anX < % HunHX olacak bicimde bulunabilir. Béylece
anN |Log fnl|lx < 400 olur. [ |

U C C agk ve (f,) C H(U) olmak tizere [] f, ¢arpimi U’'nun her kom-
pakt altkiimesinde degigmeli diizgiin yakinsak (veya normsal yakinsaksa)
1 fn carpimi U’da kompakt degismeli diizgiin yakinsaktir (veya U’da
kompakt normsal yakinsaktir) diyelim. Eger [] f, ¢arpimi U’da kom-
pakt degismeli diizgiin yakinsaksa (dd. U’da kompakt normsal yakinsaksa)
Teorem 6.3.19 ve 6.3.20’nin kosgullar1 saglanir. Dolayisiyla agagidaki teorem
gecerlidir:

Teorem 6.3.23 U C C agk ve (fn) C H(U) olmak tizere [] fn ¢carpuma
U’da degismeli dizgin yakinsak (veya U’da kompakt normsal yakinsaksa)
asagidakiler gecerlidir:

(i) f:=11fn € H(U) ve her o : N — N tameslemesi i¢in [[ fr = [] fom)

(i) Her k € Nigin f = fo--- fi - [ L5011 fn-

(iii) ¥z € U (f(2) =0<= In € N f,,(2) = 0) ve yalmzca sonlu sayida n
icin fn(2) = 0 olabilir. Her z € U igin ord, f = > s ord; fn. Eger
ayrica U bir bolge ise, f = 0 olmas igin gerek ve yeter kosul en az bir
n i¢in fr, = 0 olmasidur.

(iv) Eger ayrica U bir bolge ve her n i¢in f, # 0 ise, U’da

f'(z) _ (£ ( £1(2) )
) I/ 1;) ) zeU\{z] f(z) =0}  (6.29)

l\z

meromorf fonksiyonlar serisi kompakt diizgiin yakinsaktur.

Kanit. (i) ve (ii) Teorem 6.3.19’dan ¢ikar.
Simdi (iii)’t kamtlayalim: ¢ € U ise, K = {a}kompakt oldugundan,
(6.27) gegerlidir. Dolayisiyla

fla) =0« (fof1 " fax—1)(a) =0

ve savimizin ilk kismi buradan cikar.

Simdi U bir bolge olsun. En az bir n i¢in f, = 0 ise, f = 0 oldugu
agikardir. Tersine f = 0 olsun. L := D,(a) C U secilsin. Bu L igin np,
sayis1 Teorem 6.3.19’daki gibi secilirse, f|L = 0 oldugundan, fo,..., fn, -1
fonksiyonlarimin L’deki sifir yerlerinin birlegimlerinin kiimesi L olacaktir;
dolayisiyla bu fonksiyonlarin en az birinin L’de sonsuz tane sifir yeri vardir.
L kompakt oldugundan bu sifir yerlerinin L’de bir yigilma noktasi vardir,
boylelikle bu fonksiyon Ozdeslik Teoremi geregince U’da 6zdes olarak sifir
olur.
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(iv) ise dogrudan Teorem 6.3.20’den gikar. [

Ornek 6.3.24. [Euler’in siniis formiilii|

sinmz = 7wz H (1 - —) , z€C. (6.30)

n>1

Her z € C igin fo(z) = 7z ve her n € N* iginse fp(z) =1— %5 > olarak tammlansin. K C C
herhangi bir kompakt kiime ise, mg := H22H < +00 oldugundan Zﬂ>1 Hz2/n

2
: I =
Yol — —4& yakinsaktir. Dolayisiyla DD Z; serisi C’de kompakt normsal yakinsaktir ve
Hn>0 fn garpimi C’de bir f holomorf fonk31yonuna kompakt normsal yakinsar. KA I

Ornek 4.4.6 ve (6.3.23) ile B := {2z € C| f(z) # 0} bolgesinde

flz) 1 2z (sinmz)’
= - = t = — 31
f(z) Z+n§>:l 2 _pz OO sinmTz (6-31)

olur ve seri B’de kompakt normsal yakinsaktir. (6.31) esitliginden, B bolgesinde f(z) ve
sin 7z fonksiyonlarinin logaritmik tiirevleri birbirine egittir; bunun bir sonucu olarak bir
¢ € C* sabiti ile f(z) = csinnz olur (bkz. KA I Problem 3.9.1).

lim M =1 ve lim 2™ —1 oldugundan ¢ =1 olur.
z—0 M2 z—0 Tz

(6.30) formiiliinde z = 1 alirsak

(Wallis)

=N
e
ol e
SIES
OT\CD
\I\O:

m
2 n212n_1 2n+1

formiiliinii ve z = i alir ve sinmi = 3 (e” — ef") oldugunu gozetirsek
—T

11 (Hi) _e—e”
n2) 2w
n>1

esitligini elde ederiz.

Problemler

Problem 6.3.1 [[,-; (1+ 1) ve [Tso (1 1) carpimlar raksak oldugu

halde, yine de Hn22 (1 + % (1 %) carpiminin yakinsak oldugunu gosteri-
niz.

Problem 6.3.2 [],-,; (1 + (—1)”*1/71) garpiminin yakinsak, ancak degis-
meli yakinsak olmadigini gésteriniz.

Problem 6.3.3 []a, ¢arpiminin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
her € > 0 sayisina kargilik bir n. € N sayisinin, her n > m > n. dogal saylar:
icin [[[r_,, ax — 1| < € olacak bigimde bulunabilmesidir (Cauchy Olgiitii).



474 KOMPLEKS ANALIZ I

Problem 6.3.4 wug,uq,...,u, € Cigin

n n
D 1= H(l +up) ve @n:i= H(l + |un|)
k=0 k=0
olsun. Bu durumda
Gn < eltol Tt ve p, — 1 < g, — 1.

oldugunu kanitlayiniz.

Problem 6.3.5 Logaritma Olciitii'ne bagvurmadan Problem 6.3.4’ten ya-
rarlanarak [](1+ |u,|) yakinsaksa [](1+ u,) nin de yakinsak oldugunu gos-
teriniz.

Problem 6.3.6 [][(1 + w,) yakmsaksa ) u,'nin yakinsak, tersine ) u,
yakinsaksa [[(1 4 u,) nin yakinsak olmasi gerekmez; gosteriniz.

Problem 6.3.7 [] (1 + %) yakinsak degil ancak [ }1 + %‘ yakinsaktir. Ka-
nitlayiniz.

Problem 6.3.8 Her n igin a, > 0 ve a, # 1 olmak iizere [[(1 — ay)
carpumimin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul > a,, serisinin yakinsak
olmasidir.

Problem 6.3.9 [],,(1 + 2"/n) carpiminin D’de normsal yakisak oldu-
gunu ve tanimladigi f holomorf fonksiyonunun, her n € N* icin mutlak
degeri {/n olan n basit kokiiniin oldugunu gosteriniz.

Problem 6.3.10 [] f, ¢arpimimin X'te diizgiin yakinsak olmasi igin gerek
ve yeter kosul, her € > 0 icin bir n. dogal sayisinin, her n > m > n. icin
HHmS k<n Jk — 1HX < ¢ olacak bigimde bulunabilmesidir (diizgiin yakinsak-

lik i¢in Cauchy Olgiitii).

Problem 6.3.11 Her a € D igin f(2) := [[,>;(1 + a"2) carpmmmnm C’de
holomorf bir fonksiyon tanimladigini gésteriniz.

Problem 6.3.12 [], -, [1 + m} carpiminin bir tam fonksiyon tanim-
ladiginm1 gosteriniz.
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Problem 6.3.13 Asagidaki ¢carpimlarin C’de normsal yakinsak oldugunu

gosteriniz:
2
z z(1—2)
11 1_) ve IIP*]
n>1 < n? o1 n(n+1)

Problem 6.3.14 (a) 0 < |a| <1 ve |z| <r <1ise

<1-|—T
—1-r

a+lalz
(1—-az)a

oldugunu gosteriniz.
(b) (an)n>1 CC,¥n e N* 0 < |ap| <1 ve > (1 —|an|) < +oo ise

|ay,| < an — 2 >
B(z) := — | —
(2) };[1 a, \1—ayz
carpimimin #(ID)’de yakinsak ve | B(z)| oldugunu gosteriniz (B(z) ¢arpimina
Blaschke ¢arpimi denir).

Problem 6.3.15 f € H(D) smurh ise, sifir yeri olmayan bir sinirh g € H(D)
ile f = gB oldugunu gosteriniz (B Blaschke garpimi).

Problem 6.3.16 [], -, (1 + an) garpiminin l%z fonksiyonuna ID’de norm-
sal yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 6.3.17 Her n € N* i¢in

o= (M) s ean)

n-+z n

olsun. f =[], fn ¢arpimmin C\(—N*) ’da yakinsak ve orada bir holo-
morf fonksiyon tanimladigini gosteriniz. Ayrica, f € M(C) ve f’nin kutup
yerlerinin kiimesinin C\(—N*) oldugunu kamtlayiniz.

Problem 6.3.18 f bir 6nceki problemdeki fonksiyonsa, her z—1 € C\ (—N*)
icin
nln®
1) = i
fe=1= tm et

oldugunu gosteriniz.

Problem 6.3.19 sin 2z formiiliinden yola gikarak agagidaki esitligi kanit-
layiniz:

VzeC
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6.4 Weierstrass Carpim Teoremi

p(z) € C[z] bir polinom ve p # 0 olsun. p'nin 0’dan ve birbirinden farkl sifir
yerleri aq, ..., a; ve bu noktalarin kathliklar1 my, ..., my olsun. Eger z = 0
da p’nin bir sifir yeri ise bunun kathligini myg ile gosterelim. Eger z = 0
bir sifir yeri degilse mg = 0 alip 2™ = 20 := 1 olarak tanmimlayalim. Bu
durumda

k k m;
2 H(z - ai)mi veya Q(Z) = 2" H <1 ; z>
a;

=1 i=1

polinomlarinin sifir yerleri ve bunlarin kathiliklar p polinomunun sifir yerleri
ve kathliklar ile ortiigiirler. Bir 0 # ¢ € C ile, her z € C igin p(z) = cq(2)
olur. n := my + - - - + my olmak iizere ay, ..., ax sifir yerlerini herhangi bir
bicimde, her bir a; tam m; kez ge¢cmek iizere zi,..., 2, olarak siralarsak

q(z) polinomunu ¢(z) = 2™ [[_; (1 - i) olarak da yazabiliriz. g € H(C)
holomorf fonksiyonunun sifir yeri yoksa pg tam fonksiyonu ve p polinomunun
sifir yerleri ve onlarin katliliklar: értiigiirler.

Tersine herhangi bir f € H(C) fonksiyonunun da sifir yerleri p polinomu-
muzun sifir yerleri ve onlarin kathliklariyla ortiigsiin. Bu durumda g := f/p
fonksiyonunun bu sifir yerlerinde kaldirilabilir tekil noktalar vardir ve bu
fonksiyon C’de sifir yerleri olmayan bir tam fonksiyon tanimlar. Dolayisiyla,
C basit baglantili oldugundan, KA I Teorem 2.12.6 (iv)’ten bir h € H(C) ile
g = e" olur. Diger yandan, her h € H(C) i¢in e* € H(C) fonksiyonunun sifir
yerleri olmadigim gozetirsek su sonuca ulagiriz: p polinomu ile sifir yerleri ve
onlarin katlhihklar: ayne olan tim holomorf fonksiyonlar C’de sifiryerleri ol-
mayan g € H(C) holomorf fonksiyonlary ile f = pg fonksiyonlaridir; C basit
baglantiy oldugu igin bunlar tam da f = pel, h € H(C) fonksiyonlaridar.

p polinomunun aq,...,a sifir yerleri i¢in a; # 0 ise, p polinomunu
g

z

p(z) = c]_[f:1 (1 — a7> ‘olarak yazmay1 yegleyecegiz: bu durumda elbette
c=p(0).

Simdi 0 # f € H(C) fonksiyonunun sonsuz tane sifir yeri varsa, onu da
bir carpim olarak yazabilir miyiz? C bir bélge ve f # 0 oldugundan, Ozdeslik
Teoremi bize f'nin A := {z € C| f(2) = 0} sifir yerlerinin C’de yerel sonlu
oldugunu soyler. f'nin 0’dan farkh sifir yerlerini, dd. A* := A\{0} kiimesinin
ogelerini 0 < |ai| < |az] < --- olacak bicimde siralayalim. Her » > 0 i¢in
D,’de A'min sonlu 6gesi oldugundan lim a,, = oo olur. f'nin a; noktalarinda
m;. dereceden sifir yerleri olsun; f’nin 0’da mg. dereceden bir sifir yeri olsun
(0 ¢ A ise my = 0 alinacaktir). Yine A* kiimesinin 6gelerini, her bir a; € A*
tam m; kez gecmek tlizere 21, 29,... olarak siralayalim. Yine lim z, = oo.
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Eger

mMn

Zmoe H <1 — azn) veya 20 H (1 — zzn> (zo = 1!)
n>1

garpimlar1 bir g fonksiyonuna C’de kompakt (degismeli) diizgiin yakinsaksa
Teorem 6.3.23 bize g € H(C) oldugunu, f ve g fonksiyonlarmin C’de sifir
yerlerinin katliliklariyla birlikte ortiistiigini séyler. Bu durumda yukaridaki
irdelemelerle bir h € H(C) ile f = ge” olur.

anl (1 — i carpiminin bir K kompakt kiimesinde degismeli diizgiin
yakimsak olmasi Onsav 6.3.22’den dolayn, En21 }i‘ serisinin K’de diizgiin
yakinsak olmasina denktir. cx := ||z|| ;. = sup,cg |2| olmak {izere, her z € K
icin Zn21
ZnZl
IL.>1 (1 — i) carpimi C’de holomorf bir f fonksiyonuna yakinsar. f fonksi-

Zn

£
Zn

1 5 5 1 carias alka
<CK D op>1 i oldugundan, eger », -, [7] serisi yakinsaksa

serisi C’de normsal yakinsak olur; dolayisiyla Teorem 6.3.23’ten

£
Zn

yonun sifir yerleri tami tamina fy,(z) = 1— i ¢arpanlarinin sifir yerlerinden
olugur. Ancak f,(z) = 0 <= z = z, oldugundan, f’nin sifir yerleri tam da
z1, 29, . . . noktalaridir.

Ornek olarak, her n > 1 icin n? < |z,| ise, Hn21 <1 — i) carpimi C’de

Zn
kompakt normsal yakinsaktir. Ancak genel durumda Hn21 (1 — i) carpi-
minin C’de kompakt normsal (benzer bigimde kompakt degigmeli diizgiin

yakinsak) olmasi gerekmez. Weierstrass’in yaklagimi soyledir: Her n > 1 igin
uygun sec¢ilmis ve sifir yeri olmayan g, € H (C) fonksiyonlar1 ile

};[1 [(1 - ;) gn(z)] (6.32)

n

carpimimin C’de kompakt normsal (veya degigmeli diizgiin) yakinsak olmasi
saglanabilir. O zaman bu ¢arpimin limiti istedigimiz tiirden bir fonksiyondur.

Tanmim 6.4.1 U C C,, bir agtk kilme ve A C U kiimesi ise U’da yerel
sonlu olsun; ayrica, her a € A i¢cin bir mg € N*dogal sayist verisin. Bu
durumda {(a,m,) | a € A} ’ya U’da bir W-dagulvma denir®. Bir f € H(U)
fonksiyonuna, her z € U\A i¢in f(z) # 0 ve f’nin her a € A noktasinda
mg. dereceden bir sifir yeri varsa, bu dagilimin bir ¢ozimidir denir.

Weierstrass problemi Weierstrass dagilimlarinin tiim ¢oziimlerini bul-
mak demektir. Aslinda Weierstrass, garpim teoremini Mittag-LefHler Te-
oremi’nden 6nce kanitlamigtir. Ancak son zamanlarda daha gok Weierstrass

5Burada W bize Weierstrass’t animsatacaktir.
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Carpim Teoremi'nin Mittag-Leffler Teoremi iizerinden kazanildigina tanik
oluyoruz. Oziinde bu teoremler birbirinden kazanilabilir; biraz ileride buna
deginecegiz (bkz. 6.4.12). Biz bu teoremleri digerine dayanmadan kanitla-
may1 yegliyoruz.

D simetrik, dd. D = —ID oldugundan, 1 =1 C D;(1) olur. Dolayisiyla,
her z € D igin Log(1 + z) ve Log(1 — 2) fonksiyonlar1 D’de tanimlanmig ve
orada holomorfturlar. D’deki (Log(1 + 2))’ = (1 +2)~! = > nsol— 1) 2" ve

(Log(1—2))' = —(1—2)"t = — > >0 2" 6zdesliklerinden yola gikip 0% gezisi
iizerinden terim terim integral alarak, her z € D icin

Log(l+2) = Z(—l)”_l% ve Log(l — 2) Z — (6.33)

n>1 n>1

agihmlarina ulagilir. T,,(2) == >, _; % ve Wi, (z) := exp Ty, (2) igin

Log[(1 — 2)W,(2)] = Log(1 — z) + T;,( Z e (6.34)
k>n+1

elde edilir. Herhangi bir K C D kompakt kiimesi verildiginde, Log[(1 —
2)Wh(z)] fonksiyonu D’de kompakt normsal yakimsak bir serinin kuyrugu
oldugu icin ||Log[(1 — 2)Wy,(2)]||x istenildigi kadar kii¢iik kilmabilir. Bun-
dan, agagidaki teoremin kanitinda yararlanacagiz:

Teorem 6.4.2 (Weierstrass Carpim Teoremi I) C kimesinde verilen
her {(a,my) |a € A} W-daglvmanin bir f ¢ozimi vardr ve tim ¢ézimler
ise sifir yeri olmayan h € H(C) fonksiyonlar: ile fh fonksiyonlaridur.

Kamt. A* = A\{0} kiimesinin 6gelerini, her bir a € A* tam m, kez
gecmek tizere zy, za,... olarak swalayalim. Bir (e,)p>1 pozitif sayilar di-
zisi Y, 51 &n < +00 olacak bigimde segilsin. Her n € N* i¢in Log(1 — z,,!2)
fonksiyonu D), |(0) dairesinde holomorftur ve (6.33)’teki gibi orada kompakt
normsal yakinsak bir — ", o, k71(2;,12)F kuvvet serisine acilabilir. K
Dy-1),,(0) olmak iizere bir k,, sayisi ile Ty, (z,'2) := ng ym (2 )™
Taylor polinomu

|Log(1 — 2, 2) + T, (2 €n

A, =

olacak bicimde secilebilir.

fa(2) = (1= 2z 2) exp T, (2, 2) = (1 = 2, 2) Wi (2, ' 2)
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olsun. Hn21 fn carpiminin C’de kompakt normsal yakinsak oldugunu savu-
nuyoruz. K C C kompakt kiimesi keyfi verilsin. Bir nxg € N* sayisi, her
n > ng i¢in K C K, olacak bi¢gimde segilebilir. Bu durumda

D Log fallx = Y |[Log(l = 2,"2) + Th, (2) || g = D &n < 400

n>ng n>ng n>ng

olur ve bu, savimiz1 verir. Teorem 6.3.23’ten dolay1 f € H(C), ve f’nin sifir
yerleri ise f,,’lerin sifir yerlerinden olugur. Ancak, her f,,’nin bir tek sifir yeri
vardir ve o da z,’dir. f* =], > fn olsun.

Eger 0 ¢ Aise f := f*, eger 0 € Aise f(z) := 2™ f*(z) W-dagilimimizin
bir ¢ézlimiidiir. W-dagilhimimizin tiim ¢oziimlerinin, sifir yeri olmayan h €
H(C) fonksiyonlar ile fh fonksiyonlar: oldugunu daha 6nce tartigtik. |

Boylece C’deki her W-dagiliminin ¢oziimii oldugunu gordiik. Simdi ise
(kn) C N dizilerini netlestirmek istiyoruz. Kanitta kullandigimiz (1 —z)e’ ()
tipindeki fonksiyonlari yakindan inceleyecegiz. Ey(z) :=1 — z ve

22 Zn
Vn>1 Eu(z):=(1—2)em®) = (1 -zt +5% (6.35)

olarak tanimlanan F,(z) fonksiyonlarina Weierstrass temel carpanlari
denir.

Lemma 6.4.3 Her n € N icin asagidakiler gecerlidir:
1
Vz <|z] < 5= |Log En(2)] < 2") (6.36)
Vz (|z| <1=|1- Eu(2)| < |z|”+1) . (6.37)

Kanit. (1) Once (6.36)’y1 kanitlayalim. |z| < 1 olsun. Savimiz n = 0 igin
apagik dogrudur. n > 1 i¢inse F,(z)nin tanimindan

oV ‘Z|n+1 2
Log En(2)| < > |=| < R R G MY
v>n+1
1 ‘Z’n+1

|Z|n+1 < =N

<
“n4+11—|z] T n+1

(2) Simdi (6.37)’yi kanitlayalim. |z| < 1 olsun. Savimiz n = 0 igin apagik
dogrudur. n > 1 keyfi verilip sabit tutulsun. h := 1 — E,, € H(C) olsun.
h (0) = 0 ve basit bir hesaplama ile

2 n
h'(z) = —E/(2) = 2" exp (z + % +o 4 zn> (6.38)
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oldugu kolayca goriiliir. h(0) = 0 ve hniin 0’da n. dereceden bir sifir yeri
oldugundan, h fonksiyonunun 0’da (n 4 1). dereceden bir sifir yeri vardir.
Dolayisiyla o(2) := h(z)/2"! fonksiyonun kaldirilabilir bir tekilligi vardir.
(6.38) esitliginden goriilebilecegi gibi h’'niin 0’da seriye a¢iliminin tiim katsa-
yilar1 > 0’dir. Boylece, ¢ € H(C)’'nin 0’da seriye agihmi ¢(z) = > < an2"
ise, her n i¢in a, > 0 olur. Dolayisiyla, her |z| <1 i¢in -

1—FEn(z)
e < Dl < E il = S =) =1
n>0 n>0 n>0
olur ve bu, savi verir. |

Teorem 6.4.4 C’de bir {(a,m,)la € A} Weierstrass dagiims verilsin.

A* = A\{0} mn dgelerini, her a dgesi mg kez gegmek tizere herhangi bir
bi¢imde z1, z2, ... olarak siralayalvm. Bir (k,) C N dizisi, her r > 0 i¢in
00 r kn+1
> () < +oo (6.39)
n=1 ’Zn|

olacak bigimde segilsin. Eger 0 ¢ A ise
(z)=]] E <Z>—H (1—Z>ex f:l(Z)V] (6.40)
g\#) = it kn ) ot Zn pv:1 v\ 2z, '
fonksiyonu, ejer 0 € A ise 2™0g(z) fonksiyonu Weierstrass dagilimamazin bir

cozimidir. Tim ¢ozimler ise 0 ¢ A ise g(z)exph(z), h € H(C) ve 0 € A
ise 2™ g(z)exp h(z), h € H(C) fonksiyonlaridur.

Sonug 6.4.5 2™ -] o, E,_1(2,'2) W-daglvmumizin bir ¢ézimiidiir.

Kamt. Simdi » > 0 keyfi verilsin. lim z, = oo oldugundan bir n, € N
sayist, her n > n, i¢gin r < |z,| olacak bigimde segilebilir. Bu durumda
Onsav 6.4.3ten, her z € D, (0) ve her n > n, icin

kn+1 kn+1
z z r
1-Ep, | — || < <|—
Zn, |2

Zn
elde ederiz. Buise, ), - (1—Ek, (2/2,)) serisinin D, (0)’da normsal yakinsak

olmasi demektir. Dolayisiyla Y o (1 — Ey,, (2/2,)) serisi D,(0)’da normsal
yakimsaktir. C’deki her kompakt kiime bir D,.(0)'1n icine diistiigiinden, bu
seri C’de kompakt normsal yakinsaktir. Teorem 6.3.23’ten ise, (6.40)’taki
carpim g € H(C) fonksiyonuna C’de kompakt normsal yakimsar ve g(z) =
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0 < z € A*. Yine Teorem 6.3.23’ten a € A* sifir yerinin kathiligimin m,
oldugunu elde ederiz.

Sonucun kaniti: 7 > 0 keyfi verilsin. Bir n, dogal sayisini, her n > n,
igin |2, > 2r olacak bigimde segersek Y7 |z tr[" <30 27" < +o0.
Boylece k, = n — 1 ile (6.39) saglanir. [

Not 6.4.6 Her seyden 6nce (6.39)u saglayan (k,) dizlerinin varhigimi On-
sav 6.2.5’ten biliyoruz. Gergekten de k,, = n—1 alimirsa (6.39) un sagladigin
okur kolayca goriir. A

Teorem 6.4.4'te baz1 6zel durumlarda (k,,) bir sabit dizi almabilir. Orne-
gin Y ﬁ yakinsaksa, her n igin k, = 0 almabilir. Bu durumda (6.40)

9(z) =1 <1—Zzn>

seklini alir.

Eger > ‘Zi|2 yakinsaksa, her n icin k, = 1 alinabilir ve

118 () (2)e

n>1

elde ederiz. Ozel olarak, her n € N* i¢in z, := n ise

=TT [ 2) o]

n>1

fonksiyonu yalmzca n € N*noktalarinda birinci dereceden sifir yerleri olan
C’de holomorf bir fonksiyondur. Bu 6rneklerde oldugu gibi (k,) dizisinin
sabit secildigi ¢arpimlara kanonik ¢arpim denir.

Diger yandan n > 1 i¢in |z,| = Inn ise, her m € N icin > (1/]z,|)™ =
400 olacagindan, bu durumda Weierstrass dagilimimizin kanonik ¢arpim
olan bir ¢o6zlimii yoktur.

Sonug 6.4.7 C’de yigilma noktast olmayan, 0’dan ve birbirlerinden farkh
ap,az, ... sayary, 0 < |ai| < laz| < --- olacak bigimde verilsinler ve (my,) C
N* olsun. (k,) C N dizisi, her r > 0 igin

Min ( - >kn+1 (6.41)

= kn+1 \|an]
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serisi yakinsak olacak bicimde bulunabiliniyorsa

[IE™ .2 =1]] [(1 — > expknf:1 ( > ]m (6.42)

n>1 n>1

carprme C’de bir f holomorf fonksiyonuna kompakt normsal yakinsaktir. Yal-
nizea a, noktalary f'nin bir sufir yeridir ve f’nin her bir a, noktasinda m,.
dereceden bir sifir yeri vardwr. (6.41) serisini yakinsak kilan ky’ler daima
vardir; ornegin k, = nmy, alinabilir. Eger

Z |an ‘k+1 (6.43)
n>1
ise, her n icin k, = k alinabilir.

Kamt. 7 > 0 keyfi verilsin. lima, = oo oldugundan bir n, € N sayisimn,
her n > n, igin lan| > 2r olacak bi¢imde segebiliriz. Her z € D, (0) i¢in
L 1 olacagidan, (6.36) ve (6.41)’den

|‘1n| -

m p o\ kbl
E:HM%EMHMDQ) km+1<wﬂ) s

n>n,

R
an

olur. Her K C C kompakt kiimesi bir D, (0)’a diistiigiinden ), -, Log E}'", |
serisi, dolayisiyla Zn>1 Log Ek ", serisi C’de normsal yakinsaktir. O halde
[L.>1 £ 1 (2) carpimn C'de holomorf bir f fonksiyonuna yakisar ve fnin
sifir yerleri Ek +1( z) carpanlarinin sifir yerleri ile ortiigiir. Teoremin diger

savlar1 apagiktir. [ ]

Teorem 6.4.8 (Weierstrass Carpim Teoremi II) Her a¢ik U C C
kimesindeki her {(a,mq) | a € A} Weierstrass dagilvminan ¢ézimi vardar.

Kanit. U = C durumunu Teorem 6.4.2’de kanitladik. Simdi U C C olsun.
Once U’yu smirh segebilecegimizi gorelim. U smirli degilse bir b € C\U
olmak iizere h(z) := -1 ile tammmlanan h : Co — Co doniisiimii biholo-
morftur. Ancak simdi U’ = h(U) C C bir smrh agk kiime ve A’ := h(A)
kiimesi U”’de yerel sonludur. U’ ve A”niin belirledigi W-dagihmimin g ¢o-
ziimleri bize baglangictaki W-dagliminin g o h ¢oziimlerini verir.

Simdi U C C smurh bir agik kiime olsun. A sonlu ise, f(z) = [[,ca(z
a)™a polinomu W-dagihmimizin bir ¢oziimdiir. A sonsuz olsun. O durumda
A sayilabilir sonsuz ve U’da yerel sonludur. A'nin 6gelerini, her bir a € A
Ogesi tam m, kez gececek bicimde z1, zo,... olarak siralayalim. U sinirh
oldugundan OU kompakttir. Her z, i¢in bir b, € OU noktasi d(z,,b,) =
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d(zp, 0U) olacak bi¢imde segilebilir. A kiimesi U’da yerel sonlu oldugundan
lim |z, — b,| = 0 olur. Dolayisiyla r,, := 2|z, — b,| dersek limr,, = 0 olur.

f(2)=T] En (?:bi”> (6.44)

n>0

fonksiyonunun Weierstrass dagilimimizin bir ¢éziimii oldugunu savunuyoruz.
K C U kompakt kiimesi keyfi verilsin. QU ve K ayrik kompakt kiimeler
ve lim |z, — b,| = 0 oldugundan, bir nx dogal sayisi

Vze K Vn>ng (|Jz—by| > d(K,0U) > r, = 2|z, — by)) (6.45)

olacak bi¢imde secilebilir. Dolayisiyla, her n > ng ve her z € K igin

N | =

|(zn — bn)/(z = bn)| <

ve buradan ise Onsav 6.4.3 ile, her n > nx icin

Zn — bn, 1
-2 (25, < 7

oldugundan, Onsav 6.3.22 ile, anl E, (Z"_b"> c¢arpimi K’de normsal ya-

z2—bnp,
kinsaktir. Dolayisiyla bu ¢arpim U’da kompakt normsal yakinsaktir ve orada
sifir yerleri tami tamina zq, zo, ... olan bir holomorf fonksiyon tanimlar. W

Teorem 6.4.9 U C C bir agik kiime ise, her h € M(U) meromorf fonksi-
yonuna kargilik fyg € H(U) holomorf fonksiyonlari h = f/g olacak bigimde
bulunabilir. Ozellikle, her ) # B C C bolgesi igin

M(B) ={f/glf,g € H(B),g # 0},
dd. M(B) cismi H(B) tamlik bolgesinin bolim cismidir.

Kanzit. U igin olan savi U’'nun herhangi bir B baglantili bilegeni i¢in kanitla-
mak yeterlidir. B boyle bir bilesen olsun. KA I Teorem 3.9.9’dan f, g € H(B)
ve g # 0 ise, f/g € M(B) oldugunu biliyoruz.

Simdi h € M(B) keyfi verilsin. h € H(B) ise, f = hve g = 1 ile
h = f/g olur. Eger h € M(B)\H(B) ise, A = P, # () ve A kiimesi B’de
yerel sonludur. Her a € A noktasinda h’nin m,. dereceden bir kutup yeri ol-
sun. (6.4.8)’den B’de {(a,m,)|a € A} W-dagihminin bir g € H(B) ¢oziimii
vardir. Bu durumda B\A’da f := hg fonksiyonu holomorftur ve f’nin her
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ayrik a € A tekil noktas: bir kaldirilabilir tekil noktadir. Dolayisiyla f fonk-
siyonu B’ye holomorf genigletilebilir ve bu fonksiyonu da f ile gosterirsek
fig € H(B) ve h = f/g olur. [ |

Teorem 6.4.8'i U C C agik kiimelerine su gekilde genellegtirecegiz: A
kiimesi U’nun yerel sonlu bir alt kiimesi oldugunda, her ¢ € A igin bir
mq € N ve her 0 < n < m, i¢inse o, , kompleks sayilar1 verilmis olsunlar.
Bu durumda bir f € #(U) holomorf fonksiyonunun, her a € A i¢in " (a) =
0o kosullarim saglayacak bicimde bulunabilecegini kamitlayacagiz. Bunun
i¢gin basit bir 6n hazirlik yararli olacaktir.

g fonksiyonu a € A noktasiin bir komgulugunda holomorf olsun ve m >
1 olmak tizere a noktasinda m. dereceden bir sifir yeri bulunsun. cq, ..., ¢, €
C keyfi verilsinler ve

C1 Cm

R(z) := +oo (6.46)

z—a (z —a)m

olarak tanmimlansin. Bu durumda, gR ve g fonksiyonlarimin a noktasinin bir
komsulugunda

g(2)R(z) =ap+ai(z—a)+ -+ am_1(z —a)" - (6.47)
ve by # 0 olmak tizere
9(z) = (z—a)™ [bo+bi(z —a)+ -+ bm1(z —a)™ ' +---]  (6.48)

gibi seri agilimlar: vardir. (6.46) esitligini (6.48) esitligi ile ¢arpar ve (6.47)
esitligi ile kiyaslarsak

ag = boc,

a1 = bocy—1 + bicy,

m—1 = boc1 +bica + -+ + bp—1Cm

denklem sistemini elde ederiz. Sonug olarak, ci,..., ¢, sayilar: verilmisse,
bu denklemle aq, . .., am—1 katsayilar: belirlenmistirler. Tersine g verilmigse,
dolayisiyla bg, ..., by,—1 verilmigse, by # 0 oldugundan, bu denklemlerden
sirasiyla ¢, . .., c1 hesaplanir.

Teorem 6.4.10 U C C agik ve A ise U 'nun bir yerel sonlu altkiimest olsun.
Her a € A igin bir mq € N dogal sayise ve her 0 < n < myq iginse oy q € C
sayilary verilmis olsunlar. Bu kosullarda bir f € H(U) fonksiyonu, her a € A
ve her 0 < n < mq igin f) (a) = nloy, o olacak bi¢imde bulunabilir.
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Kanit. g € H(U) fonksiyonu {(a,m, + 1) |a € A} Weierstrass dagilimimnin
bir ¢6zlimii olsun. Yukaridaki irdelemelerden, her a € Aicin ¢1,4,...,Cmq,a €
C sayilan

Cla Cmg,a
R — ) as
a(Z) z—a+ +7(z—a)ma+1

olmak olmak tizere a’nin bir komsulugunda

Mq —+oc0o
9(2)Ra(2) =) ana(z—a)"+ D Pualz—a)" (6.49)
n=0

n=meg+1

olacak bicimde secilebilirler. h € M(U) fonksiyonu {(a, R,)|a € A} ML-
dagilimimin bir ¢oziimii ise, f = gh € H(U) teoremimizin bir ¢oziimiidiir.

|
Simdi KA T Altkisim 3.5.2’de sbz ettigimiz bir teoremi kanitlayacagiz.

Teorem 6.4.11 Her U & C agik kiimesine karsilik dogal sinawrs OU olan bir
f e HU) vardar.

Kanit. Teorem 6.4.8’in kanitinda oldugu gibi, U’yu smirh varsayabiliriz.

Teoremi U'nun B baglantili bilegenleri icin kanitlamak yeterlidir. Bdylece

B C C bir siirh bélge olsun. Bu durumda 0B simir1 C’de kapali ve si-

nirli, dolayisiyla kompakt olur. Biz B’de yerel sonlu bir A C B kiimesini,

her ¢ € 0B noktast A'nin bir yigilma noktasi olacak bigimde olugturaca-
1

giz. OB'yi cl, ... , Cm, merkezleri OB’de ve yarigaplari 1 olan sonlu sayida

Dl ...,D} ,daireleriyle ortebiliriz. §imdi, her 1 <4 < my igin az1 € BN Di1
noktalarini keyfi segelim. A; := {al, ... ,a}nl} olsun. dB’yi ¢2,.. ., c?m mer-
kezleri dB’de ve yarigaplar1 1/2 olan sonlu sayida D3, ... ,D?mdaireleriyle
ortebiliriz. Her 1 < ¢ < meo icin a? € Bn D? noktalarimi A;’de olmayacak
bigimde keyfi secelim. Ay := {af,...,a?,} olsun; elbette A; N Ay = (). Boy-
lece tiimevarimla, her n € N* igin sonlu ve ikiger ikiger ayrik olan A, Ao, . ..
kiimelerini olugturalim ve A := | |;»; A4; olsun. A kiimesi B’de yerel sonludur
ve her s € B smir noktas1 A'nin bir yigilma noktasidir.

Teorem 6.4.8’den bir holomorf f € H(B) fonksiyonu, sifir yerlerinin kii-
mesi A olacak bi¢gimde bulunabilir. s € 0B olmak iizere bir D, (s) dairesinde
holomorf bir g fonksiyonu i¢in B N D,(s)’de f = g ise, zorunlu olarak bu
dairede g = 0, dolayisiyla BN D,(s)’de f = 0 olur ki bu, f'nin tanimiyla
celigir! |

Teorem 6.4.12 Weierstrass Carpim Teoremi ve Mittag-Leffler Teoremsi
birbirlerinden kazanilabilirler.
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Kamt. (1) {(a,ma(z —a)™!) |a € A} ML-dagihm verilsin. Elimizde Wei-
erstrass Carpim Teoremi bulunsun. A* := A\{0} kiimesinin 6gelerini 0 <
la1| < |ag| < --- olarak siralayalim ve m, := m,, olsun. A*’da ¢alismak
yeterlidir. Uygun se¢ilmis ve sifir yeri olmayan g, € H(C) fonksiyonlar ile

o= (1-2) 0w (6.50)

carpmi {(a,mq)|a € A*} W-dagilmimm bir ¢oziimi olsun. g, fonksiyo-
nunu h, € H(C) olmak iizere g, = e " olarak yazabiliriz. Bu durumda
Logaritmik Tiirev Teoremi'nden

f/(z)_ Mn (2 wn(2) = B (2
f<z>_n§< D) =) 5

oldugundan, f'/f fonksiyonu { (an, mn(z — a)~') |a, € A*} ML-dagilimmm
bir ¢éziimiidiir.

(2) Tersine {(a,mg) |a € A} W-dagilimi verilsin. Elimizde Mittag-Leffler
Teoremi bulunsun. g fonksiyonu { (an, mq(z — a)~') la € A*} ML-dagihminm
bir ¢ozlimii olsun. B := C\ A* bolgesinden bir b € B noktasim keyﬁ segip sa-
bit tutalhim. Her z € B ve v, € Q,iz( ) integral gezileri i¢in H(z;7,) : f g
olarak tamimlayalim. H(z;~,) degeri genelde ~, gezisine baghdir. Ancak, her
n. € G _(B) igin v, —n, gezisi B’de bir kapali gezi oldugundann KA I Kalan
Teoremi 4.2.1 ile

H(z;7.) —H(z;n.) = / g € 2miZ.
z— Nz

Dolayisiyla exp f,yz g = exp fnz g olur ve f(z) := exp f% ¢ tanimi kusursuz-
dur. Tanim geregi, her z € B i¢in f(z) # 0. Simdi f € H(B) oldugunu
gorelim: a € B keyfi verilsin ve D,(a) C B olsun. G fonksiyonu ise g'nin
D, (a)da bir ilkeli olsun. G(a) = 0 segebiliriz. Bu durumda, bir ~, € Qli «(B)
ile, her z € D,(a) i¢in

rr-en([ ) (o ) (o ) -t

olur. Dolayisiyla f énce D, (a)’da, ardindan B’de holomorftur. Simdi f fonk-
siyonunun, C’ye, her a € A* noktasinda m,.c1 dereceden bir sifir yeri olacak
bigimde, holomorf genisletilebilecegini gdsterecegiz.

Her seyden 6nce yukaridaki denklemden kolayca B’de f'/f = g oldugu
kolayca goriiliir. Simdi r > 0 sayisim1 A N D (a) = () olacak bigimde segelim
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ve D}(a)’da F(z) := (z —a)” ™= f(2) olarak tanimlayalim. F' fonksiyonunun
a noktasina, F'(a) # 0 olacak bigimde, holomorf genisletilebilecegini goste-

rirsek igimiz biter. D} (a)’da

FE) S me
F(z)  f(2) z-a 9(2) z—a

olur. Bu egitliklerde en sagdaki terim, g Mittag-Leffler dagiliminin bir ¢6-
ziimii oldugundan, a noktasina holomorf genisletilebilir. Dolaysiyla F'/F
fonksiyonu a noktasina holomorf genigler; 6yleyse F' fonksiyonu a noktasina,
F(a) # 0 olacak bigimde holomorf genisler. Bu, isimizi bitirir.® |

Ornek 6.4.13. Ornek 6.3.24’te (6.30) siniis formiiliinii kamtlamigtik. O formiilii Wei-
erstrass garpim teoreminden kolayca elde edebiliriz. sin7z fonksiyonunun sifir yerleri Z
tam sayilar kiimesidir ve her bir n € Z noktasinda sin 7z fonksiyonunun bir basit sifir
yeri vardir. Z*' i Ogelerini 1,—1,2,—2,... olarak siralayalim. Bu diziye a1, as,... der-
sek >~ ﬁ =235 - < 400 oldugundan, Not 6.4.6’da belirtigi gibi, her k, = 1
aliabilir ve dolayisiyla

<118 () D)o

n>1 n>1

z z z Z_ z z z Z_
— 1_7> 1 1- = 71(1_7) 2 1 - = —2 ...
Z( 1 e < _1>€ B (& ) e

fonksiyonu yalnmizca Z’nin noktalarinda basit sifir yerleri olan C’de holomorf bir fonksi-
yondur. Bu durumda bir h € H(C) ile

2
sinmz = "*) 2 | | (1 - %)
n

n>1

olur. Bu ¢garpim C’de kompakt normsal yakinsak oldugundan, Logaritmik Tiirev Teoremi’n-

den
2z

2’2—712

1
trz=h' S+
cot Tz (z)+z+

n>1

elde ederiz. Buradan KA T Ornek 4.4.6’da verilen Kotanjant Teoremi ile h’(2) = 0, dola-
yistyla h = ¢ sabit olur. C' := e olsun. Béylece z # 0 igin

sinz 22
. =Cll (1 - 77)

n>1

5Berlin’de Weierstrass’in ders ve konferanslarina katilan Mittag-Leffler, Carpim Te-
oremi’nden haberdardir. Kendisi, bu teoremin benzeri olan, Mittag-Leffler Teoremi ola-
rak adlandirdigimiz teoremi kanitlamigtir. Weierstrass onun kanitin1 hantal bulur, kendisi
bir kamit verir; kitabimizdaki kanit Weierstrass’a aittir. Ancak Mittag-Leffler’in asil he-
defi daha biiyiiktii: Sonsuz ¢oklukta kutup yerleri ve esas tekillikleri olan fonksiyonlarin
belirlenmesi. Buysa tam yedi yilin1 almigtir!
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ve bu esitlikte sag yanda C’de holomorf bir fonksiyon bulundugundan, iki tarafta da z — 0
i¢in limite gegersek m = C' elde ederiz. Yeniden

sinmz =z H (1 — —)
n>1

siniis formiiliine ulagiriz.

Ornek 6.4.14. R-bagimsiz w1, w2 € C*’lar verilsin ve Q := Zw1 + Zows kafesi olsun.
_ o 2\ = _Z) eata(2)
o(z) :=oq(z) =2 H Es (w) =2z H (1 w)e 2
we\{0} we\{0}

carpimi 6.4.3 ve KA T Onerme 1.4.19’dan goriilecegi gibi C’de kompakt normsal yakin-
saktir. Dolayisiyla oo fonksiyonu yalnizca €2’nin noktalarinda sifir degerini alir ve her bir
w € 2 birinci derecden bir sifir yeridir. Bu fonksiyona 6.7.4 altkisminda tekrar dénecegiz.

Problemler
Problem 6.4.1 |E, (z) —1| <3|z|"™, |2| < 3 oldugunu gésteriniz.

Problem 6.4.2 [], -, En(2/2") carpiminin yakinsak oldugu en kiigiik m €
N sayisini1 bulunuz.

Problem 6.4.3 f € H(C) ve n € N* igin asagidaki énermelerin esit oldu-
gunu kanitlayiniz:

(i) f = g" olacak bigimde bir g € H(C) vardr.
(ii) f’nin her sifir yerinin kathiligi n’ye boliinebilir.

Problem 6.4.4 B C C bir boélge ve f,g € H(B)\{0} ise, f1,91,h € H(B)
fonksiyonlarimin B’de ortak sifir yerleri olmayacak, ancak f = hfi,g = hg:
olacak bicimde bulunabilecegini gdsteriniz.

Problem 6.4.5 Her z € Cigin f(z+1) = f(z) bagmtisin saglayan ve sifir
yerleri tami tamina e® — 1 fonksiyonunun sifir yerlerinin eglenikleri olan bir
f € H(C) bulunuz (Problem 6.7.6’dan yararlaniniz).

Problem 6.4.6 Asagidaki denklemlerde birini kanitlayip digerini Logarit-
mik Tiirev Teoremi’nden kazaniniz:

—1—zez/2H< 1 n2>
2

n>1
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Problem 6.4.7 Asagidaki egitlikleri gosteriniz:

o 22
(i) sinhmz = 7wz H <1 + nz>

n>1

2
(ii) COSWZ:H 1-— (ni%) .

n>0

Problem 6.4.8 0 # f € H(C) fonksiyonunun tiim sifir yerleri ikinci dere-
ceden ise, bir h € H(C) ile f = h? oldugunu gosteriniz.

6.5 H(U)nun cebirsel Yapisi

Biz halkalara ve cebirlere iligkin temel kavramlar1 biliniyor varsayacak, an-
cak bizi ilgilendiren kavramlara kisaca deginecegiz. C’de bogtan farkh bir U
agik kiimesi verildiginde H(U) kiimesi, f,g € H(U) fonksiyonlar1 arasinda
tanimlanan + ve - iglemlerine gore birim 6geli bir degismeli halkadir. U’da
ozdes olarak 0 degerini alan fonksiyonu yine yalin olarak 0 ile ve 6zdes olarak
1 degerini alan fonksiyonu yine yalin olarak 1 ile gosterirsek 0 ve 1 fonksi-
yonlar: sirasiyla H(U) halkasinin sifir ve birim 6geleridirler. Bu nedenle, biz
bu kisimda birim dgeli degismeli (R, +,-) halkalarina odaklanacagz, ayrica
0 ve 1 bu halkanin sifir ve birim 6geleri ise, tipki H(U) halkasinda oldugu
gibi, daima 0 # 1 oldugunu varsayacagiz. Biz H(U) nun ayrica bir C-vektor
uzay1, dolayisiyla bir C-cebiri oldugunu biliyoruz ve H(U)’da tanimlanmig
bir topolojimiz de var.

Simdi R yukaridaki kogullari saglayan bir halka, dd. birim elemanli ve
0 # 1 olan bir degigmeli halka olsun. a C R altkiimesine, (a,+) bir grup ve
her r € R i¢in ra C [ ise R halkasinda bir ideal denir. Her a,a1,...,a, € R
icin

(a) :== Ra ve (ai,...,a,) = Ray + -+ + Ray,

birer idealdirler. Herhangi bir a C R idealine bir a € R ile a = Ra ise bir esas
ideal, eger bazi ay, ..., a, € R dgeleriile a = )" | Ra; ise sonlu tiptendir
veya sonlu liretilmigtir denir. R halkasindaki her ideal esas idealse R bir
esas ideal halkasidir, eger R’deki her ideal sonlu tiptense R bir Noether
halkasidir denir. a,b € R olmak iizere bir ¢ € R 6gesi a = bc olacak
bi¢imde bulunabiliyorsa, b 6gesi a’y1 boler denir ve bu bla olarak gosterilir.
1’in bolenlerine birim denir. Birimler her r € R 6gesinin bir boélenidirler; bu
nedenle ilging olan birim olmayan bdlenlerdir. Bir p € R 6gesine, her sonlu
ai,...,an € R icin

plai...an < Ji € {1,...n}pla;
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ise bir asal 6ge denir. ) # A C R ve b € R olmak {izere, her a € A i¢in bla
ise, b 6gesi A'min bir bolenidir denir. ¢ € R 6gesi A’nin bir béleni ve A’nin
her b boleni igin blc ise, c’'ye A'nin bir en biiyilik ortak bdleni denir ve
kisaca ebob A ile gosterilir. En biiylik ortak bolenler birim ¢arpanlar disinda
tek olarak belirlidirler. A’nin en biiyiik ortak boleni 1 ise, A kiimesi géreceli
asaldir veya A'nmin 6geleri aralarinda asaldir denir.

U C Cy bostan farkh bir agik kiime olsun. Her f € M(U) fonksiyonu,

(f)(Z) = Ordzf, zelU

olarak tammlarsak, dogal olarak bir (f) : U — Z fonksiyonu tammlar. f
fonksiyonu U agik kiimesinin hi¢bir bilegeninde 6zdeg olarak sifir degilse,
(f) fonksiyonunun des(f) = {z € U|(f)(z) # 0} destegi, U’da yerel sonlu
Zy(f,U) ile yine U’da yerel sonlu olan f’nin Z(f,U) kutup yerlerinin ayrik
bilesimidir. Bu nedenle des(f) kiimesi U’da yerel sonludur. Ozellikle, her
B C C4 bolgesi ve her f € M(B) igin des(f) kiimesi B’de yerel sonludur.
Destegi yerel sonlu olan b : U — Z déniigiimlerine U’da bolenler diyecek ve

DivU :={b|b: U — Z; desb, U’da yerel sonlu}

kiimesine U’'nun boélenleri diyecegiz. b > 0 olan bdlenlere pozitif denir.
f € M) igin Zy(f,U) kiimesi U’da yerel sonlu ise (f) € DivU olur;
bu tipteki (f) bolenlerine anabdlenler denir. ve des(f) = Zo(f,U) oldugu
apaciktir.

U acik kiimesindeki her W = {(a,m,) |a € A} W-dagilimia

m,, z€A

Vz € U igin w(z) := {0 c\4
,  z

olarak tanmimlanan bir tv > 0 bdleni, tersine b > 0 olan her b € DivU
boélenine U’da {(b, mp) | b € des b} olarak tanimlanan bir W-dagilimi karsilik
gelir. Teorem 6.4.4 ve 6.4.9’u agagidaki gibi de dile getirebiliriz:

Teorem 6.5.1 Her b € DivU boleni bir f € M(U) ya iliskin, her pozitif
b € DivU béleni ise bir f € H(U) ya iliskin anabélenidir.

H(U)’yu incelemek, U'nun her bir B baglantili bileseninde H(B)’yi in-
celemeye denk oldugundan, bazi 6nermeleri H(B) i¢in kanitlayacagiz. Bu
kisimda U daima C’nin bostan farkli bir agik kiimesini, B ise U’'nun bir
baglantili bilesenini gostersin. H(U)* := H(U)\ {0} olsun.

Teorem 6.5.2 (Boliim Olgiitil) f,g € H(U)* i¢in
(i) flg <= (f) < (g) ve
(”) f|g = ZO(f7 U) - ZO(Q? U)
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Kamt. flg < Jh € H{U)g = fh <= Vz € Bord,g = ord, f +
ord, h < (g) > (f). Diger sav apagiktir. |

Onerme 6.5.3 U C C agik ve ) # F,G C H(U) olsun.
(i) F géreceli asaldir <= (;ep Zo(f,U) = 0, dd. F’deki f’lerin ortak
sufur yeri yoktur.
(i) f = ebob F ve g =ebob G ise, ebob{ f, g} = ebob(F UG).
(iii) (h) = mingep(f) kosulunu saglayan her h € H(U) igin h = ebob F.

Kanit. Dogrudan tanmimlardan ve (6.5.2)’den gikar. [

) # B C C bir bolge olmak iizere H(B) nin asal 6geleri, her b € B igin
pp(z) := z — b fonksiyonlar: ve elbette bunlarm birimlerle ¢arpimlaridir. Do-
laywisiyla f € H(B) fonksiyonunun sonsuz tane sifir yeri varsa, bu fonksiyon
sonlu sayrda asal 6genin ¢carpime olarak yazilamaz!

Onerme 6.5.4 U C Co agik kiimeleri icin H(U) bir Noether halkasi de-
gildir, dolayswyla bir esas ideal halkast da degildir.

Kanit. U’da herhangi bir sayilabilir sonsuz ve yerel sonlu A kiimesini sege-
lim. a:={f € H(U) | A\Zo(f,U)sonlu} olsun. a’nin bir ideal oldugu apagik-
tir; bu idealinin sonlu tipten oldugunu varsayalim. Bu durumda f,..., f, €
H(U) dgeleri a = (f1,..., fn) olacak bigimde vardir. Bu durumda, her f € a
i¢in S := (", Zo(fi,U) C Zo(f,U) olacaktir. Elbette S kiimesi U’da yerel
sonludur ve A\S ise sonludur. Simdi herhangi bir ¢ € S 6gesini segelim ve
Weierstrass Capim Teoremi’ne gore sifir yerlerinin kiimesi S\{c} olan bir
g € H(U) olugturalim. a’nin tanimi geregi g € a ancak S ¢ Zy(g,U), geligki!

|

Onerme 6.5.5 F # 0 ve F # {0} kosulunu saglayan her F C H(U)
kiimesinin en biytk ortak boleni vardar.

Kanit. b := min{(f)|0 # f € F'} € DivU olsun. g € H(U) fonksiyonunu
(6.5.1)’e gore (g) = b olacak bigimde segersek (6.5.2) ile g = ebob F' olur. B

Lemma 6.5.6 (Wedderburn) FEger f1, fo € H(U) aralarnda asal iseler,
91,92 € H(U) fonksiyonlar

afi+gf2=1 (6.52)

olacak bicimde bulunabilirler.
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Kanit. Ilki Wedderburn’e ait olmak iizere iki kanit verecegiz. Her seyden
once f1 = fo ise, kogulumuz, her z € U igin f1(z) # 0 anlamina geleceginden,
g1 = g2 = i ile sav agikardir. Fonksiyonlardan biri, érnegin fo = 0 ise,
(6.5.3)(i)’den dolay1, her z € U igin fi(z) # 0 olur. Bu kez g := % ve
go = 1 igimizi gortir. Kanmitin kalanin1 U’'nun herhangi bir baglantili bilegeni
B i¢in kanitlamak yeterlidir.

Birinci kanat: Simdi f, fo € H(B) olmak tizere yukaridaki irdelemeler-
den dolay1 fi fo # 0 varsayabiliriz. Kogulumuzdan Zy(f1,U) N Zo(f2,U) =0
oldugundan, 1/f1fo € M(B) ve bu fonksiyonun kutup yerlerinin kiimesi
Zo(f1,U)U Zo(f2, U) ayrik birlesimidir. Mittag-Leffler Teoremi 6.3.3’ten do-
lay1, kutup yerleri Zy(f;,U) ve her a € Zy(f;,U) de derecesi — ord, f; olan
kutup yerlerine sahip m; € M(B) fonksiyonlar ile

1
- =M1+ m2
fife
dolayisiyla g1 := mafs ve go := mqf1 fonksiyonlari holomorfturlar ve 1 =

g1f1 + g2 f2
Ikinci kanat: f1, fa € H(U) aralarinda asal olduklarmmdan Zy(f1,U) ve

Zo(f2,U) ayriktir. Bir an igin g1, g2 € H(U) ile g1 f1+9g2f2 = 1 oldugunu var-
sayalim. Bu durumda U\ Zy(f1,U) kiimesinde g1 = (1 — g2f2) /f1 olmal ve
bu fonksiyon Zy(f1,U) kiimesine holomorf genigletilebilmelidir. Bu durumda
g2 fonksiyonu igin Zy(1 — g2f2,U) C Zo(f1,U) olmali ve her a € Zy(f1,U)
icin

mg := ord, f1 < ordg (1 — g2f2) (6.53)

saglanmalidir. Buradan sirasiyla h := 1 — go fo olmak tizere

0=h(a) =1— ga(a)fa(a)
0 = h'(a) = —gh(a) f2(a) — g2(a) f3(a)

0= hﬂ’La—l(a) — —g(ma_l)(a)fg(a) L 92(a)f2(ma_1)(a)

elde ederiz. fi(a) = 0 = fa(a) # 0 oldugundan bu denklem sisteminden,
her a € Sy, igin ga(a), ..., g™~V (a) hesaplanir. Teorem 6.4.10 ise bize bu
kosgullar1 saglayan bir go € H(U) fonksiyonunu olusturabilecegimizi séyler ve
bu, kanit1 tamamlar. |

Onerme 6.5.7 fi,...,f, € H(U), (n > 2) fonksiyonlarman bir en biyiik
ortak boleni d ise, hy, ..., h, € H(U) fonksiyonlar

h1f1+"'+hnfn:d (654)

olacak bicimde bulunabilir.
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Kanit. n iizerinden tiimevarim uygulayacagiz. n = 2 olsun. Bu durumda
fi/d ve fo/d aralarinda asal olacaklarindan, (6.5.6) ile hq, hy € H(U) fonk-
siyonlar hy (f1/d)+ha (f2/d) = 1 olacak bi¢imde bulunabilir. Elbette hj f1+
ha fo = d.

Simdi n > 3 ve sav n — 1 igin kamtlanmig olsun. d := ebob{fi,..., fu}
ve d* := ebob{fs,..., fn} olsun. Onerme 6.5.3(ii)’den d = ebob{f,d*}.
Az once kanitlanandan 3hy, h* € H(U) : d = hyf1 + h*d*. Diger yandan,
timevarim kogulundan 3h3,... At € H(U) : d* = Y1, bl f;. Boylece 2 <
i <nigin h; ;== h*h} alirsak d = Y ;" | h; f; olur. [ |

Sonug 6.5.8 fi,...,f, € H(U) aralarnda asalsa (fi,..., fn) = H(U).
Kanit. Varsayimdan ebob {f1,..., fn} = 1 oldugundan, Onerme 6.5.7’den
Elhl,...,hnEH(U) hifi+--+hpfn=1.

Dolayisiyla 1 € (f1,..., fn), bunun sonucu ise (f1,..., fn) = H(U). [ |

Problemler

Problem 6.5.1 B C C bir bolge ise, her sonlu iiretilmis a C H(B) idealinin
bir esas ideal oldugunu kanitlayiniz.

Problem 6.5.2 Her a C H(U) esas idealinin H(U) topolojik uzayinda
kapali oldugunu gosteriniz.

Problem 6.5.3 U agik kiimesindeki herhangi bir W-dagiliminin f, g gibi
iki ¢oztimii igin (f) = (g) oldugunu; tersine bir a C H(U) esas idealinin igin
a=(f) = (g) ise, f ve ¢’nin U’da aym W-dagilimini belirledigini gosteriniz.

Problem 6.5.4 U C C. actk ve A C U yerel sonlu ve sonsuz olsun.
A’nin oOgeleri aq,ao, ... olarak siralansin. Her n € N* icin f,, fonksiyonu
Wy, == {(ag, 1) | k > n} dagihminin bir ¢éziimii ise, a = (f1, fa,...) idealinin
sonlu iiretilemeyecegini kanitlaymiz (bu (6.5.4)’tin ikinci kanit olur.).

6.6 Gamma Fonksiyonu

Dogal sayilar igin 0! =1 ven € N* iginn! :=1----- (n — 1) - n bize bir

[N =N f(n):=(n-1)! (6.55)



494 KOMPLEKS ANALIZ 1

fonksiyonun verir; f(n)’in degerinin n! degilde (n — 1)! olarak tanimlanmasi
yalnizca tarihi nedenledir. f fonksiyonu tiimevarimla

f(1):=1veneN"igin f(n+ 1) :=nf(n) (6.56)

olarak tanimlamr. Bu f fonksiyonunu ilk Euler bir T': (0, +00) — (0, +00)
reel analitik fonksiyonuna genigletmistir. Biraz ileride Euler’e dayanan bir
tanimi verecegiz. Fakat Gauss daha bagtan bu fonksiyonun C’ye genigletil-
mesi gerektigini savunmustur. Konumuz baglaminda biz elbette ilk bastan

f)y=1vevVzeC: f(z+1)==z2f(2) (6.57)

kogulunu saglayan bir holomorf f:C — C fonksiyonunun pegine diigecegiz.

Ancak (6.57) kosulunu saglayan her f fonksiyonunun zorunlu olarak —N’nin

noktalarinda birinci dereceden kutup yerleri oldugunu kanitlayacagiz ve boy-

lece f i¢in “holomorfluk” isteginden vazgecip “meromorfluk” ile yetinecegiz.
f : C — C fonksiyonu (6.57)’yi saglasin. Tiimevarimla, her n € N igin

fz+n+1)=2(z+1)----- (z+n) - f(z), ardindan
B fz+n+1)
(z4m)-f) = Ty (z+n—1)

elde ederiz. f en azindan siirekli ise

lim (z+4n)- f(z) = ! (=1"

it (—D)mnl ~  nl

(6.58)

olur. Bu demektir ki f’nin her n € N igin —n’de birinci dereceden bir kutup
yeri vardir ve oradaki kalani ise (—1)"/n!'dir.

Sonugta aradigimiz, —N'nin noktalarinda birinci dereceden kutup yerleri
olan bir f € H(C\ — N) fonksiyonudur, 6yle ki

f(1)=1veher z€ C\ —Nigin f(z+1) = zf(2) (6.59)

olsun. Her geyden 6nce gsunu belirtelim ki, (6.59)u saglayan bir fonksiyon
varsa, bu tek olarak belirli degildir. Eger f fonksiyonu (6.59)'u saglarsa,
f*(z) = f(2)cos2nz fonksiyonu da (6.59)’u saglar. fi ve fa fonksiyonlari
(6.59)’daki ikinci esitligi saghyorlarsa, 1 sayis1 fi/fo fonksiyonun bir periyo-
dudur. fa fonksiyonu (6.59)'un bir ¢oztimii ve p ise 1 periyotlu ve p(1) =1
kogulunu saghyorsa, f; = pfa de (6.59)’u saglar(Problem 6.6.1).

Biz Euler, Gauss ve Weierstrass'in (6.59)'u saglayan I'g, I'g ve T'y ¢o-
ziimlerini verecek ve bunlarin birbirine esit olduklarini kanitlayacagiz. Bu
kanittan sonra bu fonksiyonlar i¢in I' gbsterimini kullanacagiz. Ancak 6nce
parametrik integrallere iligskin bir teorem kanitlayacagiz.
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Teorem 6.6.1 B C C bir bolge, a € R ve f : B X [a,+00) — C sirekli
olsun. Bir M : [a,+00) — [0, 400) fonksiyonu ile fa+°° M yakinsak ve

V(z,t) € B X [a,+00) i¢cin |f(z,t)] < M(t)

olsun. Bu durumda fa+oo f(z,t)dt integrali B’de diizgiin ve mutlak yakinsak-
tor. Hert € [a,400) i¢in f(-,t) € H(B) ise, z € B igin g(z) := f:oo f(z,t)dt
ile tamwmlanan g fonksiyonu B’de holomorftur.

Kanit. € > 0 keyfi verilsin. b > a sayisi fb+o° M < e olacak bigimde segilsin.

VzeB VYe>b ‘/ f(z,t)dt‘g/ |f(z,t)|dt§/M§a.
b b b

B’deki diizgiin ve mutlak yakimsaklik Cauchy Yakinsaklik Olciitii'nden ci-

kar. KA I Teorem 2.5.6’dan dolay1, her a < r < s < 400 i¢in g, 4(2) :=

f: f(z,t)dt fonksiyonu B’de holomorftur. a < r, < s, < +00, 1, \, @,

$p /400 olmak lizere gn(z) := gr, s, (2) ile tammlanan (g,,) C H(B) dizisi

B’de g’ye diizgiin yakinsar; dolayisiyla g € H(B). [ |
Euler Yaklagimi: Her n € N* icin

+oo
T's(n) :_/ et lat
0

dersek okur kolayca I'g(1) = 1 ve kismi integralle (u(t) = t"~1 o/(t) = e7?),
I'p(n+1) = nl'g(n) oldugunu gortir. Bu I'g : N* — N* fonksiyonu (6.56)’y1
saglar. Gergel analizde Euler’in bu I'g fonksiyonunu (0, 400) araligina

+00
Tp(z) = / et=ldp, =1 = gle-Dnt (6.60)
0
ile geniglettigini goriiriiz. Elbette 'y > 0. Bu fonksiyon C*’ya

+oo
Ie(z) = / e~ ldt, 7T = elEm DIt (6.61)
0
olarak tagmmir. z = x + iy, x > 0 igin |e_ttz_1| = e *~! oldugundan,
(6.61)’deki integral Teorem 6.6.1’den dolay1 mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla
bu denklem C* ’da bir holomorf fonksiyon tanaymlar. Bunu séyle de gorebiliriz.
Her n € N* i¢in
n
fn(2) :—/ e”tt*7dt, zeCt
1/n
olarak tanimlansm. KA T Teorem 2.5.6’dan dolay1 f,, € H(C™). }tz_l‘ = o1
oldugundan, (f,) dizisi 0 < a < b < +oo olmak iizere, her S, = {z =
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x +iyla < x < b} kapali dikey seridinde diizgiin yakinsaktir. Weierstrass
yakinsaklik teoreminden dolay1

n—-+o0o

+o0o
FE(z):/ e ' ldt = lim f,(2)
0

C*’da holomorftur. Ayrica, her z € C* igin T'g(2) # 0, Tg(1) =1 ve

+oo +o0o
I'g(z+1) = / e M dt = —/ t*d(e™)
0 0

z,—t]1to0 oo —tyz—1
= [~t%e ]0 +z e " dt = 2I'p(z)
0

oldugundan, I'g fonksiyonumuz (6.57)yi saglar. Oyleyse, yukaridaki gibi
2z € CT igin

Fe(z4+4n+1)=z2(z+1)----- (z+mn) -Tr(z) (6.62)
olur. Her n € N* igin CT, := {2z € C| Rez > —n} olmak fizere (6.62) denk-
lemi I'p fonksiyonunu C*,\ {0, —1,...,—(n —1)}e

I'ep(z+n+1)
r = 6.63
AR TPy pevy ey (6.63)

olarak genigletmemizi saglar. n € N* keyfi oldugundan ve tiim bu geniglet-
meler C’da gakigtiklarindan, sonugta (6.61) ile tanimlanan I'g fonksiyonu-
muzu, C\ — N’de holomorf, C’de meromorf ve yine I'g ile gosterecegimiz bir
fonksiyona geniglettik. I'p aradigimiz tipten bir fonksiyondur.
Gauss Yaklagimi: f fonksiyonunu Gauss C\ —N’e, her z € C\ — N i¢in
n? - n!

tol) = I e D ern (6.64)

olarak tamimlayarak genigletir. Bu tanimin bir dayanagi, bir mantig1 ne ola-
bilir? m,n € N* i¢in

o n+ln+2 n+m
m-(m+1)-(m+2)----- (m+n) n on n

(m—1)!=

(m—1)!'= lim

nstoom-(m+1)-(m=+2)-----(m+mn) (6.65)

olur. Gauss (6.65)'te m yerine herhangi bir z € C\ — N koymustur. Bir
an her z € C\ — N igin (6.64)’teki limitin varhgimni varsayarsak okur kolayca
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I'e(1) =1vel'g(2+1) = 2I'¢(z) oldugunu goriir. Ayrica, biraz ileride (6.64)
limitlerinin varhgmni, I'¢ € H(C\ — N) ve f’nin her bir £ € —N’de birinci
dereceden kutup yeri oldugunu kamtlayacagiz. Dolayisiyla I'¢ de aradigimiz
tipten bir fonksiyondur.

Weierstrass: Simdi biz 'y € M(C) ve I'g’'nin kutup noktalarmin kii-
mesinin —N ve I'g’nin her bir £ € —N’de birinci dereceden bir kutup yeri
oldugunu biliyoruz. Ayrica, her z € C\ —N igin I'g(z) # 0. Dolayisiyla 1/T'g
yalnizca —N’in noktalarinda birinci dereceden sifir yeri olan C’de holomorf
bir fonksiyondur. Weierstrass i¢in, aradigimiz fonksiyona I'yy dersek, 1/Tyw
fonksiyonu yalnizca —N'1mn noktalarinda birinci dereceden sifir yeri olan C’de

oo | 1 |?
n=1|—-n

holomorf bir fonksiyon olmalidir. §imdi ) yakinsak oldugundan,

1/Tw fonksiyonu

+00
IR ez
g(z)=e z 7}_[1 <1 + n) e n, heH(C) (6.66)
tipinde olacaktir (bkz. s.481). Simdi A’yi uygun segersek g(1) =1 ve
1 1 1
gz +1) = - = Lg(2), dd g(z) = 29(z+ 1) (6.67)

S Tw(z+1)  2Tw(z) =z
esitliklerinin saglanabilecegini gorelim. h’yi boyle segebilecegimizi gosterece-
giz, ancak once gercel analizden bir bilgiyi aktaracagiz. n € N* i¢in

n

an::Z%—lnn

m=1

pozitif terimli azalan bir dizidir; dolayisiyla yakinsaktir. £ := lim a,,’e Euler

sabiti denir.”
Teorem 6.6.2
Tw(z) :=e 5= Ly ﬁo (1 + i>_1 e*/m
z m

ile tanwmlanan Ty fonksiyonu C\ — N’de holomorftur ve orada
F'w(z+1)=2Tw(z) ve 'y (1) =1 (6.68)

esitliklering saglar. Ty 'nin her n € N i¢in —n’de birinci dereceden bir kutup
yeri vardiwr ve oradaki kalany ise %’dir. Ayrica, her z € C\ — N igin
Lw(z) #0.

"E yerine 7 ve C gosterimleri daha yaygindir. Biz yavagca kullanima giren E’yi sectik.
Bu saymin degeri £ = 0.57721566490 . .. seklindedir . Bugiin icin E sayisinin rasyonel mi
irrasyonel mi oldugu bilinmemektedir.
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Kanit. n € N* i¢cin
n 1 1 n
gn(z VAN H ( )6 m :eh(z 7n lai H Z+m
m=1 n! m=0
olmak iizere (6.66)’dan g(z) = lim,,—, 4~ gn(2) oldugundan

z2gn(z + 1)

2g9(z+1) _ = lim PG ha % (o 1)
9(2) n—too  gp(2) n—+00
— lim MR-k e L)
n—+00 n
n
1 z+n+1
—nEI_’I_looeXp h(z—l—l)—h(z)—zzlm-i-lnn -
m=

=exp[h(z+1) — h(z) — E].

Eger (6.67)'nin saglanmasi istiyorsak exp[h(z + 1) — h(z) — E] = 1, dd.
h(z+1) — h(z) — E = 0 olan bir h € H(C) fonksiyonuna gereksinimiz var.
h(z) = Ez bu isi goriir. (6.66)’da h(z) = Ez alarak elde ettigimiz

g(z Lz H (1+ )e : (6.69)

ile I'yy = 1/g olur. g fonksiyonunu (6.67) saglanacak bi¢imde belirledigimiz-
den, her z € C\ — N i¢in I'iy (2 + 1) = 2w (2) saglanir. Ayrica

+oo
-1 (1+f) e %, zeC (6.70)
n=1 n
olmak tizere, her z € C igin
2P (24 1) G+ 1) =2-g(z+1) = g(z) = z- % - G(2).
Dolayisiyla z € C* igin
E (z41)-G(z+1)=G(2)

Ancak G fonksiyonu 0’da siirekli oldugundan, z — 0 i¢in limite gegersek
e?G(1) = G(0) = 1 elde ederiz. Boylelikle Ty (1) = e ® - 1-(G(1)) ' =1
elde edilir. g € H(C) oldugundan g’'nin kutup yeri yoktur; dolaysiyla I'yy =
1/g’nin sifir yeri yoktur. Kalanla ilgili savimizin (6.68) denklemlerinin bir
sonucu oldugunu bu kismin baginda tartigtik. |
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Onerme 6.6.3 T'w =Tq.
Kanit. (6.69)’dan yola gikarak py(z) = ef% -z - T[5 _ (1+ 2) e~ m olarak

m=1
tanimlarsak
B L Be 24D (z4n) s 1)
g(z) - nggloopn( ) - ngrfoo € n! € '
" 1) ...
= ngrfoo eZ(E*Zm 1 +lnn) . e—zlnn . Z(Z + ) ' (Z + n) (671)
n!

= lim e(F-Xhoimthon) . iy AChY A, CRL) (6.72)

n—r+00 n—+00 nl - n?
1. lim zZ(z+1) - (z+n)

n—-+o0 n!-n?

Burada, (6.71)’deki limit ve (6.72)’deki ilk limit var; bu ikinci limit 0’dan
farkli oldugu igin (6.72)’deki pargalama gegerlidir. C\ —N’de g(z) # 0 oldugu
icin

—— = lim ni-n
g(z) notooz(z+ 1) (24 n)

VzeC\—-N: T'w(z) = =Tq(2).

I'c ve I'yy fonksiyonlarmin her ikisi de (6.57) esitliklerini sagladigindan, her
n € Nigin —n’de kalan1 (—1)" /n! olmak iizere birinci dereceden kutup yerleri
olan fonksiyonlardir. Boylece C’de I'q = I'yy. |

Boylece (6.64)’teki limitin varhgimi da kanitlamig olduk.
Teorem 6.6.4 T'p=T¢ =Ty.

Kanit. Onerme 6.6.3’ten I'yy = I'¢ oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla ', ' €
M(C). Bu nedenle Ozdeslik Teoremi'nden dolay1 (0, +occ)’'da 'y = I'¢ ol-
dugunu kanitlamak yeterlidir. z € R ve x > 1 olsun.

T () = /On (1 - :L)ntff—ldt - /01(1 —o)stlds, <3 _ 2) . (6.73)

olarak tamimlansin. Kismi integral alarak

1 x z+1 1 1
[(z) = / 11— s)ds = G = :
0 r x+1], =z(x+1)

Simdi (6.73)’te kismi integrasyon alirsak

rn(x):ffonu—s)nd :—/ d(1— s)"
:nﬂ;:rl /01893(1_ §)" s = (n_1> an Wz +1).

(6.74)
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Bu adim n — 1 kez tekrarlanir ve (6.74) gozetilirse

x T

nin
z(x+1)---(x+n)

nln
(x+1)---(x+n—2)

Ip(z) = . MNz+n—-1)=

elde edilir. Béylece, her x € (0, +00) igin

' _ nln®
Pl = Lo )= B e D

=Tg(x)

olur. C*’da holomorf olan I'g ve I'g fonksiyonlar1 (0, +o0)’da cakistiklar:
icin, Ozdeslik Teoremi'nden dolayr C*’da I'y = I'g olur. [ |

Daha 6nce de soyledigimiz gibi, bundan boyle I'g, I'¢ ve I'yy yerine yalin
olarak I' yazacagiz. Boylece, her z € C\ — N i¢in

+0c0 n? - n!
I(z) = / e 't*ldt = lim
0 n—too z - (z41) - (z+n)
—Ez 1 o z\~t z/m
mer L) e
m=1

Onerme 6.6.5 (Euler) I'(1—2)I'(2) = =% ve I'(3) = /7.

sin 7z

Kanit. G, (6.70) ile tamimlanan fonksiyon olsun. Weierstrass'in tanimi geregi
I'(z) =1/ (e¥?2G(z)). Simdi G(2)'nin —N*’da birinci dereceden sifir yerleri
var. Dolayisiyla

+00 . +o0 . +00 52
G(=)G(—2) = [ (1 + ﬁ) | (1 - ﬁ) e =] (1 - n2) . (6.75)
n=1 n=1 n=1

fonksiyonun Z*’da birinci dereceden sifir yerleri var. Ancak Sifr%’nin de
Z*’da birinci dereceden sifir yerleri var. (6.75)’1 (6.30) Euler siniis formiilii
ile kiyasladigimizda

G(2)G(—2) = Sijjz
elde ederiz. Boylece
1 1
F(]' - Z)F(Z) = (_Z)F(_Z)F(Z) = (_Z) E,EZ(_Z)G(_Z) GEZZG(Z)
1 1 1 nz us

2G(—2)G(z) =zsinmz sinwz’
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Bu formiilde z = % alisak (1“(%))2 = m, dolaysiyla (0 + oo)’da I' > 0
oldugundan I'(3) = /7 olur. |

Euler gamma fonksiyonunu tammladiktan sonra matematikgiler f(z +
1) = zf(z) denkleminden yola ¢ikarak I" fonksiyonunu diferansiyel denklem-
ler yardimiyla belirlemeye galigmigtir. Ancak 1887’de Holder, I' fonksiyonu-
nun “agkin bicimde agkin” oldugunu kanitladi. Bundan kastedilense higbir
0+# P e C[X, Xy,...,X,] polinomu i¢in

ol

P(z,0(2),I'(2),....,T™M(2)) =0

olmadigidir. Kanit, boyle bir 6zdesligin I'(z + 1) = 2I'(z) ile bagdagmadig:
tizerine kuruludur.

(InD)" (z) = > >0 <W) > 0 oldugundan(Problem 6.6.6) InT" fonk-

siyonu (0, +00)’da digbiikeydir®. Bohr-Mgllerup InT" fonksiyonunun (0, 4+00)
araliginda digbiikey olmasindan yola gikarak I'[(0, +00)’y1 belirleyen asag:-
daki teoreme ulagtilar:

Teorem 6.6.6 (Bohr-Mgllerup) f: (0,+00) — (0,+00) igin
(1) f1) =1,
(it) f(x+1) =xf(z) ve

(15i) In f digbiikeyse(konveksse)

her x € (0,+00) i¢in f(x) =T(z).

Kamt. (ii)’den dolay1 f’nin (0,4o00) araligindaki degerlerinin (0, 1] aral-
gindaki degerleriyle tek olarak belirli oldugu tiimevarimla kolayca goriiliir.
Simdi 0 < x < 1 ve n > 1 bir dogal say olsun. Bu durumda n — 1 < n <
n+a <n-+ 1 olur. In f digbiikey oldugundan,

Inf(n)—Inf(n—1) - In f(n+2) —1In f(n) < Inf(n+1)—1Inf(n)
n—(n-—1) (n+z)—n - (n+1)—n '

(ii) ile In f(n) = In(n—1)+In f(n—1), In f(n+1) = Inn+In f(n) oldugundan

- In f(n+z) —In f(n)

In(n —1) . <lInn
zln(n—1) < ln‘f(;,l(:;)x) <zlnn
(n=1)%f(n) < f(n+x) <n®f(n) (6.76)

8T C R bir aralik ve f : T — R olmak iizere ij = {(z,y) |z € I, f(z) < y} kiimesi
digbiikeyse, f fonksiyonu I’da digbiikeydir denir. Gergel analizde I’da f” var ve f”’ >0
ise f'nin I’da digbiikey oldugu kanitlanir.
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elde ederiz. (ii)’den
flnt+a)=n-1+a)(n—-2+2)(1+)zf(z)
oldugundan, (6.76)’den

(n—1)"f(n)
z(z+1)--(z+n—-1)

n* f(n)
(x+1)---(x+n—1)

<f@)<- (6.77)

elde ederiz. Bu esitsizlikte ortadaki f(z) sayist n’den bagimsiz oldugu igin
.. e o . + .

sol yanda n — n + 1 gegisi yapabiliriz; sag yanm ise %L—Z ile carpar ve

f(n+1) = nf(n) ve ayrica daha onceki irdelemelerimizden de bildigimiz

f(n+1) = n! oldugunu da gozetirsek (6.77)’dan

n*f(n+1) n*f(n+1) r+n

<
z(x+1)--(x+n) <fl) = z(z+1)---(z+n) n
n nn!
< .
f(x)n—kx_x(x-l—l)"-(:c—l-n)<f(x) (6:78)
esitsizligini elde ederiz. Buradan ise f(z) = limy, 400 m = I'(z)

olur.

Lemma 6.6.7 T' fonksiyonu, 0 < a < b < 400 olmak tizere, her % dikey
kapalr seridinde sinarhdar.

Kanit. Her z = x + iy € C" igin |n®| = n® ve |z| > = oldugundan,

L n*(n —1)!
ITC:)] _ngr-i{loo z2(z4+1)---(z+n—-1)
~ lim n*(n —1)!
n—too |z(z+1)---(z4+n—1)]
< lim nf(n—1)! =T(). (6.79)

“notoox(x4+ 1) (x4+n—1)

I fonksiyonu [a, b] araliginda R-degerli, pozitiftir ve siirekli oldugu igin si-
nirhdir. Dolayisiyla I' fonksiyonu S, , kapal dikey seridinde sinirhdur. |

Teorem 6.6.8 (Wielandt Teklik Teoremi) B C C bilgesi S = [1,2) xR
seridini i¢ersin. f € H(B) fonksiyonu asagqidaki kosullar: saglasin:

(i) f fonksiyonu S seridinde sinirly olsun.
(ii)) V2ze€ B (¢2+1€ B= f(z+1)=2f(z)) olsun.
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Bu kogullarda f fonksiyonu (ii)’deki fonksiyonel bagintiyr koruyarak yine
[ ile gosterecegimiz bir f € H(C\ — N) fonksiyonuna, her z € C\ — N
icin f(z) = f(V)I(z) olacak bigimde genisletilebilir. Eger ayrica f(1) = 1
olmaswiny istersek f =1 olur.

Kanit. (ii)’deki fonksiyonel bagintidan yararlanarak f(z + 1) := zf(z) ile
f fonksiyonu ardigik bigimde 14+ B,2+ B,...,n + B, ... bolgelerine holo-
morf olarak genigletilir; burada n € N*. Yine ayni fonksiyonel bagintidan
yararlanarak bu kez f(z) := f(z +1)/z ile f fonksiyonu meromorf bigimde
-1+ B,-2+ B,...,—n + B, ... bolgelerine meromorf olarak genigletilir.
Sonugta f fonksiyonu C\ — N bolgesine meromorf olarak genigletilir. Kismin
bagindaki hesaplamalarla f’nin her n € N igin —n’de birinci dereceden bir
kutup yeri ve oralarda kalanin ise (_1)+f(1) oldugu goriiliir. Bu nedenle

h(z) = f(z) - f(UT(z), z€C\~N

olarak tamimlanan h fonksiyonu tanim geregi C\ —N’de holomorftur. Her n €
N iginse h'nin —n’de en fazla birinci dereceden bir kutup yeri olabilir; ancak
bu noktalardaki kalani gimdi sifir oldugundan, h fonksiyonu bu noktalarda
da holomorftur. h = 0 oldugunu gdsterirsek igimiz biter.

f(z+1) = zf(2) ve I'(2+1) = 2I'(2) bize, her z € Cigin h(z+1) = zh(z)
bagintisini verir. S seridinde Onsav 6.6.7’den dolay1 I, ve teoremin hipotezin-
den dolay1 f sinirh oldugundan, h fonksiyonu da S geridinde sinirhidir. Bunun
bir sonucu ise, h'nin Sp 1 := {z =z + iy |0 <z < 1} kapali dikey seridinde
sirh oldugudur. Gergekten de h siirekli oldugundan, K := [0,1] x [—1,1]
kompakt kiimesinde sinirhdir. z € Sp 1\ K iginse |z| > 1 oldugundan, |h(2)| =
|h(z +1)/z| < |h(z + 1)] olur. Bu esitsizlik ve A'nin S geridindeki sinirhiligim-
dan ise h'nin Sp1\K’de smirliligin elde ederiz. g(z) := h(z)h(1 — z) olarak
tamimlansin. Agikca g € H(C). Diger yandan z € Sp; igin 1 — z € Sp1
oldugundan, g fonksiyonu Sp; kapali seridinde smirhdir. Ayrica,

h(—2+1) = (—2)h(—2) —> h(—z) = }Zm — ) ve

gz +1) = h(z + D)h(—2) = zh(z)_izhu )

oldugundan, g'nin Sy ; kapali seridindeki siirhlig: tiim C’ye taginir. Liouville
Teoremi’nden dolay1 g sabittir. A(1) = 0 oldugundan, her z € C igin g(z) =
g(1) = h(1)R(0) = 0 olur. Boylece C’de g = 0. Bunun bir sonucu ise, C’de
h = 0. Gergekten de bir a € C i¢in h(a) # 0 varsayarsak bir D, (a)’da h(z) #
0 olur. Boylece, her z € D,(a) igin h(z)h(1 — z) = g(z) = 0 oldugundan,
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her z € D,(a) i¢in h(1 — 2) = 0 olur. Ozdeslik Teoreminden, her z € C igin
h(1 — z) = 0, dolaysiyla her z € C igin h(z) = 0 olur. [ |

Teorem 6.6.9 (Legendre Formiilii)

r (g) r (2 JQF 1) — /27T (2), z€C\ —N.

Kanit.

1

f(z):2z_1I‘<i>I‘ Zt , 2z€C\—N
2 2

olarak tanimlansimn. f(z + 1) = zf(2)6.7.1 saglanir ve f fonksiyonu S o

seridinde siirhdir. Wielandt Teoremi’nin kogullar: saglanir. Boylece f(z) =

F(1)T(2) ve énerme 6.6.5 ile f(1) = I'(3)['(1) = /7. Isimiz biter. [ |

Bu teoremden I'(3) = /7 elde edilir; buradan ise

1 Feo teo o1 oo o
Vo =T <) :/ et 12q¢ :/ e ¥ —2sds = 2/ e % ds,
2 0 0 s 0

dd. [;F®e 5 ds = 1/7 elde edilir.
Problemler

Problem 6.6.1 (i) Sifir degerini almayan f; ve fo fonksiyonlar1 (6.57)’yi
saghyorlarsa, 1 sayisimin f;/ fo fonksiyonunun bir periyodu oldugunu goste-
riniz

(ii) fo fonksiyonu (6.59)'un ikinci esitligini sagliyor ve 1 ise p'nin bir
periyoduysa, f1 = fop’nin de (6.59)’u sagladigim gosteriniz.

Problem 6.6.2 n € N* i¢in s, := Y ,_; % — Inn dizisinin azalan pozitif

terimli bir dizi oldugunu, dolayisiyla yakinsak oldugunu gosteriniz. Bir ipucu:

1/ fonksiyonu [1,+00)’da azalan ve Inn = [" ‘i—x.

Problem 6.6.3 (a) Her zp > 0 sayisina karsilik bir C' > 0 sayisiin
VO<z <z VE>1 771 < Cell?
olacak bi¢cimde bulunabilecegini, (b) ayrica
VzeC Vt>0 (z=Rez>0= |tz_le_t| < t$_1)

oldugunu gosteriniz. Rez > 0 igin (a)’dan yararlanarak ffroo t*~le~tdt'nin,
(b) ve s < 1 igin fol Lds'nin yakmsakligindan yararlanarak fol t*~letdt
mutlak yakinsak olduklarini gosteriniz.
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Problem 6.6.4 I'¢’nin tanimini kullanarak bir satirda F%Z(JZF)I) = z oldugunu

kanitlayiniz.

Problem 6.6.5 G, (6.70) ile tamimlanan fonksiyon olsun. Once G(z —
1)/2G(2)'nin bir tam fonksiyon oldugunu dolayisiyla bir h € H(C) ile e’ye
esit oldugunu goriiniiz. Ardindan logaritmik tiirevlere gegerek h’nin sabit ve
E’ye esit oldugunu bu kisimdaki herhangi bir bilgiye dayanmadan kanitla-
yIniz.

Problem 6.6.6 (0,+cc0)’da (InI")" (z) = > >0 (W) > 0 oldugunu

gosteriniz.

Problem 6.6.7 (6.60) esitliginde integral altinda tiirev alimabilecegini ve
dolaywsiyla IV (z) = 0+OO t*le~tIntdt, I (x) = 0+°° t*Le~t (Int)* dt ol-
dugundan yararlanarak InT' fonksiyonunun (0, +o00)’da digbiikey oldugunu
kanitlaymiz. Ipucu

[(z) - I'"(z) — (I'(2))”
(D(2))”

bagimtismdan ve her z € (0, 4+00) i¢in I'(x) X2 + 2IV(2) X + T (x) > 0 olma-
sindan yararlaniniz.

(InT)" (2) =

Problem 6.6.8 I'(z) =1 [L>1 57 (%) oldugunu gosteriniz.

— z z4n \'n

Problem 6.6.9 Asagidaki ¢arpimlar: I" tiiriinden ifade ediniz:
() Tzt (1= 25) €
(i) Mooy (14 557) (- )
) (1) (1= 3) (1 4) oo

6.7 Dongiilii Fonksiyonlar

6.7.1 Dongiilii Fonksiyonlara ili§kin Genel Notlar

) # S c C bir bolge, w € C ve S +w = S olsun. Bu durumda S bolgesine
w’ya kosut bir gerit denir. C’deki her bolgenin 0’a kogut oldugu apagiktir.
Daha 6nce tamdigimiz S%° yatay seritleri » € R olmak {izere r’ye, Sap
dikey seritleri ise ir’ye kogut seritlerdir. C ise, her w € C i¢in w’ya kogut
bir gerittir. w € C* ve a € C olmak iizere L := {a + tw |t € R} dogrusu
icin C\L'nin Sp,S2 baglantili bilegenlerinin her biri w’ya kosut seritlerdir.
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Ayrica, aj,ay € C ve a; # ag olmak tizere L; := {a; + tw|t € R}, i = 1,2
kogut dogrular1 arasindaki S bolgesi de w’ya kogut bir gerittir.
Simdi S bolgesi w’ya kosut bir gerit ve f € M(S) olsun.

Vze S: f(z+w) = f(z) (6.80)

ise, w sayis1 f fonksiyonun bir dongiisiidiir veya periyodudur denir. 0
her f fonksiyonunun bir déngiisiidiir, buna 6nemsiz déngii denir. Eger f
fonksiyonu sabitse, her w sayisi f’nin bir dongiisiidiir. f fonksiyonunun
dongiilerinin kiimesini Q¢ ile gosterelim. Qy # {0} ise f bir dongiilii
fonksiyondur denir. Eger a noktasi f fonksiyonunun k. dereceden bir sifir
yeri veya kutup noktasi ise, her w € €y i¢in w + a da f'nin k. dereceden bir
sifir yeri veya kutup noktasidir.

(6.80)’den, her w € Qy icin f(w) = f(0+w) = f(0), dolayisiyla ¢ = f(0)
olmak iizere Qf C f~!(c) elde ederiz. Bagka sozlerle f'nin déngiilerinin
kiimesi c yerlerinin bir altkiimesidir. Boylece f sabit degilse {1y déngii kiimesi
S’de yerel sonludur. f’nin baz1 kutup noktalar: da f’nin bir dongiisii olabilir.
Eger w € PyNQy ise ¢ = oo olacagindan, bu durumda Qf C Py olur. Ornegin

1
f(z):Zm

ne”L

fonksiyonumuz igin her n € Z bir kutup yeri ve bir dongidiir.

Ornegin, her bir k € Z icin 2k sayis1 C’de taniml cos z ve sin z fonk-
siyonlarinin birer dongiileri iken 2kmi sayisi C’de tanmimh e* fonksiyonu-
nun bir dongiisiidiir’. cosz ve sinz fonksiyonlarmm doéngiilerinin kiimesi
277 iken e® fonksiyonunun dongiilerinin kiimesi 27iZ’dir. w € C* ise, her
k € 7 igin fr(z) = exp %kz fonksiyonu C’de dongiisii w olan bir holomorf
fonksiyondur. Dolayisiyla, her R € C(z) rasyonel fonksiyonu i¢in w sayisi
R(exp(w™'2mikz)) nin bir déngiisiidiir. Elbette cosz ve sin z fonksiyonlar
her bir S%* yatay seridinde, e* ise her bir Sa,p dikey seridinde dongiiliidiirler.

S geridi 0 # w’ya kosut ve w ise f € M(S)nin bir dongiisii olsun. Bu
durumda 1S bolgesi 1’e koguttur ve orada g(z) := f(wz) olarak tammlanan
g: %S — Cq fonksiyonu, her z € %S igin

9(z+1) = Fw(z+1) = flws +w) = fw2) = g(2)

oldugundan 1 dongiliidiir. Bu nedenle f fonksiyonu w dongiilii ise, f’'nin

incelenmesi 1 dongiilii bir g fonksiyonunun incelenmesine indirgenebilir.
(6.80) esitliginde tiirev alirsak f'(z+w) = f’(2) olur. Dolayisiyla S geridi

w’ya kosut ve w ise f € M(S) nin bir dongiisii ise, w ayni zamanda f"’niin de

9Buna karsin gercel e* fonksiyonunun R’de déngiilii olmadigima dikkat ediniz.



6.7. DONGULU FONKSIYONLAR 507

bir dongiisiidiir. Ancak dongiilii bir fonksiyonun ilkellerinin déngiilii olmasi
gerekmez! Ornegin F(z) = z fonksiyonu déngiilii degildir, ancak dongiilii
f =1 fonksiyonun bir ilkelidir.

S bir gerit ve f € M(S) olsun. S seridi 0’a kogut ve 0 her fonksiyonun
bir déngiisii oldugundan 0 € Qy, Syleyse Q¢ # 0. Diger yandan wi,ws € Qf
ise, her z € S igin z + w1 —wg € S ve

flz+ (w1 —w2)) = f((z —w2) +wi1) = f(z —w2) = f((z —wa) +w2) = f(2)

oldugundan wy; — wy € §y, dolayisiyla (2¢,+), (C,+)mn bir altgrubudur.
Sonug olarak,1 <1 < n ic¢in w; € Qp ve m; € Z ise, w =Y 1" | miw; € Q.
Biz genelde S = C sgeridine odaklanacagiz.

Onerme 6.7.1 f € M(C) ve f sabit degilse Q¢ dongiiler kiimesi (C, +) 'nin
bir ayrik altgrubudur.

Kanit. Yukarida (€27, +)nin bir grup oldugunu gordiik. ¢ = f(0) olmak
tizere Qy C f ~1(¢) oldugunu biliyoruz. ¢ = oo ise, meromorfluk tanimmdan
f~1(c) = Py ayriktir, ¢ € C iginse Ozdeslik Teoreminden dolay1 f~1(c) yerel
sonludur. Dolaysiyla Q¢ C f71(c) oldugundan €2 ayriktir. |

w € C" i¢gin Rw = {tw|t € R} diizlemimizde 0 ve w’dan gegen bir
dogrudur. cos ve sin fonksiyonlar i¢in Q¢os = Qgin = 27Z ve bu dongii-
ler x-ekseni tizerinde bulunurlar. exp fonksiyonunun dongiiler kiimesi ise
2miZ’dir ve bu noktalar y-ekseni izerinde bulunurlar. f(z) = exp (%z) igin
1y = Zw C Rw. Diger yandan, wi,ws € C* sayilar1 R-dogrusal bagimsiz
ve Q(w1,ws) := Zwi + Zws olmak tizere KA T Ornek 1.5.16’da tanimlanan
o fonksiyonu i¢in pe M(C) ve Q, = Q(wq,ws). Karsilagacagimiz durumlar
bunlardan olugur: f sabit degilse €2 ya orijinden gecen bir dogru iizerindedir
ya da Q(w1,ws) tipinde bir kafestir.

Teorem 6.7.2 f € M(C) déongiili fonksiyonu sabit degilse ya birw € C* ile
Qf = Zw C Rw ya da R-dogrusal bagimsiz wi,ws € C* ile Qp = Q(wq,w2).

Kanit. f bir déngiilii fonksiyon oldugundan €2y # {0}.

(1) Bir L dogrusu ile y C L olsun. 0 € € oldugundan L dogrusu
orijjinden geger. Onerme 6.7.1'den dolay1, (0} := Q¢\ {0} 6gelerinin mutlak
degerleri +w gibi iki dongiide minimumunu alir. Elbette Zw C €1; ancak biz
burada Zw = € oldugunu savunuyoruz. Tersini varsayalim ve p € Q¢\Zw
olsun. QO C L = Rw oldugundan, bir m € Z ve bir 0 < 0 < lile p = (m+0)w
olacaktir. Bu durumda fw = p — mw iki dongiiniin farki olarak bir déngii ve
|0w| < |w| olacaktir; bu ise w’'nin tanimi ile geligir. Isareti diginda tek olarak
belirli olan w’ya f’nin temel dongiisii diyelim.
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w1 + we

Sekil 6.3

(2) Simdi Q orijinden gegen bir dogru iizerinde bulunmasm. Q0 ayrik ve
Qy # {0} oldugundan, bir wi’i |wi| = min{|p||p € Q}} olacak bicimde sege-
biliriz. Q}\Rwl kiimesi varsayimdan # () ve 6.7.1’den dolay1 ayriktir. Simdi
bir wy € Qp\Rw; dongiisii |wp| = min{|w||w € 2} \Rw:} olacak bigimde
segilsin. Acgikca |wa| > |wi|. Ayrica, wi,wy € C* noktalar1 aym dogru tize-
rinde bulunmadiklarmdan R-dogrusal bagimsizdirlar ve A(0,w;,ws) kapali
iiggeninde yalnizca 0, w;,wo koseleri birer dongiidiir.

Koseleri 0, w1, w1 + wa,ws olan kapal paralelkenarda §2;’ye ait noktala-
rin bu kogelerden ibaret oldugunu savunuyoruz. Se¢imimizden A(0, w1, ws)
tiggenin yalmzca kogeleri 2¢’dedir. Diger yandan A(ws, w1, w1 + ws) ti¢geni,
koseleri disinda bir w dongiisiinii icerseydi w’ := wy + ws — w da bir dongi
olurdu. w’ — w; = ws — w oldugundan, w’, w1, w,ws noktalar: bir kosegeni
[w1,ws] dogru pargasi olan bir paralelkenarin koseleri oldugundan, w’ dén-
giisii A(0, w1, ws) tiggeninin bir noktasidir ve kogelerinden farklidir (bkz. Se-
kil 6.3). Bu bir geligkidir.

Her (p,q) € Z? igin wpq = pw1 + qwa ve Q(wy,ws) 1= Zw; + Zws olsun.

P(wi,ws) := {sw +twy|s,t €[0,1)}

yariacik paralelkenarina bir temelparalelkenar diyelim ve bunu yalin ola-
rak P ile gosterelim. P kapali paralelkenarimiz yalnizca 0,w;,ws, w1 + wo
déngiilerini icerdiginden, P yalmzca 0 déngiisiinii icerir. Her (p, q) € Z? icin
P,q = wpq+ P olarak tanimlarsak P = Pyy ve { Pyq }p ¢ez nin C'nin bir parga-
lanis1 oldugu apagiktir. Simdi (w1, w2) C Qf oldugunu biliyoruz. Diger yan-
dan w € Qy ise, bir (p, q) € Z?ilew € P, olacaktir. Bu durumda w—wyq € P
de bir déngiidiir; dolayisiyla w — wpq = 0, dd. w = wpq € (w1, w2). Boylece
Q(w1,w2) D Qf ve sonucta Q(wi,ws) = Q. [ |

Bu durumda sabit olmayan bir f € M(C) verildiginde Q; déngii grubu
icin su secenekler s6z konusudur:
(i) Q¢ = {0}, dd. f'nin bir w € C* déngiisii yoktur.
(i) Qf = Zw, w € C*. Bu durumda f basit d6éngiiliidiir denir.



6.7. DONGULU FONKSIYONLAR 509

(ili) R-bagimsiz wi,ws ile Q¢ = Zwq+Zws. Bu durumda f ¢ift dongiiliidiir
denir.
En ¢ok kargilagtigimiz durum (i)’dir; 6rnegin f bir polinom veya bir rasyonel
fonksiyonsa Q; = {0}. Bir sonraki altkisimda (ii) durumunu ele alacagiz. En
ilging olan kugkusuz (iii) durumudur.
w,w’ € C*ve bunlar R-dogrusal bagimsizsa Q(w,w’) := Zw + Zw' mo-
diiliine bir kafes denir; ¢ogu zaman Q(w,w’) yerine kisaca ) yazacagiz. Bu
modiiliin

|wi| = min{|w| |w € Q} ve |wa| = min{|w||w € Q\Rw; }
kosulunu saglayan {w;,ws} bazlarna iyi bazlar diyelim. Teorem 6.7.2'nin
kanitinda, her kafesin bir iyi bazi oldugunu gosterdik. Eger {wi,ws} bir iyi
bazsa {+w1, +we} de bir iyi bazdir.

Uzlagma: Biz bu iyi bazlardan 0 < Arg% < 7 kosulunu saglayan biri

ile calisacagiz. Ancak (i, (o yerine yine wi,ws yazacagiz. Ozetle, su andan
baglamak tizere {w1,ws} iyl baz olsun dedigimizde bu baz pozitif siralanmis,
dd. 0 < Arg g—f < m olacaktir. Tm gekillerimiz bu se¢ime gore ¢izilmigtir.

6.7.2 Basit Dongiilii Fonksiyonlar

Gergel analizde, dongiilii fonksiyonlarin bilindik basit dongiilii cosma ve
sinmax fonksiyonlarinin serilerine agilip agilmayacagim aragtiririz; bu bizi
Fourier serilerine gotiiriir. Benzerini komplekste yapacagiz. S seridi w’ya ko-
sut, f € H(S) ve w € Qf olsun; burada f'nin ¢ift dongiilii de olabilecegini
belirtelim. exp %kz, k € Z fonksiyonlar1 C’de, dolayisiyla S’de w basit don-
giilii fonksiyonlardir. Biz f'nin S’de, kendisine kompakt diizgiin yakinsayan
bir Z;ﬁi oo Ok XD %kz serisine acilabilecegini kanitlayacagiz.

Once Sap dikey serit kavraminda a = —oo ve b = 400 olmasmma da
izin verecegiz. Bu durumda a € R icin S_ 4 seridi Rez = a dikey dog-
rusunun solundaki, S, 4~ ise bu dogrunun sagindaki serittir. Diger yandan

S_sorto0 = C.

Teorem 6.7.3 w € C*, S C C ise w’ya kosut bir serit ve f € H(S) olsun.
Keyfi secilen bir zg € S ile, her k € Z igin

1 20+w 7mk§
o = 1 / F(€)e 5 Mg
w Sz

olmak iizere, her z € S igin

+oo )
)= 3 aqer (6.81)

k=—o0
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Mutlak yakinsak bu seri S’de f’ye kompakt diizgiin yakinsaktir ve bu seriye
f’nin S’deki Fourier ac¢ilima denir.

Kanit. Temel stratejimiz sudur: S geridini uygun holomorf déniigiimlerle
bir H(0;r, R) halkasina resmedip f’yi bu halkada bir holomorf fonksiyona
tasiyip, taginan fonksiyonun Laurent agihmdan (6.81) esitligini kazanmak.
(6.81)’in sagindaki gibi bir seri S’de kompakt diizgiin yakinsaksa, her bir
ay exp %kz fonksiyonu w dongiilii oldugundan, S’de w dongiilii bir fonksi-
yon tanimlar.

(1) C,,C, ve C¢ gibi ii¢ ayr1 kompleks diizlem alalim. S seridimiz C,’de
verilmis olsun. w := ¢(z) = 27”z ile tanimlanan ¢ : C, — C,, doniigimii
biholomorftur. ¢~ (w) = 5w. Kolayca goriilecegi gibi ¢ doniigiimii S se-
ridini, —oo < a < b < +o00 olmak {izere bir S, dikey seridine resmeder.
Sap seridi 2mi’ye kosuttur. S,p’'de g := f o (p!]S, ) olarak tanimlanan g
fonksiyonu S, seridinde holomorftur ve 274 periyotludur. Gergekten de

g(w+2mi) = f (%m(w + 2m’)> =f (iw +w) =f (iw> = g(w).

27 27
(2) ¢ = Y(w) = e ile tammlanan ¢ : C, — C, doniiglimii ye-
rel biholomorftur, ancak birebir degildir. 7 := e® ve R = e® olmak iizere

Y(Sep) = H(0;7,R) =: H; burada elbette e = 0 ve e™° = 400 ali-
nacaktir. Bir wy € Sup icin ¢(wo) = (o ise, ¥ (Co) = wo + 2miZ ve her
w € ¥~ (o) igin g(w) = g(wp) oldugundan

her ¢ € H(0;r, R)igin h(e") = h(() := g(w), ( =€ (6.82)

ile kusursuz bigimde bir h : H — C fonksiyonu tanimlanir. 1 (wg) = (p ise,
¥ yerel biholomorf oldugundan, wy ve {p noktalarinin agik U ve V' kom-
suluklar1 1|U biholomorf olacak bigimde bulunabilir. Bu durumda (2|U)~}
logaritmanin bir holomorf dalidir ve bunu log ile gosterirsek V’de h = golog
holomorf olur. Sonucta h € H(H). h fonksiyonu H halkasinda, r < p < R
olmak {izere

+oo
O = act, ap: 2m/ C’“H (6.83)

k=—o00
Laurent acilimina sahiptir ve serimiz halkada kompakt diizgiin yakinsaktir.
(6.82) ve (6.83) esitliklerinden

Z ape®™, w e Sab (6.84)

k=—oc0
elde ederiz. §imdi bir wy € S, noktasin ¥ (wg) = e"° € k, olacak bicimde

e
keyfi secelim. Bir yandan { = €%, d( = e“dw, diger yandan v = wq, wy + 27
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olmak tizere 1y oy = k, oldugundan, KA I Degisken Degistirme Teoremi 2.4.8
ve (6.82) ile

_ 1 h(¢) _ 1 [=F™ glw)
Sonunda (6.84) ve (6.85)'te w = 2T’z déniisiimiinii yaparsak
o= 2mi 1 [#otw 2mi
flz) = Z ape « ¥ ve aj, = / f(&)e s F=de (6.86)
k=—o00 W Jzo

elde ederiz. Dikkat edilirse (6.84)’teki serinin H’deki kompakt diizgiin ya-
kinsakligi, (6.86)’daki serinin S’deki kompakt diizgiin yakimsakligini verir.
|
S ve S* geritleri w’ya kosut, S* C S, f € M(S) ancak f|S* € H(S¥) ise,
f'nin S*’da kompakt diizgiin yakinsak olan (6.86) benzeri bir Fourier serisi
acilimi vardir.
Teorem 6.7.3’iin kanitinda biz S seridini bir biholomorf déniigimle bir
dikey gerite resmederek kamta bagladik. Ancak bir yatay sgerite de resme-
debilirdik. C,,C,, ve C; gibi {i¢ ayr1 kompleks diizlem alalim. Bu kez ¢ :

C. — C, biholomorf déniisiimii w = ¢(z) := Z olsun. Bu doniigiim S
seridini, —oo < @ < b < 400 olmak iizere, bu kez bir §%b = %S yatay
seridine resmeder. Burada da a = —oo ve b = +o00 olabilir. a € R olmak

iizere S™°% geridi iaR yatay dogrusunun altindaki, S%T ise iaR yatay
dogrusunun iistiindeki yaridiizlemdir. Ayrica S~°7>° = C. Diger yandan
f € H(S) olmak iizere, g(w) := f(ww) olarak tammlanan g : S%* — C
fonksiyonu, bu altkismin baginda gosterildigi gibi, 1 dongiilii holomorf bir
fonksiyondur. Simdi ¢ = ¥(w) = e*™™ olarak tanmimlanan, yerel biholomorf
¥ : C — C* doniisiimii S%° yatay seridini, r = e 2™ ve R = e 27 ol-
mak tizere, H(0;r, R) halkasia resmeder. 6.7.3’in kanitina benzer bigimde
asagidaki teoremi kanitlamayi okura birakiyoruz:

Teorem 6.7.4 ¢ : S%* — C fonksiyonu 1 dongiili ise, tek olarak belirli
an € C katsayplary ile, her w € S ve her wy = ug + vy € S igin

+oo ) up+1 ) )
s) = 3 o™ v an= [ gt im)e (687

n=-—00 o

ve (6.87)’deki seri S¥*’de mutlak ve kompakt diizgiin yakinsaktar.

Teorem 6.7.3 teorem 6.7.4’ten hemen ¢ikar.
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Teorem 6.7.5 g € H(S“T) ve Imw — +o0 igin g stmrh ise, g fonksi-

yonunun ST ’da g(w) = :i% @, €2 gibi bir Fourier agilima vardir ve

bu seri, her b > a i¢in ST da diizgiin yakinsaktir.

Kanit. Teorem 6.7.3’in kanitina benzer bir yol izleyecegiz. ( = ¥(w) =
e2™ jle tanimlanan 1) : C,, — C¢ yerel biholomorf déniigiimii S**°° geridini
bu kez R = e72™ olmak iizere D} = H(0;0, R) halkasina resmeder. ( =
e?™v e D% igin h(¢) := g(w) tanmm kusursuzdur ve h € H(D%). Ancak
varsayimimizdan dolay1 gsimdi h fonksiyonu 0’ bir komsgulugunda sinirh
oldugundan, Riemann Genigletme Teoremi’yle sifira da holomorf genigletilir.

Bu durumda h fonksiyonu Dg’de h(() = ::6 anC™ gibi bir kuvvet serisine
agilabilir, dolayisiyla S4+'da g(w) = 3.7 a,e?™™. Ayrica b > a igin
r := e 2™ olmak {izere h'nin serisi D,’de diizgiin yakimsak oldugundan,
g’'nin serisi S®1t’da diizgiin yakinsaktir. [ |

6.7.3 Elliptik Fonksiyonlar

Bu altkisimda wy,ws € C* 6geleri R- dogrusal bagimsiz olmak iizere daima
Q = Qw1,ws2) ve ayrica {w,ws}, daima Q’'nin bir iyi baz1 olacak. Ayrica

P =Py := {sw1 + two ‘ s,t € [0, 1)}

yariagik paralelkenar: daima €2’nin bir temelparalelkenarini gésterecektir. Bir
f € M(C) meromorf fonksiyonuna, uygun bir Q(wq,ws) ile Q5 = Q(w1, wa)
ise ¢ift dongiilii demistik; eger yalmzca (w1, w2) C Qf olmasini istersek f’ye
bir eliptik fonksiyon diyecegiz. Bu tanimlara gore sabit fonksiyonlarimiz
¢ift dongiilii degil ancak eliptik fonksiyonlardir.
Simdi
K(Q):={f|feM(C)ve QC Qy}.

olarak tanimlayalim. K (€)' nin 6gelerine ) kafesine iligkin eliptik fonk-
siyonlar denir. KA I Teoerem 3.9.9’dan M (C)’nin bir cisim oldugunu biliyo-
ruz. Kolayca goriilecegi gibi K (€2) da bir cisimdir. Ayrica, R € C(X1,...,X},)
bir rasyonel fonksiyon ve fi,...,f, € K(Q) ise, R(f1,...,fn) € K(Q).
Eger p € C[z] polinomu sabit degilse p ¢ K(2) olmahdir. Diger yan-
dan Q’ya iligkin eliptik fonksiyon olan @ fonksiyonu K (2)’dadir. Béylece
C ¢ K(©) & M(C). Ayrica, f’nin dongiileri f”niin de dongiileri oldugun-
dan, f € K(Q) ise f' € K(Q) olur. Su basit bilgiyi ayrica not etmekte yarar
var: f € K(Q) fonksiyonu C’de aldigr her degeri P yariagik temelparalelke-
narmda ve a € C olmak tzere P’nin her P, := a + P otelemesinde de alwr.
Agiktir ki, f fonksiyonu f|P veya a € C keyfi olmak iizere f|P, ile tek olarak
belirlidir.
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Not 6.7.6 Tq := C/Q boliim grubu boliim topolojisi ile ele almacaktir ve
bize bir torus verir. z € C olmak iizere To'min 6geleri [z] = z + Q denk-
lik simflarindan olugur. z,w € C &gelerine [z] = [w] ise birbirlerine denktir
denir; bu ise z — w € ) anlamina gelir. P yariacik temelparalelkenarin ta-
nimindan dolayr P’nin farkli noktalari asla denk degildirler. ¢ : C — Tg
dontigiimii ¢(z) = [2] ile tanimlanan bolim doéniigiimiimiiz olsun. T’ nin
geometrik yapist bir lastik tekerinin geometrik yapisidir. Once P kapali te-
melparalelkenarii, [0, ws] kenari tizerindeki two noktasi [wy,w; + wa] kenari
iizerindeki wy 4 twe noktasina gelecek ve bir boru elde edecek bicimde biikii-
niiz; ardindan bu boruyu [0, w;] kenar: tizerindeki sw; noktasi [wa,wa + wi]
kenar tizerindeki wy + swy noktasina gelecek ve bir teker elde edecek bigimde
biikiiniiz(bkz. Sekil 6.4)°.

1 ( )
: vl

\ 4
s {)

Sekil 6.4: Torus

q doniigiimii siirekli, P kompakt ve T, = ¢(P) oldugundan, T, bir kom-
pakt topolojik uzay verir. Aslinda daha fazlas: gecerlidir: Ileride T’nin bir
kompakt Riemann yiizeyi oldugunu gorecegiz. Simdi f € K(Q) ise, f'ye
f([2]) = f(2) kusursuz tanmuyla bir f : T — Co fonksiyonu kargihk
getirilir. Tleride verecegimiz tamimlarla f : Tq — C4 bir meromorf fonk-
siyon olacaktir. Eger f sabit degilse, her a € C i¢gin f’nin a yerlerinin
sayist sonlu olmak zorundadir. Tersine, her meromorf § € M(Tq) fonksi-
yonu ic¢in g(z) := §([z]) bize bir g € K(Q) verecektir. o(f) := f ile ta-
nimlanan ¢ : K(2) — M(Tq) doniisiimii, cisimlerimiz arasinda bir egyapi
doniigiimdiir. Bu altkisimda bu bilgileri aklimizin bir kenarinda tutmak ya-
rarl olacaktir. A

f € K(Q) sabit degilse Ozdeslik Teoremi’nden dolay1 f'nin kutup yerleri
ve sifir yerleri yerel sonlu olduklarindan, P’de f’nin ancak sonlu sayida sifir
yerleri ve sonlu sayida kutup noktalar: olabilir. Dolayisiyla uygun a’lar i¢in
P,’nin simnirinda f’nin sifir yeri de kutup noktasi da bulunmaz; sayilabilir
¢oklukta a digindan bu boyledir.

Tanmim 6.7.7 f € K(Q) sabit degilse ve 0P, da f’nin sifir ve kutup yerleri
yoksa P, yaragik paralelkenary f i¢in tyidir diyelim.

10Cizim kolayhg: icin P paralelkenarimz: bir dikddrtgen olarak sectik.
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e > 0igin a. := (w1 +wo) ise, okur kolayca yeterince kiigiik her ¢ > 0 i¢in
P,.’nun f i¢in iyi oldugunu goriir. f € K(Q2) ve ¢ € C keyfi verilsinler ve
[2] = [w] olsun. z noktasimin f’nin k. dereceden bir c-yeri olmasi w noktasimin
f’nin k. dereceden bir c-yeri olmasina denktir. Ayrica Res(f, z) = Res(f,w).
Bu nedenle f'nin P’deki c-yerlerine, 6zellikle sifir yerleri ve kutup yerlerine
iligkin bir 6nermenin dogru olmasi ayni 6nermenin herhangi bir P,’da dogru
olmasina denktir.

/

w1 + Wa 6.2
w2
q4 . 0/1
P
w1
a2
q1 Pa

Sekil 6.5: Onsav 6.7.8¢ iligkin sekiller.

Lemma 6.7.8 f € K(Q) ve P,, f i¢in iyi ise, faPa f=0.

Kanit. Pozitif yonlenmis 8P, smir1 q1¢2q3qaqi ise, f fonksiyonumuz P,’nin
birbirine kogut kenarlar: {izerinde aym degerleri aldigindan, [—, f+ . T f=

aas
0 vefmf—kfmf = 0 olur. Béylece [5, f = 0.

Bu gergegi P,’'va ge¢meden soyle de gorebiliriz(bkz. Sekil 6.5'teki sag
sekil.). f fonksiyonunun P N dP’deki sonlu sayidaki kutup yerleri ¢y, ..., ¢p,
olsun. P'nin ¢;’yi igeren kenarma kosut olan kenarinda bir ¢} igin [¢;] = [¢}].
Boylece f’nin dP’deki kutup yerleri ¢y, ..., ¢m,c, .. ., ¢, noktalaridir. r; > 0

yeterince kiigiik secilirse, D, (¢;)’de fnin ¢; diginda bir kutup yeri bulunmaz.

K = (PU UDn(Cz’)> \ (U Dn-(c;))

kompakt kiimesinin sinir1 artik f’'nin higbir kutup noktasini icermez. f’nin
K ve P’deki kutup noktalar1 ayni aq,...,a, noktalaridir. Yine yukaridaki
mantikla [, f =0 oldugundan, >7 | Res(f,a;) = 5= [o f =0olur. W
Sabit olmayan basit dongiilii tam fonksiyonlar gérdiik. Buna kargin K ()
kiimesindeki holomorf fonksiyonlar i¢in agagidaki kisitlama gecerlidir:

Teorem 6.7.9 (Liouville I) f € K () sabit degilse f ¢ H(C), dd. f €
K(Q)NH(C) ise, f sabittir. Baska sozlerle: C’deki ¢ift dongiili holomorf
fonksiyonlar sabittir.
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Kanit. f € K(Q2) N H(C) olsun. f alacag: tiim degerleri P’de alacagin-
dan f(C) = f(P) kompakt, dolayisiyla sinirhdir. Liouville Teoremi'nden, f
sabittir. |

Simdi K(£2)’daki ¢ift dongiilii meromorf fonksiyonlar igin de baz kisit-
lamalar oldugunu gorecegiz. Teorem 6.7.9’a gore f € K(Q) ¢ift dongiili ise
f ¢ H(C)olur; sonug olarak f’nin kutup yerleri vardir. f ise C’de aldig
her degeri P temel paralelkenarinda da alacagindan, f'nin P’de de kutup
yeri olacaktir. Diger yandan kutup yerleri ayrik oldugundan, P kompakt
kiimesinde, dolayisiyla P’de f’'nin en fazla sonlu sayida kutup yeri olabilir.

Teorem 6.7.10 (Liouville IT) f € K(Q) ve f’nin P’deki farkly kutup
yerleri ay, ..., a, ise

Z Res(f,a) ZRes f,a;) =0. (6.88)

aGPfﬁP

Kamt. P, yariacik paralelkenarini f icin iyi olacak bicimde secelim. On-
sav 6.7.8 ile

;Res(f,ai) = Z Res(f,a) 2771/ f=0.

acPyNP

Sonug 6.7.11 f € K(Q)nan P’de yalmzca bir tane kutup yeri varsa, bu
kutup birinci dereceden olamaz.

Kanit. a birinci dereceden kutup yeri ise Res(f,a) # 0. Onermenin kosul-
larinda (6.88) esitligi saglanamaz! [ |

Teorem 6.7.12 (Liouville ITT) f € K() fonksiyonu sabit degilse P te-
melparalelkenarinda her ¢ € Cy, degerini, kathiliklaryla saylmak tzere ayni
coklukta alur.

Kanit. P, paralelkenarl f icin iyi olsun. Onsav 6.7.8 ve KA I Argiiman
flkesi'nden, P, = I(8P,) ile

1 £

O=oni Jom F

ZO(f, ) oo(f,f)a)-

0P, tizerinde f fonksiyonunun sifir ve kutup yerleri olmadigindan buradan
Zo(f, P) = Zso(f, P) elde ederiz, dd. kathliklariyla sayilmak iizere f’nin
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P’deki sifir yerlerinin sayis1 oradaki kutup yerlerinin, yani co yerlerinin sa-
yisina egittir. Simdi ¢ € C keyfi verilsin. f’nin c-yerleri g := f — ¢’nin sifir
yerleriyle ve f’nin kutup yerleri g’nin kutup yerleri ile kathliklariyla ortii-
strler. Boylece Z.(f, P) = Zo(9, P) = Zoo(9, P) = Zoo(f, P). [ |

~(f, P)’ye f'nin derecesi denir. Teorem 6.7.12’1 goyle de dillendirebi-
liriz: n. dereceden bir f € K(Q2)\C fonksiyonu her ¢ degerini, kathliklariyla
sayllmak tizere n kez alir.

Teorem 6.7.13 (Liouville IV) f € K(Q)\C fonksiyonunun P’deki sifir
ve kutup yerleri, katliliklariyla alinmak dizere siraswyla s1, ..., 8y VEPL, ..., Pn

1se
n n
Su-Yomen
i=1 i=1

Kanit. P, paralelkenarimiz f i¢in iyi olsun. KA I Teorem 4.2.10’daki (4.20)
esitliginde g(z) = z alirsak

ZSZ Zp = % ZJ;/((ZZ;dz (6.89)

Y= a,a+ wh ve Yo 1= a,a + wy ve h(z) = z];,((zz)) olsun.

OF, =2 + (w1 +m) — (w1 +72) =71,
/ / (z4+wi) —h(z))dz — / (h(z +w2) —h(2))dz  (6.90)
OP, Y1 Y2

ve k=1,2i¢in f, f' € K(Q) oldugunu da gozetirsek

ffletw)  ['()
flz+wg) f(z)
f'z) _ f'(»)

W .
f(z) f(z)
Diger yandan, ~y; gezimizin baglangi¢ noktasi a ve bitig noktasi a + ws oldu-

gundan f(a) = f(a+ws) olur, dd. f o~ ve benzer bi¢imde f o~y gezilerimiz
0 noktasindan ge¢gmeyen kapali gezilerdir. Dolayisiyla

1 [ fe, 1 d¢
2mi Vi f(z)dz_% fO’Yk?
Béylece (6.88), (6.89), (6.90), (6.91) ve (6.92)’den

n n
E S; — E Pi = N1wW1 — Naw2 € Q.
=1 =1

h(z +wg) — h(z) = (2 + wk)

= [(z +wr) — 2]

(6.91)

=n(foy,0) =ny€Z (6.92)
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Teorem 6.7.12 ve 6.7.13, (f) anabdleni ile (bkz. 5.490) kisaca

S (=) =0ve Y (f)z) z€0

zeP zeP

olarak ifade edilebilirler.

6.7.4 Weierstrass p Fonksiyonu

Bu altkisimda da wi,ws € C kompleks sayilar1 R-dogrusal bagimsiz olacak
ve {wy,wa} kiimesi, = Q(wy,w2) modiiliiniin bir iyi baz1 ve P ise yariagik
temelparalelkenarimizi gosterecektirler.

Su ana kadar heniiz ¢ift dongiilii bir fonksiyonla tamigmadik. f € K(Q)\C
¢ift dongiilii fonksiyonlar igerisinde en yalin olanlari derecesi 2 olanlardir.
Bunlar iki tipten olabilir:

(i) P’de birinci dereceden iki kutbu olanlar (Jacobi) ve
(ii) P’de ikinci dereceden bir kutbu olanlar (Weierstrass).

f fonksiyonu Weierstrass tipinde olacaksa bir D}’deki Laurent acgilimi bir
h € H(D,) holomorf fonksiyonuyla f(z) = % + “=* + h(z) seklindedir.
Ancak bu durumda f’nin P’deki kalanlarinin toplami a_; olacagindan, Li-
ouville II Teoremi'nden a_; = 0 ve dolaywsiyla f(z) = “5* + h(z) olur. Ozel
olarak a_s = 1 olmasim isteyip f(z) = Z% + h(z) tipindekilere odaklanirsak
bunlar bir sabit diginda tek olarak belirlidir. Gergekten de f1(z) = Z% +hi(z)
bir bagka aymi tipten ¢ift dongiilii bir fonksiyonsa f — f1 € H(C) N K(Q)
olacagindan, Liouville I Teoremi'nden f — f; sabittir. Dolayisiyla, ayrica
h(0) = 0 olmasini istersek f, varsa tek olarak belirlidir.

Biz Weierstrass'm g fonksiyonuyla énce KA I Ornek 1.5.16’da, sonra
Ornek 6.2.7(3)te karsilasmistik. Ancak oradaki wy, wo yerine simdi wy,wo
yazacak ve genellikten bir sey kaybetmeden {wi,ws} 'nin Q igin bir iyi baz
olugturdugunu varsayacagiz. (6.10)’da toplanabilir bir aile s6z konusu oldu-
gundan, Q* := Q\ {0} olmak iizere bu esitlik

o) =)= 5+ ¥ (con—2) (6.93)

weN*

olur. Bu serinin C’de kompakt normsal, dolayisiyla kompakt diizgiin yakin-
sak oldugunu biliyoruz. Bu seri, ézellikle her z € C\{2’da mutlak yakinsaktir.
Biz bir kez € kafesini segip sabit tutacagimizdan pg(z) yerine yalin olarak
o(z) yazacak ancak asla p'nin daima bir 2’ya iligkin oldugunu unutmayaca-
g1z.
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p(z) fonksiyonu C’de meromorf, C\Q’da holomorftur. g(z) fonksiyonu-
nun, her w € Q noktasinda esas kismi 1/(z — w)? olan ikinci dereceden bir
kutup yeri vardir. —Q =  oldugundan, (6.93)’ten kolayca goriilecegi gibi
o(2) bir ¢ift fonksiyondur, dd. her z € C\Q igin p(z) = p (—=2).

Onerme 6.7.14 g, ¢ € K(Q).

Kanit. (6.93)teki serimizin yakinsaklik karakterinden terim terim tiirev ala-
biliriz ve yine bir ' € M(C) elde ederiz ve C\?’da

o(z)=—-2) (Z_lw)g (6.94)

Her w € Q i¢in @' (2 +w) = ¢'(2) oldugu apagiktir. Bunun bir sonucu olarak,
keyfi verilen bir w €  ile tamimlanan h(z) := p(z + w) — p(z) i¢in C\Q'da
I = 0 olur. Dolayisiyla h = ¢ € C. Simdi g’nin ¢ift oldugunu gozetirsek
¢ = h(—w/2) =0, boylece p(z + w) = p(z) olur. Sonugta p, P’ € K(2). N
p fonksiyonunun P temelparalelkenarinda bir tek z = 0 noktasinda ikinci
dereceden bir kutup yeri vardir. p sabit olmadig: i¢in Teorem 6.7.12’den,
her ¢ € C degerini kathiliklariyla sayilmak {izere iki kez alir. Diger yandan,
@ ’niin P’de bir tek z = 0 noktasinda {iglincii dereceden bir kutup yeri vardir.
Dolayisiyla " ’niin P’de kathliklariyla sayilmak iizere sifir sayisi tigtiir. Biz
@' 'niin yalmzca %+, %2 ve % noktalarinda birinci dereceden sifir yerleri ol-
dugunu kanitlayacagiz. p’'nin bu noktalarda aldigi degerlere sirasiyla ¢y, o, c3
dersek, p bu degerlerin her birini ikinci dereceden alacagindan, bunlar birbi-
rinden farklidir ve p fonksiyonu P’de yalnizca bu degerleri ikinci dereceden
alir. Dolaysiyla 0, %4, <2 ve % noktalar1 digindaki her a € P noktasinda
©'(a) # 0 oldugundan, p fonksiyonu a noktasinda yerel biholomorftur.

Lemma 6.7.15 f € K() bir ¢ift fonksiyonsa, her z € C ve her w €  i¢in
F(4+2)=f(%—2) ve noktase f nin bir kutup yeri degilse f' (%) = 0.

Bunun bir sonucu olarak @' 'niin P’deki sifir yerleri <L, %2 ve ‘“1'57“’2 nokta-

273
laridar.

Kamnit. f bir ¢ift fonksiyon oldugundan
o)t (=) rlo-5-)-15-) o
f fonksiyonu %’de analitik oldugundan, (6.95)’ten
)= () e (53
G r (e
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Seri agihminin tekliginden f' (%) = —f’ (%), dolaywsiyla f’ (%) = 0. Simdi

p cifttir. Bir w € Q dongiisii ancak ve ancak wi,ws, w; + we dongiilerinden

biriyse su iki kosul saglanir: (1) § € P, (2) % déngiisii p'nin bir kutup yeri

degildir. Az énce kamitlanandan ¢/ (%) = ¢/ (£2) = ¢/ (£422) =0 olur. W
o fonksiyonunun derecesi iki oldugundan, ikinci dereceden aldig:

e1:=p (%) , €2 1= (%) , Ve ez = <w1 ;w2> (6.96)

degerleri birbirinden farkhidir ve P’nin bir bagka noktasinda alinmazlar.

Teorem 6.7.16 (p’nin Diferansiyel Denklemi I) (6.96)daki ey, e9,es3
degerleriyle

(¢'(2))* = 4lp(2) — er]lp(z) — e2]lp(2) — e3]. (6.97)

Kamt. f(z) := (¢/(2))* —4[p(z) — e1][p(2) — 2] [p(2) — e3] olsun. Bir yandan
f € K(Q), diger yandan (6.93) ve (6.94) ile

f(2) = <;+...>_4<216_61+Z+e3+...>

olur. f € K(Q) fonksiyonu sabit degilse, Liouville III Teoremi'nden dolay1
P’de her ¢ € C, degerini kathiliklariyla sayilmak iizere aynm goklukta alir.
Simdi f’nin P’de en fazla dordiincii dereceden bir kutup yeri olabilir, an-
cak kathliklariyla sayilmak iizere P’de en azindan alt1 sifir yeri vardir. Oy-
leyse f bir sabit fonksiyondur ve f fonksiyonu P’de sifir degerini aldigindan
(f(wk/2) = 0 oldugunu hatirlaymiz), bu sabit sifirdir. [ |

IC] <1 igin ﬁ =) >0 ¢", dolayisiyla

o - (11<>/:Z"CM

n>1

oldugundan, w € Q* olmak iizere z € C\Q2 ve ‘f‘ < 1 igin

1 1 1 1 z 22
— = | — == (142243 +... ). )
L w2<(1_z)2> w2( + w+3w2+ > (6.98)

p fonksiyonunun P’de bir tek 0 noktasinda ikinci dereceden bir kutup yeri
oldugundan, oradaki kalani = 0 olur. O halde, @'nin bir D} ’deki Laurent
acihm bir b € H(D;) holomorf fonksiyonuyla p(z) = % + h(z) seklindedir.
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(6.93)’te mutlak yakimsaklik s6z konusu oldugundan istedigimiz gibi paket-
leyebiliriz; (6.98)’1 de gozeterek

1 +o0 L 1 +o0 1 .
()= 5+ 2 > g =k X ) (699)
k=2

weN* k=2 weN*

Ama —Q = Q oldugundan, ¢ift k’ler igin ) L. =0 olur.

weEN* wk“F
1 . . .
Gopto = g s Eisenstein serileri
weN*

olmak iizere agagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 6.7.17 p’nin 0w bir komsulugundaki Laurent agilimi asagidaki-

dir:
—+o00

1
p(z) = 5+ (2h+1)Gapy22™. (6.100)
k=1
Teorem 6.7.18 (p’nin Diferansiyel Denklemi II) go := )" . ﬁ ve

g3 1= 140 ZwEQ* % olmak tizere!!

(¢(2)” = 40(2)® — g2(2) — 3. (6.101)

Kanit. (6.100)’deki serinin ilk bir kag terimini yazar ve terim terim tiirev
alirsak

1
0(2) = = +3G42> + 5Gez" + -+
z
2 ,
¢/ (2) = == +6G4z +20Ge2" + - - -
z

Amacimiz bir p(x,y) € Clx, y] polinomunu f := p(p, ') = 0 olacak bi¢imde
bulmak. f € K(£2) oldugundan, Teorem 6.7.9’dan dolay1 p’yi f € H(C) ve
f£(0) = 0 olacak bigimde se¢mek yeterlidir.

Simdi @3 ve @2 fonksiyonlarmm 0’da altinci dereceden kutup yerleri
vardir.

1 9G
3 4
=+ "4+ 15Gg+ - -
p(2) 6 T 2 T 1oGe T

2 424Gy
(¢'(2))" = 62
oldugundan, f := ¢? — 49> + 60G4p + 140G fonksiyonunun P temelpara-

lelkenarindaki yagane olasi kutup yeri 0’dir; ancak bu se¢imimizle elimine
edilmigtir. Boylece f € H(C) ve f(0) = 0 oldugundan, f = 0. |

— 80GG + - -

HElbette g2 ve g3 sayilar Q kafesine baghdir ve titiz davranildiginda onlar icin go 2 ve
ga,3 gosterimleri kullanilmalidir. Biz bu uyarinin yeterli oldugunu diisiiniiyoruz.
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Teorem 6.7.19 Her f € K(Q) fonksiyonuna karsilik P,Q € C(X) rasyo-
nel fonksiyonlar

f=R(p)+¢'Qp)

olacak bigimde bulunabilir(p = pq oldugunu unutmayalim!).
Sonug 6.7.20 K(Q) = C(X)[Y]/(Y2 —4X3 + g2 X + g3).

Kanit. f sabitse kanitlanacak bir sey yoktur. f € K(Q)\C fonksiyonu m.
dereceden olsun.

(1) f ¢ift olsun. f"’niin P temelparalelkenarindaki sifir yerlerinin kiime-
sine S’ dersek, S’ sonludur. f fonksiyonu her ¢ € C\ f(S’) degerini P’de m
farkli noktada alir. Bir a € P igin f(a) = cise, f ¢ift oldugundan f(—a) = c.
Eger [a] = [—a], dd. a € —a + Q olsayd1 2a € Q olurdu ve a = % ise f’nin
bir kutup yeri olmadigindan, 6.7.15’ten f’(a) = 0 olurdu ki bu, a ¢ S’ ile
geligir. Dolayisiyla fnin P’deki birinci dereceden c-yerleri, n = m/2 olmak

lizere, birbirinden farkh aq,...,a,,—as,...,—a, seklindedir. d € C\ f(S")
degerini d # c¢ olacak bicimde secersek f’'nin P’deki birbirinden farkl ve
birinci dereceden d-yerleri by, ...,b,, —b1, ..., —b, seklindedir. Bu durumda
f(z)—c
F(z):=
= —a

ile tamimlanan F' € K(Q) fonksiyonunun P’de, 1 < k < n olmak {izere,
yalnizca ag, —ax noktalarinda birinci dereceden sifiryerleri ve yalniza by, —by
noktalarinda birinci dereceden kutup noktalari vardir. @ ikinci dereceden
oldugu i¢in gi(2) := p(2) — p(ax) fonksiyonunun P’deki yagane sifiryerleri,
her biri birinci dereceden olmak iizere +ay, noktalaridir. Benzeri p(z) — o(bg)
fonksiyonlar: i¢in gegerlidir. Dolayisiyla

G(2) - (9(2) = plar)) --- (p(2) — plan))
(9(2) = p(b1)) - - (p(2) — p(bn))

fonksiyonunun P’deki sifiryerleri ve kutup noktalari, katlhiliklariyla alinmak
tizere, oOrtiigtirler. Boylece F//G € H(C) ve Liouville I Teoremi'nden, bir
a € Cile F/G = a. Bu denklemden f cekilirse, bir R € C(X) rasyonel
fonksiyonuyla f = R(gp) olur.

(2) g € K(Q) tek ise g/’ ¢ift olacagindan, bir @ € C(X) rasyonel
fonksiyonu ile g/p’ = Q(p), dolayisiyla g = ©'Q(p) olur.

(3) Simdi f € K(Q)\C keyfi verilsin.

fe(2) =5 (f(z) + f(=2)) ve fi(2) = 5 (f(2) = f(=2))

N | —
DN |
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olmak iizere f.,f; € K(Q), f = fo+ fi olur. f. bir ¢ift, f; ise bir tek
fonksiyondur. Uygun R,Q € C(X) ile f. = R(p) ve fi = ¢'Q(p) ve igimiz
biter.

Sonucun kamti: X — p ve Y — ¢’ ile tamumlanan C(X)[Y] — K ()
yap1 doniiglimii teoremimizden dolay1 6rtendir ve 6.7.18’den dolay1 ¢ekirdegi
(Y2 —4X3 + g2 X + g3) idealidir. [ ]

Onerme 6.7.21 f € K(Q) ¢ift ve Py C Q ise, dd. f’nin kutup yerler:
Q’daysa, bir p € C[X] polinomu ile f = p(p).

Kanit. f ¢ift oldugundan bir D}’daki Laurent agilimindaki tiim tek damgali
katsayilar = 0 olur. f ve p'nin D}’daki Laurent agilimlar:

F(2) = aconz 2+ a_gm 1)z 2D 4.

o(z) =22+ h(z), heH(D,)

oldugundan yapilacak ig bellidir. Simdifi(z) := f(2) — a—2np(2)" olarak
tanimlanan f; € K () fonksiyonu da f gibi cifttir, Py, C £ ve 0'da en fazla
2(n—1) dereceden bir kutup yeri vardir. Simdi f ile yapilan f; ile tekrarlanir
ve sonlu adimda bir ¢ € C[X] ile f — ¢(p)’nin 0’da kutup noktasi yoktur;
dolayisiyla temelparalelkenarda bir kutup noktasi yoktur. Boylece Liouville
Lile f — q(p) bir ¢ sabitidir. p := ¢ + ¢ igimizi goriir. |

Not 6.7.22 o(z) = oq(2) = 2][],cq- F2(Z) 6rnek 6.4.14’teki holomorf
fonksiyonumuz olsun. Logaritmik tiirev alarak

o) 1 1 1,2
((2) = o =zt > (z_w + = +w2>, (6.102)

weN*

- 2
g

olur. Dolayisiyla ¢! € K(Q), ozellikle keyfi secilen w € Q i¢in ('(z + w) —
¢'(z) = 0 oldugundan, bir n = n(w) € C sabitiyle {(z + w) — {(2) = n, es
anlaml olarak

buradan da

od'(z+w) o'(2) _
o(z+w) o(z) 77'

Buradan integral alarak bir ¢ = ¢(w) € C sabitiyle
o(z +w) = o(z)e”te (6.103)

elde ederiz. A

Simdi 6.7.13 Liouville IViin tersinin de dogrulugunu kanitlayabiliriz.
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Teorem 6.7.23 (Abel Teoremi) 1 < i < n i¢in s;,p; € P, Y i si —
Yo pi € Q ve daima [s;] # [px] ise, P temelparalelkenarindaki suferyerleri
tama tamana s1, . .., Sy ve kutup yerleri tami tamina py, ..., py olan bir f €
K(Q) vardwr. Sifuryerlerinin bazilary kendi aralarinda birbirine egit olabilir;
benzeri kutup yerleri i¢in de gecerlidir.

Kanit. wo :=> " ;si— > pi € Qvez e C\{p1,...,pn} i¢in
o(z—s1+wo) - [[ing0(z —si)

[T o(z —pi)

olsun. f fonksiyonu g,h € H(C) ve h # 0 olmak iizere f = g/h tipinde
oldugundan f € M(C). (6.103)’ten dolay1 o(z—s1+w) = 0 <= o(z—s1) =0
oldugunu da gozetirsek, f'nin P’deki sifir ve kutup yerlerine iligkin savimiz
agikardir. Geriye 2 C €y oldugunu gérmek kaliyor. w € Q keyfi verilsin.
(6.104)’ten (6.103) ile

f(z) =

(6.104)

o(z—s1+wo+w) [[lyo(z—si+w)
H?:1 o(z —pi +w)

B en(zfs1+w0)+c . H?:Q en(zfsi)Jrc

=/ T, en(z—pi)+e

fz4+w)=

_ f(2)eeo- iy st S p) — (),

6.7.5 Eliptik Integraller

Genis kapsamli olan bu konuya kisaca deginecegiz ve bu arada K(€2)'nin
Ogelerine nic¢in “eliptik fonksiyonlar” dendigini de belirtecegiz.

Gergel analizde, sabitleri, 2" (r € R), e”,Inz ve tiim trigonometrik fonk-
siyonlar1 ve terslerini iceren ve toplama, ¢ikarma, carpma, bélme ve fonksi-
yonlarin bilegimine gére kapali olan en dar fonksiyonlar sinifina basit fonk-
siyonlar sinifi denir. Basit fonksiyonlarin tiirevleri de basit iken aym sey
ilkelleri (antitiirevleri) igin dogru degildir. Ornegin e, ST ve cosa? fonk-
siyonlariin ilkelleri basit degildir. Bu altkisimda bazi basit olmayan fonksi-
yonlar taniyacagiz.

R(z,y) € R(x,y) bir rasyonel fonksiyon ve P € R[z] bir polinom olsun.
P polinomunun derecesi < 2 ise, R(z, /P(x)) tipindeki fonksiyonlarm ilkel-
leri basit fonksiyonlardir. Gergel analizde galigtigimiz siirece P(x) > 0 almak
zorundayiz. Eger P(x) tiim sifiryerleri basit olan {iglincii veya dordiincii de-

receden bir polinom ise,
/ Rz, /P(@)dz (6.105)
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tipindeki integrallere eliptik integraller denir. Bunun nedeni bu tip integ-
rallere elips veya lemniskat egrilerinin uzunluklarini hesaplarken karsilagma-
mizdir. Gercekten de a,b > 0 gercel sayilar olmak iizere v : [0,27] — R2,
v(t) = (acost,bsint) olarak verilen elipsin uzunlugu KA I Teorem 2.2.11(i)
ile

w/2
L(v) = 4/ Va2 sin? t + b2 cos? tdt
0

t=tan § 4/1 V4a2x? + b2(1 - x2)2d:z:
0 (1 +l‘2)2

olur ve burada (6.105) tipinde bir eliptik integral s6z konusudur. P(z) tiim
sifiryerleri basit olan iigiincii veya dordiincii dereceden bir polinom olmak
tizere R(x,+/P(z)) fonksiyonlarmin integralleri basit fonksiyon degillerdir
ve tlimiiyle yeni bir sinif olustururlar. Bu fonksiyonlar nasil seylerdir? Daha
1790’larda Gauss P ikinci dereceden oldugunda R(z, \/P(x)) fonksiyonlari-
nin ilkellerinin terslerinin basit dongiilii fonksiyonlarla ifade edildigini, buna
kargin 1/v/1 — z* gibi baz1 fonksiyonlarm ilkellerinin ise ¢ift dongiilii oldu-
gunu fark etmig, bu yénde sundugu bir ¢aligma Paris’te yayinlanmaya deger
bulunmamigti! Ancak 1820’lerde Abel ve Jacobi benzer sonuglara ulagtilar
ve eliptik integrallerle tanimlanan fonksiyonlarin terslerine eliptik fonksiyon-
lar dediler. Dogrudan verilen §2 kafeslerine iligkin ¢ift dongiilii fonksiyonlar:
aragtirma 1840’11 yillarda Liouville ve Eisenstein’la bagladi. Ne Gauss ne de
Weierstrass bu konudaki galigmalarini yayinlamadilar. Weierstrass 1863’te
sonuglarinin bir kismini dikte ettirdi, bir kismini ise derslerinde anlatti. Bin-
sekizyiizli yillarda eliptik integrallere iligkin atilan en 6nemli iki adim sun-
lardir. Birincisi gergel dogrudan kompleks diizleme gegmektir. Ancak bu kez
 P(z) tek degerli olmadigindan ister istemez Riemann yiizeylerine gegme-
miz gerekmistir. Tkinci 6nemli adim alisik oldugumuz bir seyi tersyiiz etmek
olmustur. Acalim. Ornegin f(z) = 1/v/1 — 22, 0 < < 1 fonksiyonumuzun
bir ilkeli F' ise, dF(x) = f(x)dx ve

F(x) 0<zp<z<l1. (6.106)

roodt
- F — [
(1'0) /xo /71 — t27

F ilkeli, integralimizdeki bir u¢ noktanimn fonksiyonudur. Biz F'(x) = arcsin x
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla (6.106)’dan

/sinx dt (6 107)
r —Xg= .
0 sinxg V 1-— t2

elde ederiz ve simdi sinx ug¢ noktamizi soldaki degigskenin bir fonksiyonu
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olarak elde ettik. Benzer bigimde (6.101)’den yola gikar ve

dp
dz =
Vip(2)? — g20(2) — 93
oldugunu gozetirsek
o(2) d
z—zy= / ¢ (6.108)
y9(z0) VAC? — g2C — g3

elde ederiz. Burada elbette kok icindeki fonksiyonun bir holomorf dalini se-
gecek ve 7 yolu ise integralini aldigimiz fonksiyonun holomorf oldugu bir
bolgede olacaktir. (6.107) ve (6.108)’in benzerlikleri apagik ortadadir.

Problemler

Problem 6.7.1 Eger 1 sayisi f tam fonksiyonunun bir déngiisii ve 0 < z <
1 i¢in diizgiin bicimde limy_, 4+ f(z+iy) = 0 ise, f = 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 6.7.2 (a) f € M(C) ve terimleri birbirinden farkl bir (&,,) C
dizisi lime,, = 0 olacak bi¢gimde varsa, f'nin sabit oldugunu gosteriniz.

(b) f € M(C) ve Q¢'nin C’de bir yigilma noktas1 varsa, bir (e,) C Qf
dizisinin lim e, = 0 olacak bi¢imde bulunabilecegini kanitlayiniz.

Problem 6.7.3 f,g € K(Q), Qy = € ve her a € Qf noktasinda f ve g'nin
esas kisimlari aym ise, bir ¢ € C ile f = g 4 ¢ oldugunu gosteriniz.

Problem 6.7.4 f g € K(Q) fonksiyonlarinin sifir yerleri ve kutup yerleri
kathiliklariyla ortisiiyorsa, dd. (f) = (g) ise, yani esas bolenleri egitse bir
c € Cile f = cg oldugunu kanitlayiniz.

Problem 6.7.5 Sabit olmayan polinom ve rasyonel fonksiyonlarin yalnizca
onemsiz dongiisii oldugunu gosteriniz.

Problem 6.7.6 f € H(C) ve her z € C i¢in f(z + 1) = f(z) ise, bir
g € H(C*) ile, her z € C i¢in f(z) = g(exp 2miz) oldugunu gosteriniz.

Problem 6.7.7 Bir C' > 0 saysinm, her z € Dg ve |w| > 2R olan her w €
icin
1 1

(z—w)?

<
= WP

olacak bicimde bulunabilecegini kanitlayiniz.

w?
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Problem 6.7.8 Bir K > 0 sayisinm, her (nq,n2) € Z2\{(0,0)} igin
|n1w1 + n2W2| > K |TZ1 + in2]

olacak bigimde bulunabilecegini kanitlayiniz. 1pucu: p(niwy +nowe) :=ng +
ing ile tanimlanan R-dogrusal ¢ : C — C esyap1 (C = R?) déniisiimiiniin
stirekliliginden ve bu tip fonksiyonlar igin ||¢]|’yi igeren esitsizlikten yararla-
niniz.

Problem 6.7.9 K > 0 bir dnceki problemdeki olmak iizere

1
SEEE, X e

we* (n1,n2)€Z2\{(0,0)}

oldugunu gosteriniz.

Problem 6.7.10 Bir 6nceki problemden yararlanarak
DD DR e Z >
we M K mmmyez(ooy M T2 K

oldugunu gésteriniz. Ipucu: Ortadaki toplami @Q,, := [~n,n] x [~n, n] olmak
iizere @, N Z*’ler {izerinden paketleyiniz; burada elbette n > 1.

Problem 6.7.11 6.7.7 ve 6.7.10 problemlerinden yararlanarak (6.93)’teki
serinin C\{2’da mutlak yakinsak oldugunu kanitlayimiz.

Problem 6.7.12 f := exppq icin Qf = Q ancak f ¢ K(€) oldugunu
gosteriniz.

Problem 6.7.13 Problem 6.7.4'te f = (¢/)* ve g = [[°_,(p — ei) alarak
teorem 6.7.16’nin yeni bir kanitin1 veriniz.

Problem 6.7.14 e, eq, e3 sayilar (6.96) ve go, g3 sayilar ise 6.7.18’dekiler
olmak iizere e; + ex + ez = 0, go = —4(e1e2 + ezes + eszeq) ve gz = 4dejeaes
oldugunu gosteriniz.

Problem 6.7.15 p = pq olmak iizere, her z € C\Q i¢in v baglangi¢ noktasi
0 ve bitig noktasi z ve izi C\{2’da olan herhangi bir gezi ile

o= [ ; (ow) - 3 ) v
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olarak tanmmlansin. f’nin tanimmimin kusursuz ve ¢ (6.102) ile tanimlanan
fonksiyon olmak {izere

10 = [ (otw) - & ) dw =)+

,0

oldugunu gosteriniz.

6.8 Harmonik Fonksiyonlar

6.8.1 Temel Ozellikler

U C R? acik, A := g—; + % ve f € C?(U,R) olmak iizere Af = 0 denkle-
minin ¢oziimleri fizikte sikca karsimiza gikar. A operatoriine Laplace ope-
ratorii ve Af = 0 denkleminin ¢6ziimlerine ise harmonik veya potan-
siyel fonksiyonlar denir. Harmonik fonksiyonlar ve holomorf fonksiyonlar
siki bir dirsek temasi icerisindedirler. Onceleri holomorf fonksiyonlara iliskin
baz1 6zellikler hormonik fonksiyonlar lizerinden elde edilmistir. Biz kitabi-
mizda ters yolu izleyecek ve fazla ayrintiya girmeden harmonik fonksiyonlara
iligkin baz1 temel 6zellikleri holomorf fonksiyonlar lizerinden elde edecegiz.
Harmonik fonksiyonlarimizin C degerli olmalarina izin verecegiz; ancak bu-
nun 6nemli bir genelleme olmadigini gorecegiz.

Tanmim 6.8.1 U C C agik, f € C*(U,C) ve U’da Af = 0 ise, f fonksi-
yonu U’da harmoniktir diyecek ve bunlarin kimesini Har(U) ile goste-
recediz. R-degerli harmonik fonksiyonlarinin kiimesini ise, bunu vurgulamak
istedigimizde, Har(U,R) ile gosterecegiz.

% ve %’nin tanimlarindan, dogrudan f € C%(U,C) igin
2 2 2 2
PP O

A =52t ar " Y50 om0

(6.109)

oldugu goriiliir.

(6.109)’dan dolayr U’da holomorf fonksiyonlar da, antiholomorf fonk-
siyonlar da harmoniktirler. Ayrica f = u +iv € H(U) ise, 0 = Af =
Au + iAv’den Au = Av = 0 elde edilir. Dolayisiyla U’da holomorf fonk-
siyonlarin kendileri, gercel ve sanal kisimlar1 da U’da harmoniktir. Benzer
bicimde antiholomorf fonksiyonlarin gercel ve sanal kisimlari da harmonik-
tirler.

Tersine bize bir u € Har(U, R) harmonik fonksiyonu verildiginde

f(2) == ug(2) —iuy(z), ze€U
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ile tanimlanan fonksiyon U’da holomorftur. Gergekten de v* := u, ve v* :=
—uy fonksiyonlar1 U’da siirekli tiirevlenebilirler ve uy = gy = —uyy = vy
Ve Uy = Ugy = Uy, = —vy oldugundan f = u* +iv* € KA I(U) fonksiyonu
Cauchy-Riemann denklemlerini saglar, dolayisiyla U’da holomorftur.

Not 6.8.2 (1) A dogrusal oldugundan Har(U) bir C-vektor uzayidir, ancak
bir cebir degildir. Ornegin f(x,y) = 2y fonksiyonu C’de harmoniktir, ancak
f?(x,y) = 2%y?® harmonik degildir.

(2) A dogrusal oldugundan, f € Har(U) <= Re f, Im f € Har(U). Bu
nedenle, aslinda yalnizca R-degerli harmonik fonksiyonlar: incelemek yeter-
lidir.

(3) Af = Af oldugundan

f € Har(U) <= f € Har(U)

(4) f € KA I(U) fonksiyonunun holomorf olmasi i¢in % = 0 esitliginin
gerek ve yeter kosul oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla f € C2(U,C) igin yine
(6.109)’dan
of of .
feHar(U) <~ 5 EHU) = 9 antiholomorf. (6.110)
(5) U,V C C agik kiimeler, f : U — V holomorf veya antiholomorf ve
g € Har(V) ise, g o f harmoniktir. f holomorf olsun. KA T Teorem 1.2.7 ile

(gof)z = guwf: +gﬁ(7)z = guwf=,
(g0 f)ez = guulzfz + guw (f)zfz +guwfz=0

olur. f antiholomorf ise kamt benzer bi¢cimdedir. A

Ornek 6.8.3. B C C* basit baglantili ve log z = In |z| +i arg z ise log z’nin B’de bir holo-
morf dal olsun. Relog z = In /22 4 y2 ve Imlog z = arg z fonksiyonlar1 B’de harmonik-
tirler. Ozellikle, her a € R igin log,, fonksiyonu C,’da holomorftur. f(z,y) = In \/x2 + y2
fonksiyonu C*’da yerel olarak bir holomorf fonksiyonun gergel kismi olarak harmoniktir.
Bunu elbette Af = 0 oldugunu gostererek de sdyleyebiliriz. Ancak arg z'nin C*’da bir
harmonik dali olamaz; aksi halde logaritmanin C*’da bir holomorf dal olurdu!

u € Har(U,R) ve v : U — R olmak iizeref = u + iv holomorf ise, v fonk-
siyonu U’da u’ya harmonik egleniktir denir. Not 6.8.2’den v € Har(U, R)

olur. Bu durumda ¢f = —v 4+ tu da holomorf olacagindan, u da —wv’nin
harmonik eslenigidir.

Onerme 6.8.4 B C C bir bilge, u € Har(B,R) ve v : U — R fonksiyonu
B’de u’nun bir harmonik eslenigi ise, her ¢ € R i¢in v + ¢ de B’de u’nun
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bir harmonik eslenigidir ve tersine u’nun B’deki tiim harmonik eslenikleri
bu tiptendir.

Kanit. v; ve vy fonksiyonlar: u harmonik fonksiyonunun harmonik eglenik-
leri iseler, ¢ = 1,2 i¢in f; := u + v; fonksiyonlar1 B’de holomorfturlar. Bu
durumda B bélgesindeki fo — fi = i(v2 — v1) holomorf fonksiyonlar1 yalniz
sanal degerler alir. (fo— f1)(B) C iR oldugundan, A¢ik Doniisiim Teoremi ile
fa — f1 sabittir ve bir ¢ ile i(va —v1) = fo — f1 = ic olur. Boylece v = v +¢,
ceR.

Diger yandan f = u + v € H(B) holomorfsa, her ¢ € R i¢in f =
u + i(v + ¢) de holomorftur. [ |

Teorem 6.8.5 B C C basit baglantils olsun.
(i) f € Har(B) ise, f fonksiyonu B’de biri holomorf, digeri antiholomorf
olan ki fonksiyonun toplamadar.
(ii) Eger u € Har(B,R) ise, u fonksiyonu B’de holomorf olan bir fonksi-
yonun gercel kismadir, dd. uw’nun B’de bir harmonik eslenidi vardir ve
bu harmonik fonksiyon bir sabit disinda tek olarak belirlidir.

Kamt. (i) (6.110)’dan dolay1 g := % € H(B). KA I Teorem 2.9.17(iii) ten
dolay1 ¢g’'nin B’de bir G ilkeli vardir. Bu durumda h := f — G dersek,

oh O0f O0G ,

% 0: oz 9T ¢ =979=0
olur. Dolayisiyla h antiholomorf, G holomorf ve f = G + h olur.

(ii) G ve h yukaridaki gibi olmak {izere u = G + h olsun. G +h € H(B).
Ayrica u € Har(B,R) ise, u = Re(G + h) = Re(G + h) ve isimiz biter. Eger
91,92 € H(B) ve u = Reg; ise, g2 — g1 € H(B), (g2 — g1)(B) C iR ve B bir
bolge oldugundan, Acik Doniisiim Teoremi’'nden dolay1 go — ¢y sabittir. W

u € Har(B,R) ise, Au = 0’dan (%(—uy) = a%(ugg) elde ederiz. Bu du-
rumda w = (—uy)dz+u,dy tirevsel bi¢imi icin, B basit baglantili bolgesinde
dw = 0 oldugundan, gercel analizden sunu biliyoruz: zg = (z9,yo) € B keyfi
secilip sabit tutuldugunda, her z = (z,y) € B icin, v € G1 _(B) olmak iizere

20,2

vz, y) = /7 w= A ((—uy)dx + updy)

iyi tamimhidir ve w'nun B’de bir harmonik eglenigidir.

Sonug 6.8.6 (a) f € Har(U,R) ise, f yerel olarak bir holomorf fonksi-
yonun gercel kismadaur.

(b) f € Har(U) ise, f € C®(U) ve f’nin tim tirevleri U’da harmoniktir.
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Kamt. (a) Her 29 € U igin D,(z9) C U segersek, D,(zp) basit baglantil
oldugundan sav, Teorem 6.8.5(ii)’den ¢ikar.

(b) f € C®(U) sav1 (a)’dan ¢ikar. f'nin tiim kismi tiirevleri siirekli ol-
dugundan, Schwarz Teoremi’nden dolay1, v, u € N* olmak iizere

ovte f ovte
Oxvoyr  OxvoyH

Af=0
olur ve bu, savin kalanini verir. |

Onerme 6.8.7 U C C agik ve f : U — C siirekli olsun. Asaqidaki énerme-
ler denktirler:

(i) Her D.(a) C U igin

1 2

fla) = — f(a+retydt, (6.111)
2m Jo
(ii) Her D,(a) C U igin
fla) = # fj f(z + iy)dzdy. (6.112)
ﬁr(a)

Kanit. Kutupsal koordinatlara gecersek

1
mr2

T 2m
fj flx +iy)dzdy = 1 < fla+ pe“)dt) pdp (6.113)
Dria) 0 0

mr2

olur ve bu bize dogrudan (i)==(ii) ¢tkarimin verir. Simdi (ii) gegerli olsun.
R > 0 sayis1 Dg(a) C U olacak bigimde segilsin. Her 0 < r < R igin

(6.113)’ten
7.2 1 r 21 i
- fla) /0 ( ; fla+ pe )dt> pdp

" or

elde ederiz. Iki yanin 7'ye gére tiirevini alirsak (6.111) elde edilir. |

Tanim 6.8.8 U C C agik ve f: U — C olsun.
(i) f siirekli ve her D,(a) C U igin (6.111) gegerli ise, f fonksiyonu U ’da
ortalama deger ozelligine sahiptir denir.

(ii) f fonksiyonu, |f| nin yerel maksimuma sahip oldugu her a € U nok-
tasinin bir komsulugunda sabitse, f fonksiyonu U’da maksimum
ilkesini saglar denir.
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f € H(U) ise, her D,(a) C U igin

2w
@)= [ g L

it
— dt
2mi Jy,, 2 —a 27 Jy flaret)

oldugundan U ’da holomorf olan fonksiyonlar U da ortalama deger dzelligine
sahiptirler ve maksimum ilkesini saglarlar'?. |f| fonksiyonu a noktasinda
yerel maksimuma sahipse —her ne kadar dogru bir sdylem olmasa da — f
fonksiyonu a’da yerel maksimuma sahiptir denir.

Teorem 6.8.9 U C C agik f € C(U,C) olsun. f fonksiyonu U ’da ortalama
deger ézelligine sahipse f fonksiyonu U’da maksimum ilkesini saglar.

Kamit. f € C(U,C) fonksiyonu U’da ortalama deger 6zelligine sahip olsun.
| f| fonksiyonumuzun a € U noktasinda yerel maksimumu olsun. Bir Dg(a) C
U dairesi, her z € Dg(a) i¢in | f(2)| < |f(a)| olacak bigimde segilsin. f(a) =

0 ise, bu dairede f = 0 olur. f(a) # 0 igin g := (f(a)/|f(a)|) f olarak
tammlarsak ¢ fonksiyonu U’da ortalama deger o6zelligine sahiptir ve g(a) =
|f(a)] > 0, dolayisiyla g(a) = |g(a)| > 0 olur. Sav1 f igin kamitlamak g igin
kanitlamaya denk oldugundan, biz daha bagtan f fonksiyonumuzun f(a) =
|f(a)| > 0 olarak verildigini varsayabiliriz. f ortalama deger 6zelligine sahip
oldugundan, 0 < r < R igin

1 2m 1 27

[f(a) = fla+reM)dt = — [ [If(a)] = f(a+re")]dt.

O p—
27T0

Buradan ¢, (t) := |f(a)| — Re (f(a + re')) dersek

/ 7r(,OT(t)dt = / i [|f(a)] — Re (f(a+re™))] dt =0 (6.114)
0 0

elde ederiz. Her 0 < r < R igin ¢, fonksiyonu [0, 27]’de siirekli ve bagtaki
kosulumuzdan ¢, > 0 oldugundan, (6.114)’ten ¢, = 0, dolaysiyla her z =
a+re' € Dy(a) i¢in |f(a)] = f(a) = Re (f(a+re™)) olur. Bunu |f(a +
reit)| < |f(a)| ile birlestirirsek, her z € Dg(a) igin f(z) = f(a) elde ederiz.

|

Teorem 6.8.10 Harmonik fonksiyonlar ortalama deger dzelligine sahiptir-
ler.

12Byradaki ortalama deger 6zelliginin gercel analizdekinden cok giiclii oldugunu belir-
telim. Orada ileri siiriilen, bir [a, b] kapal arahigindaki bir siirekli R-degerli fonksiyonun,
bu araliktaki ortalama degerini bu araligin noktalarinin birinde aldigidir; bu noktanin
hangisi oldugu stylenmez!
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Kamnit. Savimiz1 reel degerli harmonik fonksiyonlar i¢in kanitlamak yeter-
lidir. U C C agik ve u € Har(U,R) olsun. D,(a) C U keyfi verilsin. Bir
R > r > 0 sayisim1 Dg(a) C U olacak bigimde segelim. Teorem 6.8.5(ii)’den
dolay1 Dg(a)’da holomorf bir f = u + v fonksiyonumuz vardir. Holomorf
fonksiyonlar ortalama deger 6zelligine sahip olduklarindan, her 0 < r < R
i¢in

1 2m

fla)= 5 | fla+retya
olur ve bu esitlikte gercel kisimlara gegersek
1 2m )
u(a) = / u(a + re't)dt (6.115)
2 0
olur ve bu, savi verir. |

Biz ileride Teorem 6.8.24’te bunun tersinin de dogru oldugunu, ortalama
deger Ozelligine sahip fonksiyonlarin harmonik oldugunu kanitlayacagiz.

Teorem 6.8.11 u € C(Dg(a),R) NHar(Dg(a),R) ise

2m
u(a) = 2177/0 u (a+ Re™) dt.

Kamnit. Teorem 6.8.10’dan dolay1, her 0 < r < R igin

1 2 )
u(a) = 27r/0 u(a + re')dt.

Integralini aldigimiz fonksiyon [0, R] x [0,27] kompakt kiimesinde siirekli
oldugundan diizgiin siireklidir; bu nedenle » — R limitine gegebiliriz ve bu,
sav1 verir. |

Teorem 6.8.9 ve Teorem 6.8.10 agagidaki teoremi verir:
Teorem 6.8.12 Harmonik fonksiyonlar maksimum ilkesini saglarlar.

B bir bolge ve f : B — C maksimum ilkesini saglasin. f fonksiyonu
B’de maksimum ilkesini saglarsa, |f|'nin yerel maksimum aldigi noktalarin
kiimesi tanmim geregi agiktir. Ancak bu kiime ayni zamanda kapalidir. Bunun
bir sonucu olarak f maksimum ilkesini saglar ve B’de bir noktada yerel
maksimuma sahipse B’de sabittir. Dolayisiyla asagidaki teorem gecerlidir:

Teorem 6.8.13 (Harmonik Ozdeglik Teoremi) § # B C C bélgesinde
harmonik olan u : B — R fonksiyonu bir D,(a) C B dairesinde sabitse B’de
sabittir. Dolayisiyla u,v € Har(B,R) ve bir D,(a) C B dairesinde u = v
ise, B’de u = v.
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Teorem 6.8.14 B C C bir simarl bélge ve u € Har(B,R) N C(B,R) ise,
u fonksiyonu B deki maksimumunu ve minimumunu 0B ’de alr. Bunlardan
herhangi biri bir b € B noktasinda alinirsa w sabittir.

Kanit. v € Har(B,R) ise, —u € Har(B,R) ve v'nun minimumu —u’nun
maksimumu olacagindan, savi yalnizca maksimum i¢in kanitlamak yeterlidir.

m := supu(B) ve V := {z € B|u(z) = m} olsun. u|B siirekli oldu-
gundan V kiimesi B’de kapalidir. Simdi V’nin B’de agik oldugunu gorelim:
a € V olsun. R > 0 sayist Dg(a) C B olacak bigimde secilsin. Her z € Dgr(a)
i¢in u(z) < u(a) olur. Bir a + re®* € Dg(a) icin u(a + re®) < u(a) ise, bu
esitsizlik, u’'nun siirekliliginden dolay, (7, ¢)’nin bir komgulugunda da gegerli
olacagindan,

1 2
u

) 1 2w
o /. (a+re')dt < 27T/0 u(a)dt = u(a)

elde ederiz; bu ise u'nun ortalama deger 6zelligi ile geligir. O halde Dg(a) C
V. Boylece V aciktir. B bir bolge oldugundan, ya V = (), ve boylece her
z € B igin u(z) < m, yada V = B, dolayisiyla u = m. |

Sonug 6.8.15 B C C bir sinerly bolge olmak tizere
(i) v € Har(B,R) N C(B,R) ve u|0B =0 ise u = 0,
(ii) u,v € Har(B,R) NC(B,R) ve u|0B = v|0B ise u = v.

Kanit. (i) Teorem 6.8.14’ten dolayi, u fonksiyonu B’deki maksimumunu
da minimumunu da dB’de alir. Dolayisiyla, kogulumuzdan her z € B igin
0 < u(z) <0 ve boylece u = 0 olur.

(i) (1)'i v — v’ya uygulayinz. [

6.8.2 Integral Gosterimi

Harmonik fonksiyonlar kuramimin énemli problemlerinden biri Dirichlet
Problemidir. Bir sinirli B bélgesi ve bir stirekli v : 9B — R verildiginde Di-
richlet Problemi bu u’yu B’ye B’de siirekli ve B’de harmonik olacak bicimde
genigletme problemidir. Agagidaki 6nerme dogrudan Sonug 6.8.15(ii)’den ¢1-
kar.

Onerme 6.8.16 Dirichlet Probleminin bir ¢ézimi varsa, bu ¢ozim tek
olarak belirlidir.

Dirichlet Problemi’nin ¢6ziimiintin varligini herhangi bir sinirli bolge igin
gostermek kolay degildir. Biz bunu daireler i¢in verecegiz. U C C agik,
Dr(a) C U ve f € H(U) ise, Cauchy integral formiilii her 2 € Dg(a) igin
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f(2) degerini f'nin 0Dg(a) daki degerleri yardimiyla hesaplamamizi saglar.
Holomorf ve harmonik fonksiyonlar boylesine kenetlenmisken, benzerini har-
monik fonksiyonlar i¢in arastirmak ¢ok dogaldir. f € C(Dg) N H(Dg) ise,
her z € Dg(a) igin

21 it
f(z)zl/ S ,dd. f(z) = MRe“dt

21 Jyp W — 2 o Ret +a — z

olur. Bu iki integralin farki sudur: Ilki bize Re f icin dogrudan bir integral
gbsterimi vermezken ikincisi verir. Dolayisiyla harmonik fonksiyonlar icin
bir integral gosterimi aradigimizda, ikinci gosterimle ¢aligmak daha mantik-
hdir. Asagida bu yolu izleyecegiz. Dr = Dg(0) ve Cr = Cg(0) yazdigimiz
animsatalim.

Tanim 6.8.17 R > 0 olsun. Her (z,w) € Dg x Cg i¢in

2 _ 12
P(z,w) = Ll il ve Qz,w):= wte

\wlez w—z

olsunlar. P(z,w) ye Dr’ye gore Poisson g¢ekirdegi, Q(z,w) ye D ye gore
Cauchy cekirdegi denir.'®

Biz Re[Q(z,w)] = P(z w) ve 0 < r < R olmak iizere z = re? icin
P(z, Re't) = P( , Ret(t— ) oldugunu savunuyoruz. Gergekten de:
Re[Q(z,w)] = Re [(w—i—z)(wz—z)]
lw — 2|

2 12 o w
_ Re [R |z|* + 2w Zw]:P(z,w)

jw — 2|

ve z = r¥ icin

. R2 _ 7,2
P(z,Re") = P(re Re') = ——————
( ) (re ) = Ret _ paid?
2 2
R;’" (r Reilt- 9))'
‘Re” 0) —T’

Once Cauchy integral formiiliinii amacimiza uygun doniistiirecegiz.

13Titiz olmak gerekirse, P(z,w) yerine Pp,(z,w) ve Q(z,w) yerine Qp(z,w) yazil-
malidir.
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Teorem 6.8.18 (Poisson Formiilii I) f € C(Dg) N H(Dg) ise, her z €
Dpg ic¢in:

f(z) = 2i 7 P(z, Re™) f(Re™)dt  we (6.116)
T Jo
Re f(z) = % a P(z, Re™)Re f(Re™)dt. (6.117)

Sonug 6.8.19 2 € Dy icin o= [ P(z, Re')dt = 1.

Kanit. Cauchy Integral Formiilii'nden dolayi, her z € Dp i¢in, |ww| = R?
de gozetilirse,

L S / "
271 an—Z " 2mi R2—zw
2
f(w)R? it
= — ————dt = Re"™. 6.118
2 0 R2 — Zw ’ v © ( )
Keyfi segilip sabit tutulan her z € Dpg i¢in h(w) := R2 — fonksiyonu
C\{R?/z} kiimesinde holomorf oldugundan, g(w) = h(w)f(w) = RZ(iUz)w
fonksiyonu D pg’nin bir komsulugunda holomorftur ve (6.118) esitligi g’ye
uygulanirsa ve w € Cg igin ww = R?, dolayisiyla |R? — 2w| = [w]|w — z| =
R|w — z| oldugu gozetilirse
1 27 2 1 2w 2
LR Ny LV Ny S ()
R? — |z]? 21 Jo R?2—zw 2 (R? — zw)(R? — 2w)

buradan ise

1 2m R2 RQ _ 2 2m R2 _ 2
foy = L[ IR R L ),
o 72— ) 2 S T
L7 )Pt = = [ Rt P Rt
“on T A ©JEE e
elde edilir. Buradan gercel kisimlara gegilerek savin kalani elde edilir.
Sonucun Kaniti: (6.116)’y1 f = 1 fonksiyonuna uygulayiniz. |
Sonug 6.8.20 f € C(Dg(a)) NH(Dg(a)) ise
1 2 ) )
fla+2z)= Py / P(z, Re"™) f(a + Re™)dt ve (6.119)
T Jo
1 2w ) )
Re f(a+2) = 2/ P(z, Re™) Re f(a + Re')dt (6.120)
T Jo
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Kanit. Simdi bize bir Dg(a) dairesi verilsin. T'(z) := z + a doniistimii C'de
biholomorftur ve Dp dairesini Dg(a)’ya resmeder. Bu durumda g := fo T
fonksiyonu Teorem 6.8.18’in kogullarin1 saglar. Dolayisiyla, her z € Dp igin
a+ z € Dg(a) oldugundan

2T
fla+2)=a(:) = 5= [ Pl Reg(Re

1 2 ) )
= — P(z,Re™) f(a + Re™)dt ve
2w 0
1 2 ) )
Re f(a+2) = Py P(z, Re™) Re f(a + Re)dt
T Jo
elde ederiz. ]
(6.119) ve (6.120) esitliklerinin agik ifadeleri agagidadir:
1 2 R2 o |Z’2 )
a+z)=— | ———=5f(a+ Re")dt ve 6.121
flata) =g [t R (6.121)
1 27 R2 _ |Z|2 )
Re f(a+z) = / ———=Re f(a+ Re")dt. 6.122
flats) =g [ Redos e (6.122)

Simdi Poisson Formiiliinii harmonik fonksiyonlar i¢in verelim.

Teorem 6.8.21 (Poisson Formiilii IT) u € C(Dg,R) N Har(Dg,R) ise

1 27 ) )
u(z) = - i P(z, Re™)u(Re™)dt (6.123)
1 [?" R?—|z? "
= — —————u(Re™)dt 6.124
2T /0 | Reit — z|2 ( ) ( )

Kanit. u € Har(Dg,R) oldugundan, Teorem 6.8.5(ii)’den dolay1 Dg’de ho-
lomorf bir f fonksiyonunun reel kismidir. |z| < p < r < R olsun. f €
C(D,) N*H(D,) oldugundan, (6.117) ile

1 2w

u(z) = — P(z,re")u(re)dt (6.125)

2T 0
elde ederiz. Integralini aldigimiz fonksiyon [p, R]’de diizgiin siirekli oldugun-
dan, (6.125)’te » — R limitine gegebiliriz ve bu, savi verir. |

(6.120) ve (6.122)’den yola cikarak u € C(Dg,R) N Har(Dg,R) ise, her
z € Dp i¢in
1 2 ) )
ula+z) = o P(z, Re™)u(a + Re™)dt ve (6.126)
T Jo

1 T R? — |Z’2 it
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elde edilir.

Simdi bize bir u : Cr — R siirekli fonksiyonu verilsin. Dirichlet Prob-
lemi'nde aranan Dpg’de siirekli, Dp’de harmonik ve 4|Cr = u kosulunu
saglayan bir @ : Dr — R fonksiyonudur. Onerme 6.8.16’da bu problemin
bir ¢6ziimi varsa ¢oziimiin tekligini gordiik. Teorem 6.8.21 ise, eger Dirich-
let Problemi’nin bir ¢6ziimii varsa, bu ¢oziimiin (6.123) Poisson Formiilii ile
verilmesi gerektigini sdyler. Bunu kanitlayalim. Once bir tanim:

I it it 1 [ R?— |z it
PU(Z) = g ) P(Z,Re )U(R€ )dt = % ) WU(RQ )dt

Teorem 6.8.22 u : Cr — R siirekli ise

a(z) = u(z), z€Cpgr
' P,(z), z€ Dp

fonksiyonu i¢in 4 € C(Dg,R) N Har(Dg,R) ve 4|Cr = u.

Kanit. (z,w) € Dg x Cr i¢in Re Q(z,w) = P(z,w) oldugunu gostermistik.
Dolayisiyla z € Dp igin

17 , Re' + 2 17 4 Rett + 2
Pu(z) = — Re*)Re ———dt =Re [ — Re'y——"dt
(2) 277/0 u(Re") “Reit —» 6(277/0 u(Re )Re”—z )

elde ederiz. Diger yandan

1 2w ) it
f(z): / u(ReZt)Mdt
0

o Rett — 2

ile C\Cg’de bir holomorf fonksiyon tamimlanir. Sonug olarak Dg’de P, =
Re f oldugundan, @ fonksiyonu Dg’de harmoniktir. Re!® € Cp keyfi verilsin.
Geriye kalan z € Dg olmak iizere z — Re™ igin P,(2) — u(Re'®) oldugunu
gostermektir. Poisson gekirdegi pozitif oldugundan, (6.8.19) ile

R2_ |Z|2

w(Re™) — u(Re'?)| ——— 21
(Re') —ulRe)| o

P,(z) — u(Rei¢)‘ < 2i /027r

™

Simdi bir ¢ > 0 keyfi verilsin. Bir § > 0 sayisini, her ¢ € (¢ — 6,¢ + 9)
igin [u(Re™) — u(Re'®)| < e olacak bigimde segebiliriz. Yukardaki integralin
¢ # 01icin [0, p—35]U [P+, 2] lizerindeki, eger ¢ = 0 ise [0, 2 —¢] lizerindeki
kismi z — Re'® icin, R? — |z|?> — 0 oldugundan, acikca sifira gider. [ |

Elbette Dirichlet Problemi her Dr(a)’da da ¢oziime sahiptir, dd. eger u :
Cr(a) — R siirekli ise, 4|Cr(a) = u kogulunu saglayan, tek olarak belirli bir
@ € C(Dg(a),R)NHar(Dg(a),R) fonksiyonu vardir. Ileride karsilasacagimiz
(7.6.4) ve (7.7.1) teoremleriyle agagidaki teoreme ulagiriz:
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Teorem 6.8.23 B C C sinarl basit baglantils ve OB bir kapalr Jordan gezisi
olsun. Bu kosullarda, her strekli v : OB — R déniisimi, B’de harmonik
olacak bicimde bir siirekli © : B — R déniisiimiine genisletilebilir.

Teorem 7.6.4’ten dolay1 bir biholomorf f : B — I doéniigiimii vardir. Te-
orem 7.7.1ile f fonksiyonu bir topolojik F' : B — D doniisiimiine genisletilir.
Simdi u := v o (F~1|0D) olsun. Teorem 6.8.22’den dolay1 u fonksiyonu D’de
harmonik olacak bicimde bir % : D — R fonksiyonuna genisler. ¥ := @ o f
aranan fonksiyondur (bkz.7.7.1).

Teorem 6.8.24 U C C agik ve f : U — R siirekli olsun. u’nun harmo-
nik olmast i¢in gerek ve yeter kosul u’nun ortalama dejer ézelligine sahip
olmasidar.

Kanit. Harmonik fonksiyonlarin ortalama deger 6zelligine sahip olduklarini
daha o6nce kanitladik. Simdi tersini gorelim: B bolgesi U’'nun bir baglantili
bileseni olsun; savimizi B igin kanitlamak yeterlidir. a € B i¢in R > 0 sa-
yistn1 D := Dg(a) C B olacak bicimde secelim. Teorem 6.8.22’den dolay1
bir 4 € C(D) N Har(D) fonksiyonu 4|0D = f|dD olacak bicimde vardir.
Teorem 6.8.9’dan dolay1, f fonksiyonu B’de maksimum ilkesini saglar. Te-
orem 6.8.14’ten 6tiirii, @ fonksiyonu D’de maksimumunu da minimumunu
da dD’de alir. Dolayisiyla f — @ fonksiyonu D’de maksimumunu da mini-
mumunu da dD’de alir. Ancak f — @ fonksiyonu dD’de 6zdeg olarak sifir
oldugundan f — @|D = 0. Béylece f fonksiyonu D’de harmoniktir. f fonk-
siyonu her a € B noktasinin bir komgulugunda harmonik oldugundan, B’de
de harmoniktir. |

Teorem 6.8.24 bize bir siirekli u : U — R fonksiyonunun ortalama deger
ozelligine sahip olmasinin ne kadar giiglii bir 6zellik oldugunu soyler. Boyle
bir fonksiyon harmoniktir, C*°(U)’dadwr hatta U’da reel analitiktir.

Teorem 6.8.25 (Harmonik Fonksiyonlar I¢in Yansima Ilkesi) B c C
bélgesi w-eksenine gore simetrik ve BY = BN H, B~ = BNH" olsun.
u € H(B',R) ve her x € BNR igin lim,cp+ , ,, u(z) = 0 olsun. Bu
durumda w’yu, her x € BNR i¢in u(z) = 0 ve herz € B~ igin u(z) := —u(z)
olarak tanwmlayarak B’ye genisletelim. u fonksiyonu B’de harmoniktir.

Kanit. Harmoniklik bir yerel 6zelliktir. Teoremin verilerinden u € C(B, R).
Diger yandan, tanim geregi u fonksiyonu B™ U B~’de harmonik oldugundan,
her D, (z0) C BT U B~ igin u(z) = fo% u(zp + re)dt. Eger xo € BNR ve
D, (x9) C Bise u(zg) =0 = fOZﬂ u(xg + rett)dt olur; ciinkii bu integralin ist
yaridiizlemdeki kismi alt yaridiizlemdeki kismini gétiiriir. Sonugta u siirekli
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fonksiyonu B’de ortalama deger ozelligine sahip oldugundan, (6.8.24)’ten
dolay1 u fonksiyonu B’de harmoniktir. ]

Bu teorem, KA T Teorem 3.5.31(ii) 'nin kamtina kogut olarak agagidaki
teoreme genisletilir:

Teorem 6.8.26 U C C bir agik kiime ve v ise OU 'nun bir serbest sinir
parcast olsun. v € Har(U, R)NC(UU7) ve v|y = 0 ise, v fonksiyonu UU~y min
bir acik komsuluguna harmonik olarak genisletilebilir.

Onerme 6.8.27 (Harnack Esitsizligi) u € C(Dg(a),R)NHar(Dg(a),R)
ve u >0 ise, her z € Dr(a) igin
R — |z —al

R+ |z —al
- u
R+ |z —al

(a) <u(z) < mu(a}. (6.128)

Kanit. Yalinlik agisindan kaniti @ = 0 icin verecegiz. Her z € Dp igin

R—|e| _ R2—|oP _ R —[s _ R—|’ _ R+
RAlel = (R4 [o)® " [Ret— 2~ (R—|o])? R’

dolayisiyla

R+ |2

R — ]

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi u(Re®) > 0 ile carpip [0,27] {izerin-
den ortalamalarmi alirsak, dd. % f027r ... dt integrallerini alirsak (6.115) ve
(6.124) sav1 verir. [ |

R —|7| it
< P R Y <
R+|z| — (2, Re®) <

Teorem 6.8.28 (Harnack Teoremi) U C C ag¢ik ve (u,) C Har(U)
olsun.

(i) (uy) dizisi U’da bir u fonksiyonuna kompakt dizgin yakinsaksa u fonk-
styonu da U’da harmoniktir.

(i1) Eger ayrica U bir bolge ve wu, fonksiyonlari R-degerli ve (uy) dizisi
monoton artansa iki durum soz konusudur: Ya (uy,) dizisi bir u €
Har(U,R) fonksiyonuna U’da kompakt dizgiin yakinsaktir, ya da her
z € U igin limuy,(z) = +o0.

Kamt. (i) u, fonksiyonlar1 U’da ortalama deger 6zelligine sahiptirler. Her
D,(a) C U kapal dairesinde (u,) dizisi diizgiin yakinsak oldugundan

2

1 .
u(a + re')dt

2m
u(a) = limuy,(a) = lim / wn(a + re)dt
0

m 2 Jo

elde edilir. Ozetle: u fonksiyonu U’da ortalama deger ozelligine sahiptir,
dolayisiyla Teorem 6.8.24’ten u fonksiyonu U’da harmoniktir.
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(ii) U baglantili olsun. n € N igin v, := u, — up olsun. Bu durumda
v, > 0 ve (v,) de bir artan dizidir. Dolayisiyla, her z € U igin (v,(z))
dizisinin [0, +00]’da bir limiti vardir bunu v(z) ile gosterelim.

Vi={zeUl|v(z) < +oo} ve W :={z € U|v(z) = +o0}

olsun. (6.128) Harnack Esitsizligini v,, fonksiyonlarima uygularsak V' ve W
kiimelerinin agik oldugunu goriirtiz. U baglantili oldugundan ya W = U ve
v =400, yada U =V ve her z € U igin v(z) < +oo. Bu ikinci durum soz
konusu olsun. Eger D,(a) C U ve m < n ise, yine Harnack Esitsizliginden

r+|z —al

0 <ovp(z) —ovm(z) < (vn(a) —vm(a)), z € Dy(a)

r—|z—al

elde ederiz. Boylece 0 < p < r igin (v,) dizisi, dolayisiyla (u,) dizisi D,(a)
da diizgiin yakmsaktir. Sonug olarak (u,) dizisi U’da yerel diizgiin yakinsak
oldugundan kompakt diizgiin yakinsaktir. u := limw,, fonksiyonu, (i)’den
dolay1 U’da harmoniktir. |

6.8.3 Fizikle Iligki

Fizigin degisik alanlarinda belli bir B € R? bélgesinde C? smifindan olup
Au = 0 kogulunu saglayan u fonksiyonlarini arariz. Bunlara genel olarak
potansiyel fonksiyonlar1 denir. Potansiyel fonksiyonlarimiz harmonik fonksi-
yonlarimizdir ve bunlarin yerel olarak holomorf fonksiyonlarin gergel kisim-
lar1 oldugunu da gordiik. ¢ € R igin {z € B|u(z) = ¢} genelde B’de bir
egri tanimlar; bunlara seviye egrileri veya es potansiyel egrileri denir.
7 : la,b] — B bir piiriizsiiz gezi ve u(y(t)) = c ise, gradu = (ug, uy) olmak
tizere, her ¢ € [a, b] i¢in u(y(t)) = 0 esitliginde t’ye gore tiirev alirsak

gradu(y(t)) -7/ (t) == (grad u(y(t)),7'(t)) = 0 (6.129)

elde ederiz. z = y(t) olmak iizere y seviye egrisinin z noktasimdaki 7/(t) tegeti
grad u(z) vektoriine diktir. z noktasinda u potansiyeline uygun bir pargacik
bulundugunu varsayalim. Bu parcacik B bolgesinde u’ya uygun bigimde yer
degistirir ve bu yer degistirme — grad u(z) yoniinde olur. Bu par¢acigin B’de
piiriizsiiz bir A : [«, 8] — B ile gezindigini varsayar ve buna bir akig ve \'ye
bir akis egrisi dersek (6.129) bize akiglarin daima eg potansiyel egrilerine
dik y6nde oldugunu soyler.

u : B — R bir potansiyel fonksiyonu olsun. Eger B bdlgesi basit baglan-
tili ise, w'nun B’de bir v harmonik eglenigi vardir, dd. f = u + iv fonksiyonu
B’de holomorftur. Kisim 7.2’de ayrintili bigimde inceleyecegimiz gibi holo-
morf fonksiyonlar tiirevlerinin 0’dan farkli oldugu yerlerde agilar1 yonleriyle
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birlikte korur. f fonksiyonunu C, diizlemindeki B bélgesinden C,, diizlemine
bir doniigiim olarak diisiinelim ve C,, diizleminde koordinat eksenlerini x- ve
y- eksenlerine kogut olarak u- ve v-eksenleri olarak secelim. (c1,c2) € f(B)
olmak iizere C,, diizlemindeki u = ¢; ve v = ¢; dogrulari birbirini dik
kestikleri i¢in B’deki u(x,y) = ¢ ve v(z,y) = co seviye egrileri birbirini
dik keserler. Eger u bizim potansiyel fonksiyonumuz ise u(x,y) = c¢1 bize
es potansiyel egrilerini verirken v(x,y) = co seviye egrileri bize potansiyel
alanimizin akig egrilerini verir.

Fizikciler kendilerine 6zgii bir dil gelistirmislerdir. Once bu dili taniya-
lim. Biz konumuz geregi U C R? acik kiimelerinde calisacagimiz icin bu dili
burada gelistirecegiz. Bu durumda U’da tanimli iki tip fonksiyonla ilgilene-
cegiz, bunlar u : U — R skalar alanlari ve f : U — R? vektor alanlaridir.
U’daki her u tiirevlenebilir skalar alani bize

ou 0u>

du:=(—, =—
grad u (8;8’81,/

ile tanimlanan bir vektor alani verir. Eger bir f vektor alani i¢in bir u skalar
alani ile f = grad u ise, f’ye bir gradyan alani ve u’ya ise f'nin bir ilkeli
denir. Eger U bir bolge ise, f’nin U’daki tiim ilkelleri u+¢, ¢ € R tipindedir.

u€ KA I(U) ise gergel analizden U’daki her v pargali KA I gezisi igin

/gradu ~dr = /(umdx + uydy) = u(sy) —u(by), dr = (dz,dy)
v gl

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla siirekli f = (f1, f2) vektor alam U’da bir
gradyan alam ise, U’daki her parcali KA I gezisi igin f7 f - dr integrali
yalnizca v'nin u¢ noktalarina baghdir ve ayrica v kapali ise, f7 f-de=0.

U C C olmak iizere f : U — C vektor alani verilsin. Bu tip vektor alanla-
rina fizikte, eger hidrodinamik dili kullanirsak, duragan diizlemsel vektor
alanlar1 denir. Ornegin f(z) = (f1(2), f2(2))’yi akan bir sivinin hiz vek-
torii olarak yorumlarsak, duraganlik her z € U igin f(z) hizinin zamandan
bagimsiz olmasi anlamma gelir. Diizlemsellik ise tiim f(z) hiz vektorleri-
nin bir sabit diizleme paralel olmasi demektir. Biz bu diizlemi xy-diizlemi
olarak segtik. Boyle bir durumla ince diizlemsel levhalardaki 1s1 akiglarinda
veya elektrik akimlarinda da kargilagacagimiz gibi U x R silindirlerindeki sivi
veya 1s1 veya elektrik akimlarinda da kargilagiriz; son durumda elbette her
(x,y,2) € U xR i¢in f(z,y,2) = f(x,y) istenecektir.

Simdi f = (f1, f2) : U — C bir stvimin hiz vektorii olarak yorumlansin.

0 0 0 0
S (w0) + B2 ve 10t f(ay) i= B2 w) ~ At (z)

(6.130)

divf(x, y) =
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kavramlarini gergel analizde de fizik derslerinde de goriiriiz. z = (z,y) =
z + iy olmak tizere div f(z) > 0 ise z bir kaynak noktasi, div f(z) < 0 ise
z bir yutak noktasi, div f(z) = 0 ise z bir durgun nokta veya sivimiz z
noktasinda sikigtirilamaz denir. Biz sivimizin su iki 6zellige sahip olmasini
isteyecegiz: Sivimiz U’da

sikigtirilamaz, dd. div f = on + of =0 ve (6.131)
ox oy
dénmesiz, dd. rot f = % - %J;l =0 (6.132)

olsun. f = (f1, fo) : U — R? vektor alam KA I siifindan ve gradu = f ise

g M 0RO (u) 0 0wy
Oz dy 0z \ Oy oy \ox )

olur, dd. f’'nin bir gradyan alam olmasi i¢in rot f = 0 olmasi, dd. f’nin
donmesiz olmasi gereklidir. Eger U basit baglantili ise, bu gerekli kogulun
yeterli oldugunu gercel analizde 6greniriz. Ozellikle, her dénmesiz f vektor
alam yerel olarak gradyan alamidir. Eger f vektor alanmi KA I simifindan,
dénmesiz ve sikistirlamaz ise, yerel olarak bir v € C? ile f = gradu ile

oldugundan
) 0 (0Ou 0 (0ou
olur.

Simdi B C C basit baglantil bir bolge ve f € KA I(B,R?) donmesiz
ve sikigtirilamaz bir vektor alani ise, B’de harmonik bir w ile f = gradu
olur. Teorem 6.8.5’ten dolay1, u fonksiyonu B bolgesinde bir sabit diginda
tek olarak belirli bir holomorf fonksiyonun gergel kismidir. F' = u + iv boyle
bir fonksiyon olsun. u, v € Har(B,R) ve Cauchy-Riemann denklemlerinin bir
sonucu olarak grad u ve grad v vektorleri birbirine diktirler. Eger ) # B # C
ve B basit baglantili bir bolge ise, Riemann Doniigiim Teoremi 7.6.4 ile B'nin
D’ye, dolayisiyla H’ye biholomorf resmedilebilecegini gérecegiz. Boylelikle bu
teorem bize birim dairedeki veya iist yaridiizlemdeki basit akig ve seviye egri-
lerine sahip potansiyel fonksiyonlar araciligi ile B’de karmasik akis ve seviye
egrilerini inceleme firsat1 verir. Biz bunlara girmeyip iki kaynak vermekle
yetinecegiz: (1) Krantz, S.-Complex Variables, A Physical Approach ve (2)
Sato, K.- Complex Analysis for Practical Engineering, Springer 2015.

Problemler

Problem 6.8.1 Not 6.8.2 (5)’teki savi Teorem 6.8.5(ii)’den yararlanarak
kanitlayiniz.
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Problem 6.8.2 Awu = 0 denkleminin kutupsal koordinatlarda

7"2 T@ + @ =0
or \_ or 002
seklini aldigini gosteriniz.

Problem 6.8.3 a,b € R ve u(x,y) = ax® + 2bzy — y? olmak iizere hangi
a,b’ler icin v : R? — R fonksiyonu harmoniktir? Bu a,b’ler icin Re f = u
olan bir f € H(C) veriniz.

Problem 6.8.4 Agagidaki fonksiyonlarin C’de harmonik oldugunu gosterip

harmonik eglerini bulunuz: (a) #2—%?2, (b) sinh zsiny, (c) e*(z cosy—ysin ).

Problem 6.8.5 (a) u(z,y) := f(x) veyau(x,y) := f(xy) olarak tanimlanan
u : C — R fonksiyonlarinin harmonik oldugu C? smifindan tiim f : R — R
fonksiyonlarini belirleyiniz.

Problem 6.8.6 Hangi C? smifindan f : (0, 4+00) — R doniisiimleri icin

x2+y2
T

u:Ct =R, u(z,y) :zf(
olarak tamimlanan u fonksiyonlar: harmoniktirler?
Problem 6.8.7 u € Har(C,R) smirh ise u'nun sabit oldugunu gésteriniz.

Problem 6.8.8 Asgagidaki 6nermeleri kanitlayiniz:
(i) u: C — R harmonik ve u > 0 ise, u sabittir.
(ii) u € Har(C,R) sabit degilse bir (z;,) dizisi lim z, = oo ve limu(z,) =0
olacak bicimde vardir.

Problem 6.8.9 B bir bolge, u € Har(B,R) ve A C B kiimesinin B’de bir
yigilma noktasi olsun. u|A = 0 ise u = 0 olmas1 gerekmedigini 6rnekleyiniz.

Problem 6.8.10 B bir bolge, v € Har(B,R) ve A = {2z € B|u,(z) =
0 = uy(2)} kiimesinin B’de bir y1gilma noktasi varsa, u'nun sabit oldugunu
gosteriniz.

Problem 6.8.11 B bir bélge, f = u + iv € H(B) ve D,(a) C B olsun.
v|Cr(a) = 0 ise, f’nin sabit oldugunu gosteriniz.
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Problem 6.8.12 u € C(D,R) N Har(D,R) ise, z € D igin

1 [2 et 4 2

2 Jo et —2z

9(z) : u(e™)dt

olsun. g € H(D) ve u = Re g oldugunu gosteriniz.

Problem 6.8.13 f ¢ C(C*,R) N Har(C*,R) ise, her z = 2 4 iy € C* icin

+oo T
f(z) = 71T/_ mf(it)dt

oldugunu gosteriniz. Ipucu: T'(z) = ;j déniigiimii C* yaridiizlemini biho-

lomorf D’ye resmeder. T’den yararlaniniz




Bolum 7

Geometrik Fonksiyonlar
Kuram

Bu boliimde Weierstrass-Riemann yaklagimi s6z konusudur. U C C agik ol-
mak iizere f € H(U) fonksiyonlarinin bir f : U — R? doniisiimii olarak
ozelliklerine odaklanacagiz. Ozellikle biholomorf déniigiimleri diferansiyelge-
ometrik Ozellikleriyle karakterize etmeye calisacagiz.

7.1 Yeniden Acik Doniisiim Teoremi

KA Teorem 1.8.16’da B C C bir bolge f € A(B) ve f sabit degilse f: B —
C'nin bir acik doniigiim oldugunu kanitladik. fleride A(Q2) = H(Q2) oldugunu
kanitladigimizda teoremin kendiliginden apacik olacagini belirtmistik. Simdi
béyle bir kanit verelim.

Teorem 7.1.1 B C C bir bolge, f € H(B) ve n € N* olmak iizere f
fonksiyonunun zg € B noktasinda n. dereceden bir wqy yeri bulunsun. Ye-
terince kiiciik her Dy (z0) dairesine karsik bir D,(wo) dairesi dyle bulu-
nabilir ki, her w € D,(wo) degeri Dy(z) da her biri birinci dereceden w-
yeri olmak tzere n degisik z1(w), ..., zn(w) noktalarinda alinir; dolayisiyla
D,(wg) C f(Dr(20)) ve bunun bir sonucu olarak f bir a¢ik donisimdir.

Kanit. n > 1 oldugundan f fonksiyonu zg’da yerel sabit degil, B bir bolge
oldugundansa f fonksiyonu B’de sabit degildir. Dolayisiyla f' # 0. Ancak
I ve g(2) := f(2) — wo fonksiyonlarimin sifir yerleri ayriktir. Simdi R > 0
sayist Dg(zp) C B olacak bi¢imde segilsin. Bir 7 > 0 sayis1 2rg < R ve her
z € D3, (20) igin f'(z) # 0 ve g(z) # 0 olacak bicimde segilebilir. Simdi
0 < r <1 igin zp merkezli  yarigaph pozitif yonlenmis &, ., gezimizi kisaca
7 ile gosterelim ve n := f o~ olsun. wg ¢ 1 oldugundan bir p > 0 sayis

545
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D,(wo) Nn = B olacak bicimde segilebilir. Bu durumda KA I Sonug 4.2.11
ile

LA o) _
o) = [ = o [ 5 = 2l D) =

elde ederiz. n(n, w), D,(wp) da sabit oldugundan, her w € D,(wy) i¢in

[ ode
21 Jy C—w

f/
= 51 | i = 2ol Dile)

Dolaysiyla f fonksiyonu, her w € D} (wo) degerini D} (20)’da kathlhiklarryla
sayllmak {izere n kez alir. Ancak D}(zp)'da f'(z) # 0 oldugundan, her w
yeri birinci derecedendir. |

n = n(n,wy) = n(n,w) =

Onerme 7.1.2 Q C C agik, f € H(Q) vea € Q olsun. Asaqidaki 6nermeler
esdegerlidir:
(i) f'(a) #0
(ii) f donisimi a noktasinda yerel birebirdir, dd. a noktasinin bir agik
V C Q komsuluguyla b = f(a) noktasinin bir agik U komsulugu

fIV:V=U
bir tamesleme olacak bicimde bulunabilir.

Kamt. (i)=(ii): f’(a) # 0 olsun. a noktasi f’nin birinci dereceden bir
b yeridir. Teorem 7.1.1’den r,p > 0 sayilari, her w € D,(b) i¢in f(z) =
w denkleminin D, (a)’da birinci dereceden tam bir ¢ozlimii olacak bi¢imde
bulunabilirler; bu ¢ézme z(w) diyelim. V := f~1(D,(b)) N D,(a) bir agik
kiimedir ve f|V : V — D,(b) bir tameslemedir.

(ii)==(i): Karsikonum ilkesiyle kamtlayacagiz, dd. —=(i)== —(ii) 6ner-
mesini kanitlayacagiz. f’(a) = 0 olsun. a noktasi f’nin n. dereceden bir b
yeridir ve n > 2. Yeterince kiigik » > 0 sayilan i¢in f|D}(a) doniigiimi n
farkli 21 (w), . .., zp(w) noktasmi ayn1 w noktasina resmeder. f yerel birebir
olamaz! |

Uyarilar: (1) Onerme 7.1.2 gercel degerli fonksiyonlar icin yanlistir. Or-
negin f(x) = 3 fonksiyonu R-analitik bir tameglemedir, ancak f’(0) = 0’dur.

(2) U,V C C agik kiimeler olmak {izere bir f : U — V holomorf fonk-
siyonu, orten ve yerel birebir, ancak bir tamesleme olmayabilir. Ornegin
f(z) = e* ile verilen f : C — C* fonksiyonu holomorf, 6rten ve her a € C
i¢in f’(a) = e® # 0 oldugu igin yerel birebirdir, ancak her z € C ve her k € Z
icin f(z + 2mik) = f(z) oldugundan, f birebir degildir!
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Teorem 7.1.3 U,V C C agik kiimeler olmak izere f : U — V' holomorf ve
tamesleme ise, f~* € H(V). Ayrica a € U igin b = f(a) ise
1

Y0 = (Y (Fla) = ——. 7.1

0= 07 U@) = 5 (71)
Kanit. B kiimesi U’'nun bir baglantili bileseni olsun. f|B sabit olmadign-
dan, Teorem 7.1.1’den dolay1 bir agik dontigimdiir. Dolayisiyla f bir agik
doniistimdiir. f: U — V tameglemesi ayrica siirekli oldugundan bir topolo-
jik déniigiimdiir. Béylece KA I Onerme 1.2.19’un kosullar saglandigindan,
f~! fonksiyonu b noktasinda tiirevlenebilir ve tiirev (7.1) ile verilmigtir. W

Sonug 7.1.4 U,V C C ag¢ik olmak tizere holomorf f : U — V tameglemeleri
biholomorftur.

Su ana kadar gordiiklerimiz, KA I Onerme 1.2.19’un kosullar1 arasinda
[---] iginde yazilanlarin gergekten de gereksiz oldugudur. f € H(A) bire-
birse, otomatikman her a € A i¢in f'(a) # 0 ve Teorem 7.1.3’lin kanitinda
gosterildigi gibi f~! ise b = f(a) noktasimda siireklidir.

KA I Ters Fonksiyon Teoremi 4.2.21°de birebir holomorf fonksiyonlarin,
belli kogullarda bir anlamda global terslerinin integral ifadesini vermigtik.
Simdi ise biholomorf f : U — V fonksiyonlarinin ters fonksiyonlarinin kuv-
vet serileri iizerinden nasil belirlenecegini gorecegiz.

f U — V biholomorf, a € U ve b = f(a) olsun. r, p > 0 sayilarim Te-
orem 7.1.1°deki gibi se¢elim. Bu durumda D,(b) C f(D,(a)). fnin D, (a)'da

400
w:f(z):b+2a,,(z—a)” (7.2)
n=1
gibi bir seri agihmi, f~Vin ise D,(b)’de
+oo
z=f"w)=a+ ) bu(w—b)" (7.3)
pn=1

gibi bir seri agilimi vardir. Kuvvet serileri yakinsaklik dairelerinde mutlak
yakinsak olduklarindan, (7.3) esitliginde w — b yerine (7.2) esitliginden gek-
tigimiz "% a, (2 — a)” koyarak elde ettigimiz

+00 +00 K
z—a= Zbl‘ (Zal,(z—a)”)
pn=1 n=1

serisinin sag yanini (z — a)’nin artan kuvvetlerine gore

z—a=Dbai(z—a)+ (brag + bpa?)(z — a)* + - -
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olarak diizenleyebiliriz. Seriler i¢in 6zdeglik teoreminden sirasiyla sonsuz gok-
lukta

1= b1a1
0="bras + bga%
0 = bras + 2bsaqas + bga?

denklemlerini elde ederiz. f birebir oldugundan a; = f’(a) # 0. Bu bize
yukaridaki denklem sisteminden yinelgen bi¢imde b,, katsayilarini hesaplama
sans1 verir. Ornegin by, by ve bs icin asagidaki degerleri buluruz:

b= —
ai
a2
b2 — —73
ay
203 — aja3
by = z
aj
Genel olarak b, icin, ai,...,a,’lere gore (u — 1). dereceden homojen olan
bir P,_i(a1,...,a,) polinomu ile
Pu—l(alw ,GM)
b, = 5T , w=1,2,...
ay

gibi bir ifade elde edilir. b, katsayilarinin hesaplama islemine girmeyecegiz.
Boylece f~! fonksiyonu 6nce bir D,(b)’de belirlenir. Ozdeslik Teoreminden
dolay1 ise f~! fonksiyonu V kiimesinin D,(b) dairesini igeren baglantili bile-
seninde tek olarak f~!|D,(b) ile belirlidir. f~! fonksiyonunun, bu bilesendeki
degerleri —6rnegin daireler zinciri boyunca— analitik genigletmelerle belirle-
nir. Bu islemler V'nin her baglantili bileseninde tekrarlanarak f~! belirlenir.

7.2 Konform Doniigiimler

I C R bir aralik ve U C R? bir acik kiime olmak iizere f : I — R ve g :
U — R olsun. Bu fonksiyonlarin R¥’deki G := {(z, f(z)) |z € I'} ve R3’teki
Gy = {(z,y,9(x,y))| (z,y) € U} graflar1 bu fonksiyonlarin incelenmesinde
son derece yararh gorsel araclardir.

Simdi U C C agik ve f : U — C verilsin. f'nin tanim bolgesinde noktala-
rimuzi z = (x,y) ve deger bolgesindeki noktalarimiz w = (u, v) ile gosterirsek,
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yukarida oldugu gibi f'nin grafini cizmeye kalkarsak R*’te calismamiz gere-
kecek ve bu gorsellestiremeyecegimiz bir durumdur. Bu durumda Riemann
iki kompleks diizlemle ¢alismay: yegler: birisi tanim bolgemizi igerir ve bunu
bazen C, ile gosterecegiz, digeri ise degerlerin alindig: ikinci diizlemdir ve
bunu da bazen C,, ile gbsterecegiz.

Bu kismin amaci birebir holomorf fonksiyonlar1 diferansiyel 6zellikleriyle
karakterize etmektir. f € H(U) birebirse, her seyden énce f € C1(U) ve
her a € U icin f'(a) # 0 olur. Ayrica, her a € U igin Ay(a) > 0 olur(bkz.
(7.10)). Diger yandan 0 < ¢(a) < 27 ve r(a) > 0 gergel says1 ile f'(a) =
r(a)e’?@ olsun. b := f(a) ve w = f(z) olmak fizere z — a = |z — a|e??*~9),
0<0(z—a)<2mise

f(z)— fla) = r(a)ei‘p(“) (z—a)=r(a)|z — a\ei(e(z_a)ﬂ"(“)). (7.4)

Burada = imi “yaklagik olarak egit” anlaminda kullanilmigtir ve z sayisi
a’ya yaklagtikga ~ imi = imine yaklagir. (7.4)’iin 6zetle soyledigi, agagida
daha da netlestirecegimiz anlamda sudur: a noktasinin yeterince kiigiik kom-
sulugunda f(z) — f(a)’y1 bulmak i¢in yapilacak is z — a vektoriini orijinin
etrafinda ¢(a) kadar saatin ters yoniinde dondiiriip uzunlugunu r(a) ile garp-
maktir. Burada 6nemli olan ¢(a) ve r(a)’nin 6(z — a)’dan, dolayisiyla z’den
bagimsiz olmasidir. 21, z0 € U noktalar1 a’ya yeterince yakin olduklarinda
f(zx) — f(a)’y1 bulmak igin z; — a’y1 ¢(a) kadar saatin ters yoniinde don-
dirdiigtimiizden f(z1) — f(a) ve f(z2) — f(a) vektorleri arasindaki agi z1 — a
ve zp — a vektorleri arasindaki aciya esittir. Ozetle, her a noktasinda f fonk-
siyonu, a’ya bagli olan bir benzerlik doniigiimiidiir. Toparlarsak, f € H(U)
birebirse asagidaki diferansiyel geometrik ozelliklere sahiptir:

(a) f € CYHU) birebirdir ve her z € U igin f'(z) # 0,
(b) f y6n koruyandir, dd. her z € U i¢in A¢(z) > 0,
c

(

)
) f her a € U noktasinda agilar1 korur,
(d) f her a € U noktasinda bir sikger déniigiimdiir.

Her geyden 6nce (b)’'nin bir sonucu olarak, her z € U i¢in A¢(z) # 0’dir, dd.
f doniigiimii U’da diizgiindiir. Bu kismin amaci ise herhangi bir f : U — C
fonksiyonunun (a), (b) ve (c)’yi sagliyorsa (bkz. Teorem 7.2.10), veya (a), (b)
ve (d)’yi saghyorsa (bkz. (7.2.16)) U’da holomorf oldugunu kanitlamaktir.
Bu nedenle, agilar1 yonleriyle koruyan doniigiimler Riemann i¢in énemlidir-
ler, onlar sonsuz kiigiikte (infinitesimal 6lgekte) benzerlik donisimleridirler.
L : C — C bir birebir R-dogrusal doniisiimii olsun. Her z,w € C* i¢in
<(Lz, Lw) = <1(z,w) ise, L doniigiimii ag1 koruyandir denir (bkz. KA I
Tanim 5.4.1). KA T (5.23) esitliginden dolay1 L’'nin ag1 koruyan olmasi

Vz,w e C (|Lz||Lw| (z,w) = |z||w| (Lz, Lw)) (7.5)
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onermesine denktir.!

Onerme 7.2.1 R-dogrusal ve birebir olan L : C — C donisimii i¢in asa-
grdaki onermeler esdegerlidirler:

(i) L:C — C agilars korur.
(i) Bir a € C* sayisi, ya her z i¢in Lz = az, ya da her z igin Lz = aZ
olacak bicimde vardr.
(i1i) Bir p > 0 pozitif sayist daima (Lz, Lw) = p(z,w) olacak bigimde
vardar.

Kanit. (i)==(ii): L acilar1 korudugundan ve her 0 # z € C i¢in z ve iz
vektorleri birbirine dik olduklarmdan (z,iz) = 0. Ozellikle (L1, Li) = 0 ve
(L(1 + 1), L(—1 +14)) = 0. Tkinci denklemden

0= (L(1+44),L(~=1+14))=--- = (Li, Li) — (L1, L1) = |Li|* — |L1}?

elde edilir. Boylece L1 ve Li uzunluklar: ayni ve birbirine dik olduklarindan,
Li = £iL1 olur. o := L1 € C* olmak iizere Onerme 1.2.11°de oldugu gibi
Li = iL1 ise, her z igin Lz = az ve L doniigiimii C-dogrusaldir; eger Li =
—iL1ise, her z = x+iy i¢gin Lz = xL14+yLi = xL1—iyLl = o (x — iy) = az
elde ederiz ve L doniigiimii antidogrusaldir.

(ii)==(iii): Her z,w € C i¢in (Lw,Lz) = (aw,az) = l|a|*{(w,z) ve
(w,%) = (w, z) oldugundan, her iki durumda da p := |a|? > 0 ile (Lw, Lz) =
p (w, z) olur.

(ili)==(1): Her z € C i¢in |Lz| = /p|z| oldugundan, z # 0 i¢in Lz #
0 olur. Dolayisiyla L dogrusal déniisiimiimiiz birebirdir; R? sonlu boyutlu
oldugundan ise bir egyapi doniigiimiidiir. Ayrica, her w, z € C igin

wl|z| (Lw, Lz) = |wl|z[p (w, z) = |Lw||Lz| (w, z)

oldugundan, L aci koruyandir. |

R-dogrusal L : C — C déniigiimii acilar1 korusun. Onerme 7.2.1’in ka-
nmitinin (i)==-(ii) adiminda, standart bazlarda L doniisiimiiniin matrisinin
My = (L1, Li) oldugunu gordiik®. 0 # o = a +ib = L1 ve A = (L1,iL1)
olmak {izere det A = |a|? > 0. Yine (i)==(ii)’nin kanmtinda Li = +iL1 ol-
dugunu kamitlamistik. Dolayisiyla My = +A oldugundan det M = = det A
olur. Boylece agagidaki onsavi elde ederiz:

Lemma 7.2.2 A¢i koruyan R-dogrusal L doniigimdii
(i) C-dogrusaldir<=> det My, > 0 ve

Y2k = @y + iy icin (21, 2k) = T122 + y1y2 = Re(2122) = Re(22%7).
2Bu tip yazilmda L1 ve Li siitiin vektorleri olarak diigtiniiliir.
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wo 0 wq
@ U
D51 (0%
+ D

Sekil 7.1

(11) C-antidogrusaldir <= det My, < 0.

Durumlar: birbirinden ayirt etmek icin 1,7 — «,ia olan R-dogrusal do-
niigtimiimiizii L ile ve 1,7 — «,—ta olan R-dogrusal doniigimiimiizi ise
T ile gosterelim. det My > 0 oldugundan («,i«) sirali baz pozitif yon-
lenmigken, det M7 < 0 oldugundan (a, —icr) sirali baz1 negatif yonlenmis-
tir. Id : C — C (z + Z) doniisiimii R-dogrusaldir ve standart bazlara gore

matrisi <(1) _01> oldugundan, det Mz = —1 < 0 ve Id yon degistirendir.

T = Lold bagintisindan bir kez daha T"nin yoén degistiren oldugu elde edilir.

z1=1=e1=(1,0), 22 =i =e3 = (0,1) ve wy := Lep = ug, + ivy olsun.
ag,as € [0,27) olmak {izere wy = 7€' ve wy = r9e®? olsun. 0 < 0 < 27
olmak iizere w; vektoriinii saatin ters yoniinde 6 kadar gevirdigimizde wo
dogrultusuna gelsin(bkz. Sekil 7.1). wy, wy dogrusal bagimsiz olduklarmdan
0 # 0,7, dolayisiyla ya 0 < 0 < myada 7w < 0 < 27. Eger a1 < a9 ise
0 = ag — o, yok eger g < aj ise 8 = 27 — (a1 — ag) = 27 + (2 — ).
Her iki durumda da 6 € arg *2 olduguna dikkat edelim. Diger yandan uj =

w1
T COS O, Ve v = T sin o, oldugundan,

det M1, = ujve — viug = rira (cos ay sin ay — sin ay cos az)
= rirosin(ag — ay) = rire sin 6. (7.6)
det M7, >0<=0<0<nmvedet M <0< <0 <27 (7.7)

elde ederiz. C,, diizlemini R*’e C,, x {0}olarak gomersek (7.6) esitliginden
dolay1, w; X wy vektoryel carpimi igin

w1 X wo = det Mpe3 = (0,0,det ML)

elde ederiz. Boylece L doniigiimiiniin yon koruyan olmasi wi X wo vektoriiniin
e3 ile ayni yonde olmasi, tersine yon degigtiren olmasi w; X wg vektoriiniin
es ile zit yonde olmasi demektir.

Tanim 7.2.3 U C C = R? agk, f = (u,v) : U — R? fonksiyonu a € U
noktasinda R-tirevienebilir ve f'(a) : R? — R? bir esyapr déndisiimii olsun.



552 KOMPLEKS ANALIZ I

f'(a) a¢r koruyan veya yon koruyan ise, f fonksiyonu a moktasinda agr
koruyan veya yom koruyandur denir. [ fonksiyonu her a € U noktasinda
a¢t koruyan veya yon koruyan ise, f fonksiyonu U’da ag¢t koruyan veya
yon koruyandir denir.

U cC C=R?agk, f = (u,v) : U — R? fonksiyonu a € U noktasinda
R-tiirevlenebilirse, f'(a) = df (a) : R?> — R? doniigiimiiniin standart bazlara
gore fonksiyonel determinanti

Agta) =det (240 ) — (@) - w@nl@. (1)

vz(a) vy(a)

—

f, = % (fo—ify), fz= % (fa+ify) , f. = f5 ve f, = f= oldugundan, basit
bir hesaplamayla

ap=det (2 4) =18l - 1P (79)

oldugu kolayca goriiliir. f fonksiyonu a noktasinda C-tiirevlenebilir ve f'(a) #
0 ise, f'(a) = f.(a) ve fz(a) = 0 olacagindan

Ag(a) = [f'(a)]* >0, (7.10)
ve buradan
det Ay = det <§z ﬁ) = det Ag(a) = —|f'(@))* <0 (7.11)

elde edilir. Bu bize énerme 7.2.1 ile birlikte agagidaki énermeyi verir:

Onerme 7.2.4 f € H(U) ve a € U icgin f'(a) # 0 ise, f fonksiyonu a
noktasinda agr koruyan ve yon koruyan buna karsin f ise a noktasinda ace
koruyan ancak yon degistirendir.

Teorem 7.2.5 B C C bir bilge f : B — C fonksiyonu stirekli reel tirevle-
nebilir olsun. Asagidaki dnermeler denktirler.

(i) Ya f € H(B) ve her z € B igin f'(z) # 0 ya da f € H(B) ve her
z € B igin (7)/ (z) #0.
(ii) f fonksiyonu B bolgesinde agilary korur.

Kanit. (i)=(ii) Dogrudan 6nerme 7.2.4’ten gikar.
(i))==(i) a € B olsun.

df(a) : C — C, df(a)h = f.(a)h + fs(a)h
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dogrusal doniigiimii a¢1 korudugundan, (7.2.1)(ii)’den ya “ f,(a) # 0, fz(a) =
0” ya da “f.(a) =0, fz(a) # 0" elde ederiz. Bu kogullarda

o f(a) — fz(a)
p(a) = @1 )

fonksiyonu B’de iyi tanimli, siirekli ve yalnizca £1 degerlerini alan bir fonk-
siyondur. B bir bolge oldugundan ¢ sabittir. Eger ¢ = 1 ise B’de fz = 0,
dolayisiyla f € H(B) ve her a € B igin f,(a) # 0 olur. Eger ¢ = —1 ise

benzer bigimde bu kez f, = 0, f € H(B) ve her a € B igin (?)Z (a) #0
olur. |

(7.10) bagintis1 ve teorem 7.2.5’in dogrudan sonucu agagidaki teoremdir:

a€B

Teorem 7.2.6 U C C agik ve f: U — C fonksiyonu stirekli reel tireviene-
bilir olsun. Asagidaki onermeler denktirler.

(i) f € H(U) ve her z € U igin f'(z) # 0.

(i1) f fonksiyonu U’da agilart ve yoni korur.

Ozetle holomorf fonksiyonlar tiirevlerinin 0’dan farkl oldugu yerlerde ac1
ve yon koruyan, buna kargin antiholomorf fonksiyonlar ise tiirevlerinin 0’dan
farkli oldugu yerlerde ag1 koruyan ancak yon degigtiren doniigiimlerdir.

Yy v
w2
Z9 = 1 - w1
/2 L g
P N u
—i=i
Sekil 7.2

a=a+1ib #0, a,b € R olmak iizere R-dogrusal Lz = az ve Tz = az
déniigiimleri ag1 koruyan déniisiimlerdir. Dolayisiyla <t (e1, e2) = 5 oldugun-
dan <(L1, Li) = <(a,ia) = § ve <(T'1,Ti) = <(a, —ia) = 5 olur. Yine de
L ile T arasinda 6nemli bir fark var: L yonii korurken 7" yonii korumuyor!
Bu fark: acilar tiiriinden dile getirmeye calisirsak bu bizi yonlenmis a¢r kav-
ramina gotiiriir. i = ez iken —iav = €'2 a. Dolayisiyla o vektoriinii orijin
etrafinda saatin ters yoniinde dondiirerek ¢av dogrultusuna getirmek istersek
5 kadar dondiiriirken « vektoriinii orijin etrafinda saatin ters yontinde don-
diirerek —ia dogrultusuna getirmek istersek 37” kadar dondiirtiriiz. Bu bizi
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daha 6nce KA I Tanim 1.7.14’te karsilagtigimiz yonlenmis ag1 kavramina
gotiiriir. Orada z,w € C* ise

w
J(z,w) := arg ;’ye

z'den w’ye yonlenmis ag1 demistik.

w/|wl 4 z/l2|

Sekil 7.3

Tamimdan 21, 29, z3 € C* olmak {izere
<I(2’2, 21) = —<I(Zl, 2:2) ve <I(21, 23) = <I(21, 22) + <I(ZQ, 23>

oldugu apagiktir. ¢ € [0,27) olmak tlizere z vektoriinii saatin ters yoniinde
© kadar dondirdiigiimiizde w ile aym yone geliyorsa, dd. |sz| = ei“’lz?‘ ise,
I(z,w) = ¢ + 27Z olur. Genelde < (z,w)’den m € Z olmak tlizere ¢ + 2mm
degerlerinden herhangi biri anlagilir.

Ornegin
3
(1, —i) = ?ﬂ tonZ = fg orZ, o (—i,1) = g + 202,

dolaysiyla < (1, —i) = —<(—i, 1) ancak <(1, —i) = <((—4,1) = §’dir.

Tanim 7.2.7 R-dogrusal L : C — C birebir déniigimine, her z,w € C*
1¢in
I(Lz, Lw) = <(z,w)
ise, L doniigiimi yonlenmis acilart korur veya konformdur diyecegiz.
U cCC agik ve f:U — C fonksiyonu a € U noktasinda R-tirevlenebilir

ve df (a) dontisimai birebir olsun. df (a) konformsa f fonksiyonu a nokta-
sinda konformdur denir.

Sekil 7.2’den de goriildiigi gibi R—dogrﬁalliid dontsiimii yonlenmis agilar:
korumaz! Gergekten de z,w € C* igin (Idz,Idw) = <(Z, W) = —< (2, w).
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Teorem 7.2.8 R-dogrusal L : C — C igin asagidaki dnermeler esdegerli-
dirler:

(i) L agilar ve yoni korur.
(11) L dontgimi C-dogrusaldur, dd. bir o € C* ile, her z i¢in Lz = az.
(i1i) L konformdur.

Kanit. (i)<=>(ii): Bu dogrudan Onsav 7.2.2’den ¢ikar.
(il)==(iii): Bir @ € C* ile Lz = az ise, her z,w € C* igin

L
4(Lz, Lw) = arg 0 arg% = argE = J(z,w).
Lz az z

(iii)==-(ii): L konform olsun. Her z,w € C* igin

Lw w Lw Lz
arg T, = arg — — arg — = arg Lw—argw = arg Lz—arg z = arg —
z z w z

olur. Dolayisiyla C*’da arg % sabittir. Bu ise, her z € C*i¢in %’nin orijin-
den gecen bir yaridogru iizerinde olmasi demektir. KA I Onerme 1.1.6’dan
dolay1 «, 8 € C sayilari, her z € C*igin Lz = az + 5Z olacak bi¢imde vardir.
Bu durumda

. _
2wt BE cec (7.12)
z z

olur. (7.12) esitligi o merkezli || yarigapli bir ¢emberin denklemidir. %

degerleri ancak § = 0 ise bir yaridogru iizerinde bulunurlar. Dolayisiyla
B =0 ve L birebir oldugundan ise, a # 0 elde ederiz. |

Bu teorem bize bagka sozlerle sunu soyliiyor: R-dogrusal ve birebir L :
C — C donitgiimleri igin “agilar ve yoni korumak”, “C-dogrusal olmak” ve
“yonlenmis acilart korumak” denk kavramlardir.

Tanim 7.2.9 U C C agik ve f € CH(U,C) olsun. Asaqidaki kosullar sag-
landiginda f’ye bir konform dondigiimdir denir:

(a) Her z € U igin Ay(z) # 0,
(b) f birebirdir,
(¢) Her a € U igin df (a) konformdur.

Teorem 7.2.10 U C C agik ve f : U — C birebir olsun. f’nin bir konform
dondtgim olmast i¢in gerek ve yeter kosul f € H(U) olmasidur.

Kanit. 1. f : U — C bir konform doniisim olsun. Teorem 7.2.8(i)’den
dolay1 f fonksiyonu U’da agilar1 ve yonii korur. Teorem 7.2.6(i)’den dolay1
f€H(U) ve her a € U igin f'(a) # 0.
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Sekil 7.4

2. f € H(U) birebir olsun. f € H(U) oldugu icin f € CY(U). Ayrica f
birebir oldugundan, KA T Sonug 1.8.15’ten dolay1, her a € U igin f’(a) # 0,
dolayisiyla her a € U icin bir yandan df (a) konform, diger yandan A¢(a) =
|f'(a)]? > 0. Sonugta, f bir konform doniigiimdiir. [ |

Sonug 7.2.11 U C C agk, f: U — (C__konform ve V = f(U) ise, Vde
agiktir ve =1 de konform dondisiimdiir. Ozellikle konform tameslemeler bi-
konformdur, dd. f ve f~! konform déniisiimlerdir.

Kanit. U agik olmak iizere f : U — C konformsa birebir holomorf fonksiyon
olacagindan, Agik Doniigtim Teoremi'nden V = f(U) esitligi agiktir. Holo-
morf fonksiyonlarin tersleri varsa onlarin da holomorf oldugunu biliyoruz.
Oyleyse f~! holomorf ve birebir oldugundan, Teorem 7.2.10 ile konformdur.

|

U C C agik ve f: U — C olmak iizere, her a € U noktasinin bir U, agik
komsgulugu f|U, konform olacak bigimde bulunabiliyorsa, f fonksiyonu U’da
yerel konformdur denir. Ornegin exp : C — C fonksiyonu birebir olma-
digindan konform degildir, ancak yerel konformdur. Elbette yerel konform
dontigiimler yonlenmis acilar1 korurlar.

Piiriizsiiz gezileri tanimlayacak ve baglangic noktalar1 ayni olan piiriizsiiz
geziler arasinda yonlenmis ac1 tanimlayacagiz. Parametre araliginin secimi
onemsiz oldugundan, bu kisimda inceleyecegimiz tiim gezilerin parametre
araliklarini [0, 1] olarak alacagiz. C’de C! siifindan bir v gezisine, her t €
[0,1] i¢in 4/(t) # 0 ise bir piiriizsiiz gezi denir. Burada elbette ¢ = 0’da
sagdan limit, ¢ = 1’de ise soldan limit s6z konusudur. v(0) = a ise

a+sy(0), 0<s< 400

ile v gezisinin a noktasinda yaritegeti parametrelenmistir.
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KA I Not 2.2.6'da C! siifindan geziler icin ¢ parametre doniisiimlerinin
daima ¢'(t) > 0 kosulunu saglamasim istemistik. Bu nedenle piiriizsiizliik
bir rotasal kavramdir. v, ve 7o baslangi¢c noktalar: ayni olan iki pliriizsiiz
gezi olsun. ¢; : [0,1] — [0,1] iki C! simifindan parametre déniisiimii ve

M =Y 0 w; ¢t =1,2 olsun. p := i%g; > 0 olacagindan

O BleaO)eA0) _hO) | 5(0)
TE L 0) T BN (e (0)0) | B Ai0) TEP T8 gy (71

olur. Dolayisiyla su tanim kusursuzdur: a := 71(0) = 72(0) olmak iizere

I(1,72) = L1, 72) == < (71(0),75(0)

I (71,72) degeri a noktasinda ~y; ve v, gezileri arasindaki yonlenmis ag1
olarak tamimlanir. (7.13) esitliginden, yonlenmis a¢1 kavraminin rotasal oldu-
gunu biliyoruz; bu nedenle adaylarla, yani gezilerle caligabiliriz ve parametre
araligim istedigimiz gibi segebiliriz. Ayrica v = 1,2 igin p, > 0 ve z, # 0 ise,

p2z2 __ 22 %
arg #- = arg 2 oldugundan

71(0) ¥
171 (0)] |y

Y1, Y2 ve v3'ler baglangi¢c noktalar: ayni olan piiriizsiiz gezilerse,

(7.14)

N~ (N~
—~|—
=K==
~— [—
SN~—

<wwm=<wwm%®=<(

L(v2,m) = —<(11,72), L(n,7) =0+ 27Z
A(v1,73) = L(71,72) + L(12,73)-

Onerme 7.2.12 U C R? agk, f € CY(U,R?) diizgiin ise, her piiriizsiz
v € G(U) gezisi igin f o~y gezisi de piirizsizdiir.

Kanit. f = (‘Z) v = (i‘;) ve 1) = f o~y ise, basit bir tiirev alma ile f’nin

diizgiinliigii ve (i:gg) 4 (8) dan
serto=vo= (00 200) (0) £ () o

oldugu kolayca goriiliir. |

Yalin yazilimla (7.15) esitligi

df (Y)Y (t) = (f o) () (7.16)
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demektir. Ozellikle t = 0 i¢in a := 7(0) ve b := f(a) dersek f doniigiimii
baglangi¢ noktalari a olan ~ piiriizsiiz gezilerini baglangi¢c noktalar: b olan
foy piiriizsiiz gezilerine doniistiiriir; df (a) ise bu « egrilerinin a’daki teget-
lerini foy'nin b’deki tegetlerine doniigtiiriir. df (a)’ya verilen adlardan biri
olan tegetsel doniigiimiin kaynag: budur.

Simdi U C C agik, a € U, f € H(U) ve f'(a) # 0 olsun. Bu durumda
f € CY(U) ve a noktasmin bir U, komsulugunda her z € U, icin f'(z) # 0,
dolayisiyla Af(z) # 0. Eger 71,72 piiriizsiiz gezilerinin baglangi¢ noktalar1 a

e U2V O) _ PO _ %0
& o) (0) ~ & Flayi(0) ~ B (0)
oldugundan
I (foy, foye) = 4(71,72) (7.17)

olur. Kisaca holomorf fonksiyonlar tirevlerinin 0’dan farkl oldugu nokta-
larda egriler arasindaki yonlenmis agilary korurlar. Bu bilgi f € H(U) fonk-
siyonlarmi f : U — R? doniisiimleri olarak incelemek istedigimizde oldukca
yararl destek saglar.

Ornek. Simdi iki 6rnek verelim.
(1) exp: C. — Cy. Simdi a,b € R olmak iizere C. diizlemindeki

Lt)=t+ibve L'(t)=a+it, t R

agik gezileri birbirini zo = (a, b) noktasinda dik keserler.

a exp ,

Sekil 7.5

Dolayisiyla _ )
(expoL)(t) = e'e™ ve (expoL/)(t) = e®e™

agik gezileri birbirini C,, diizleminin wy = €*® noktasinda yonleri koruyarak dik keser-
ler. Burada exp oL gezisinin izi dp 15m1, exp oL’ gezisinin izi ise e yaricaph 0-merkezli
cemberdir.

(2) Trigonometrik fonksiyonlara érnek olmak tizere cos : C — C fonksiyonunu incele-
yelim. sin z = cos (g - z) oldugundan bdylece sin de aradan ¢gikmig olur. cos fonksiyonu 27
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dongiilii oldugundan onu (—m, 7] X R geridinde, ayrica ¢ift oldugundan [0, 7] X R geridinde
incelemek yeterlidir. Biz énce (0,7) X R geridine odaklanacagiz.
z =x 41y ve w = u + iv olmak tizere KA I Problem 1.7.18 ile

w = cos z = cos(z + iy) = cosx coshy — isinzsinhy

u = cosx coshy ve v = —sinzsinhy.
Y v
ibe ——>—— o7 +ib = o
| \ "
|
A T AR .
I N //
‘ : g B L
| | // \ // \\.
! / \ N
. T=Dp! T cos / \ / \ U
* Y [ X Y }
vy pT -1 ) ol
| ) / b
| | 2
| , N
| i // \\
0 ! . .
—jbetemm<———e — b L7 N
Sekil 7.6

Simdi b > 0 olsun. b, ™ + zz gezisinin izindeki uglar digindaki noktalar

u? v? .

cosh? b + sinh®b
elipsinin alt yaridiizlemdeki noktalarina resmedilirler. b noktas: (0, +00) araligini tararken
bu yar elipsler alt yaridiizlemi tarar. Benzeri bicimde 7 + ib, —ib gezisinin u¢ noktalar di-
sindaki noktalar1 ise bu elipsin iist yaridiizlemdeki kismina resmedilirler ve bunlar da st
yaridiizlemi tarar. cos fonksiyonu (0,7) x {0} araligimi (—1,1) x {0} araligina resmeder.
Diger yandan cos fonksiyonu {0} x (0,4o00)u (1,4+00) x {0}’a ve {7} x (—00,0)1 ise
(=00, —1) x {0}’a resmeder. 0 < p < 7 ise, cos fonksiyonu {p} x R’yi Sekil 7.6’daki sag
hiperbol dalina ve {7 — p} x R’yi Sekil 7.6’daki sol hiperbol dalina resmeder. Ayrica bu
elipsler ve hiperboller tanim kiimesinde birbirini dik kesen dogrularin resimleri oldugun-
dan, bu elips ve hiperbollerin de birbirlerini dik kestiklerini gérmeyi okura birakiyoruz.

Simdi devre digi biraktigimiz bir duruma el alacagiz. f’(a) = 0 duru-
muna bir basit érnekte gozatalim. f(z) = 22 ve a = 0 olsun. f’(0) = 0.
r1, 19 pozitif gergel sayilar, 0 < 07 < 0y < 27 ve 0 < t < 1 olmak {izere
Y (t) = try,e olsun. n,(t) := (foy,)(t) = t2r2e% olur. v, ve 72 bag-
langi¢ noktalar1 a olan iki piiriizsiiz gezidir ve a noktasinda < (v1,72) =
Oy — 01 + 27Z =: 6 + 2xZ’dir. Ancak n},(0) = 0 oldugundan, 7, gezileri-
miz f(a) = f(0) = 0 noktasinda piirtizsiiz geziler degildirler. Yine de bu
gezilerimizin 7 yollarina baktigimizda bu gezilerimize birim uzunluklu te-

getler olarak €200 vektorlerini alabilecegimizi goriiriiz. <(n1,n2) yonlenmis

agisini (€291 e1202) = 2(fy — 01) + 27Z = 20 + 277 olarak tammlarsak
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I (m,m2) = 29(7,72) oldugunu goriiriiz. Demek ki a noktasinda ikinci de-
receden bir f(a) yeri olan fonksiyonumuz, baglangi¢ noktasi a olan ~yq,vo
piiriizsiiz gezileri arasindaki agiy1 ikiye katladi. Simdi baglangic noktasi a
olan bazi v : [0, 1] — C gezileri igin, piiriizsiiz gezileri de kapsayacak bigimde
a noktasinda teget kavramini tanimlayacagiz.

Tanim 7.2.13 Baslangi¢ noktast a olan v : [0,1] — C gezisi verilsin.

t) —
lim 77( ) —oa
10 (5 —al
limiti varsa, v’nin o noktasinda tegeti vardwr ve bu limite ise v'nin a

noktasindaki birim tegeti diyecegiz.

Eger v'nin a’da bir tegeti varsa, bu teget 0 < ¢ < 27 kogulunu saglayan
bir ¢ ile bir ¢*’dir. Diger yandan 3v/(0) # 0 ise, t > 0 oldugundan

i B —a v(t)—v(O)‘ t—0 ‘: 7' (0)
vE) =) (O

t0 |y(t) —al  tHo t—0
Dolayisiyla ~ piiriizsiizse a noktasinda tegeti vardir.

Simdi 1,72 gezilerinin a noktasinda, 0 < ¢1,92 < 27 olmak tizere
€1, %2 tegetleri bulunsun. a noktasinda bunlar arasindaki yonlenmis aci

(7.18)

eip2

I(11,72) = arg —— = 2 — 1 + 27Z (7.19)

a2
olarak tammmlanir. (7.14) ve (7.18) esitliklerinden dolayi bu tanim, geziler
piirlizsiiz iseler, piiriizsiiz geziler i¢in verdigimiz tanimla Ortiisiir.

Onerme 7.2.14 B C C bir bilge, a € B, f € H(B), n > 1, f’nin a nokta-
sinda n. dereceden bir b := f(a) yeri bulunsun ancak f sabit olmasin. B’de
baslangic noktalar a olan ~vy1,~vs gezileri plirizsiizse foy, ve foys gezilerinin
b’de tegetlert vardir ve

F(foy, foyz) = n - x(71,72)-

Kanit. a noktasinin B’ye diigen bir D,(a) komsulugu ve orada asla sifir
degerini almayan bir g € H(D,(a) holomorf fonksiyonu, her z € D, (a) i¢in
f(z) = b= (z — a)"g(z) olacak bigimde bulunabilir. + ise baglangi¢ noktasi
a olan B’de herhangi bir gezi ise, n := fo7 i¢in

M= ) —a N g0 () ] _ (A(0) \" g(a)
tl0 |n(t) —b| _ltw Kh(ﬂ—d) !g(v(t))!] <W(0)!> lg(a)|
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Dolayisiyla n’nin b noktasinda bir tegeti vardir. 0 < ¢, ¢ < 27 olmak {izere
~’nin a noktasindaki birim teget vektori gi% = e ve 2 (Z)‘ = €% olsun.
Burada v acis1 v’dan bagimsizdir. Béylece n’nin b’deki birim teget vektorii
e?e olur. Dolayisiyla baslangic noktalar a ve, 0 < @1, s < 27 olmak
iizere, oradaki birim teget vektorleri sirasiyla e??1, 2 olan 71, ¥ piiriizsiiz
gezileri verildiginde bunlar b’deki birim tegetleri e™?1e*¥ ve ™2™ olan
m = foyy veng = foys gezilerine resmedilirler. Béylece ™1 ¢’ saatin ters
yoniinde (ngs + 1) — (ne1 + 1) = n(p2 — ¢1) kadar dondiirerek e™#2¢™ye
getiririz. Dolayisiyla < (fovy1, foya) = n<(y1,72)- |
Birebir ve R-dogrusal L : C — C doniisiimiine, bir p > 0 gergel sayisi her
z € C ig¢in |Lz| = p|z| olacak bigimde bulunabiliyorsa bir sikger déniigiimii
demigtik. U C C agik, a € U ve f : U — C fonksiyonu a noktasinda R-
tiirevlenebilir ve df (a) bir sikger doniigiim ise, f fonksiyonu a noktasinda
bir sikger doniisimdiir diyelim. Eger f fonksiyonu her a € U noktasinda
bir sikger doniigimse, f fonksiyonu U’da sikger doniistimdiir diyelim.

Teorem 7.2.15 B C C bir bilge, f € C*(B) ve her a € B igin Ag(a) # 0
olsun. Bu kosullarda asagidaki énermeler gegerlidir:

(i) f fonksiyonu a’da sikgerdir<=Ya fz(a) =0 ya da f.(a) = 0.

(ii) f fonksiyonu B’de sikgerdir<=>Ya f € H(B) ya da f € H(B).
Kanit. (i) a := f.(a) ve 8 := fz(a) olmak iizere df(a)(z) = az + [Z.
Varsayimimizdan Ag(a) # 0, dolayisiyla df (a) birebirdir ve a ve f'nin ikisi

birden sifir olamaz. df(a)'nin bir sikger doniigiim olmasi, bir p > 0 ile her
z € C igin |df (a)(z)| = p|z| olmasidir. Dolayisiyla bu 0 # z = |z|e” ile

df (a)(z)

Vz € C* ’

z .
el

olmasi demektir. Bu ise f = 0 veya a = 0 demektir. Bu, sav1 verir.

(ii)(a) f fonksiyonu her a € B noktasinda bir sikger doniisiim olsun.
Teoremimizin (i) sikkindan dolayi, df (a) ya C-dogrusaldir ya da anti dog-
rusaldir. Onerme 7.2.1°den dolay1 f fonksiyonu B bélgesinde acilar1 korur.
Teorem 7.2.5°e gore ya f € H(B), ya da f € H(B) olmahdir.

(ii)(b) f € H(B) ise, her a € B igin fz(a) = 0, ancak f.(a) # 0, yok
eger f € H(B) ise (f), (a) = f.(a) = 0, ancak (f), (a) = fz(a) # 0 olur.
Onermemizin (i) sikkindan dolay1 f fonksiyonu B’de sikgerdir. [ |

Teoremimizin kogullarinda “f yon korur <= f € H(B)” olacagindan,
asagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 7.2.16 U C C agik ve f : U — C birebir olsun. f € H(U) olmase
icin gerek ve yeter kosul f’nin U’da C' sumfindan, U’da yon koruyan bir
stkger donistimi olmasidr.
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U C C agik ve v : [0,1] — U bir piiriizstiz gezi olsun. Her ¢ € [0, 1] i¢in
v := /[0, t] dersek

L) = /0 ()] dr (7.20)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla v 'nin zg := v(0) noktasindaki uzunluk ele-
mani

ds = |+'(0)] dt

olur. Simdi f € H(U) ve f'(z0) # 0 olsun. zp'm bir komgulugunda f’(z) # 0
olacagindan, yeterince kiiglik ¢’ler i¢in v := foy, gezileri de piiriizsiiz ve

t
L) = [ 176 o) ar (7.21)
olur. Dolayisiyla v; 'nin wy = 7(0)’daki uzunluk elemam

ds* = ’f’(zo)’ : ”y'(())’ dt = ‘f’(zo)‘ -ds (7.22)

olur. Ancak ds* = |f'(29)| - ds esitliginde v goriinmez, dd. f doniigiimii bas-
langic noktalar1 zg olan piirlizsiiz gezileri, uzunluk elemanlarini ayni oranda
degistirerek baglangi¢ noktalar: wq olan gezilere doniigtiiriir.

Tanmim 7.2.17 U C C agik, a € U ve f € CYH(U) fonksiyonu U ’da diizgiin
olsun. Bir 0 # p(a) € R sayist, baslangi¢ noktasi a ve a’daki uzunluk elemana
ds olan U’daki her piirizsiz v gezisi i¢in v* = foy gezisinin b = f(a) nok-
tasindaki ds* uzunluk elemant ds* = p(a)ds olacak bi¢imde bulunabiliyorsa,
f doniisiimii a noktasinda uzunluklara sadiktur® denir.

Onerme 7.2.18 a € U noktasinda diizgiin olan f € CY(U) fonksiyonunun
a noktasinda uzunluklara sadik olmast igin gerek ve yeter kosul ya fz(a) =0
ya da f,(a) =0 olmasidar.

Kanit. v izi U’da ve baglangic noktasi a olan bir piiriizsiiz gezi ise, v* := fo~y
baglangi¢ noktasi b := f(a) olan bir piiriizsiiz gezidir. v*'in b noktasindaki
uzunluk elemani

ds* = | £.(a)7/(0) + f=(a)7/(0) | dt

(7.23)

3 Almanca “streckentreu”.
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olur. 7/(0) = re'® # 0 ise 'Y:Eg) = ¢~ olur. Bu durumda

=

2

ds* = |f.(a) + fz(a)e” | ds. (7.24)

Diger yandan, her a € [0,27) icin 74(t) := a + te’®, 0 < ¢t < 1 baslan-
g1¢ noktasi a olan bir piiriizsiiz gezidir ve bu gezinin baglangi¢ kismi U’ya
diiger. Dolayisiyla (7.24) denklemi her a € [0,27) igin gegerlidir. Bu ne-
denle f’nin @ noktasinda uzunluga sadik olmasi igin gerek ve yeter kogul
| f2(a) + fz(a)e=™*|nin [0,27)’de sabit olmasidir. Bu ise f.(a) = 0 veya
fz(a) = 0 olmas1 demektir. Diger yandan f fonksiyonu a’da diizgiin oldu-
gundan f,(a) ve fz(a)'nin ikisi birden sifir olamaz! [ |

Teorem 7.2.10 ve 7.2.16'nin kanitlarindaki ayni1 argiimanlar bize agagi-
daki teoremi verir:

Teorem 7.2.19 U C C agik ve f : U — C birebir olsun. f € H(U) olmase
icin gerek ve yeter kosul f’nin U’da C' siafindan, U’da yon koruyan ve
U’da uzunluklara sadik bir déntisim olmasidar.

Teorem 7.2.20 B C C bir bélge, f € H(B), v ise B’de I(vy) C B kosulunu
saglayan basit kapaly bir integral gezisi ve I' = f o~y olsun. Eger f|y birebirse
fd(y) cI(T) ve fII(y) : I(v) = KT") bikonformdur.

Kanit. Gosterilmesi gereken f’nin I(y)’da birebir ve f (I()) = I(T') oldugu-
dur. Genellikten bir sey kaybetmeden ~v'nin pozitif yonlenmis, dd. 81(v) =~
oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda KA I'deki (4.28) esitligi, her a ¢ I i¢in
n(l,a) = Zo(f,1(y)) oldugunu sdyler. Bu denklemden sunlari okuruz. Bir:
f fonksiyonu I(y)’da hicbir a € D(T') degerini almaz. Iki: Bir yandan I" bir
basit kapali integral gezisi oldugundan her a € I(I') i¢in n(I',a) = +1, di-
ger yandan Z,(f,1(7)) negatif degerler alamayacagindan, denklemimizden
her a € I(T") i¢in n(T',a) = Z,(f,1(v)) = 1 elde ederiz. Bu ise bir yandan
her a € I(I") degerinin I(y)’da tam bir kez alindigini soyler, diger yandan
ise I'nin I(T")’'min pozitif yonlenmis siir1 oldugunu dile getirir. Geriye f’nin
I(7y)’da higbir @ € T degerini almadigim gostermek kaliyor.

a € T olsun ve a € f(I(7)) oldugunu varsayalim. B bir bolge ve f|y
birebir oldugundan f sabit degildir, dolayisiyla f bir acik déniigiimdiir. Bu
durumda bir r > 0 sayist D,(a) C f (I(y)) olacak bigimde vardir. Bu D, (a)
dairesinde D(I")’ya ait noktalar da vardir. Ancak biraz yukarida f’nin I(y)’da
higbir w € D(T") degerini almadigimi gordiik. Bu bir geligkidir; dolayisiyla
varsayimimiz yanligtir. ]

Simdiye kadar ele aldigimiz konform doéntisiimlerin tanim ve deger kiime-
leri C’deydi. U C Cy ve f : U — Cy oldugunda f’nin konform olmasinin
tanimini teorem 7.2.10’u baz alarak verecegiz.
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Sekil 7.7: S?’de yon.

Tanmim 7.2.21 Birebir meromorf fonksiyonlara konform déntstimler di-
yecegiz.

UCCyxve f:U — Cy bir konform doniigiim, dd. birebir ve meromorf
olsun. f'nin en fazla bir kutup noktas: olabilir. U, := (U N C) \ Py olsun. U,
kiimesi U’dan en fazla iki nokta, co ve eger varsa kutup noktas: gikarilarak
elde edildiginden, C’de agik bir kiimedir. f|U, bilindik anlamda konformdur,
dolayisiyla f doniigiimii her z € U, noktasinda agilar1 yonleriyle korur. 7.2.21
tanimini daha 6nceki tanim mantiginda vermek istersek, baglangic noktalar:
oo olan ve orada tegetleri olan geziler arasinda a1 tanimini vermemiz gerekir.
Bunun yolu ise degismez. v1, 72 baglangi¢ noktalar: oo olan ve orada tegetleri
olan iki gezi ise, % ve %2 baglangi¢ noktalar1 0 olup orada tegetleri olan iki
gezidir ve biz bu durumda

I(y1,72) = & (1 1 )

71 e
olarak tanimliyoruz. Bu tanimla énerme 7.2.14, B C C, ve f € M(B) oldu-
gunda da aynen gegerlidir. Eger bu f ayrica konformsa birebir oldugundan,
en fazla bir a noktasinda birinci dereceden kutup yeri olacagindan, her a
noktasinda agilar1 yonleriyle korur.

Bu ag kavramina gorsellik kazandirmanin yolu C.,’dan 71']?,1 ile S?’ye
gecmektir.

C’de baglangig noktasi a olan piiriizsiiz 71, y2 gezileri verilsin. W&l bu ge-
zileri S’de baglangi¢ noktalar1 A = 71';71(0,) olan iki piiriizsiiz I'1, 'y gezilerine
resmeder. Biz ¥(v1,72) ve (I'1,T'2) agilar arasindaki iligkiyi incelemek is-
tiyoruz. m; ve 72 yine baglangic noktalari a olan iki piiriizsiiz gezi olsun
ve v;’'nin ve n;’nin a’daki birim teget vektorleri ortiigsiinler. Bu durumda
I(71,72) = <(n1,m2) olacaktir. Ayrica A; := 7TX[107’]1‘ olmak {izere I'; ve
A;’nin A noktasindaki birim teget vektorleri ortiigtir; dolayisiyla < (I'1, I'y) =
< (A1, A2) olacaktir. Bu nedenle biz baglangig noktalar1 a olan piiriizsiiz
1, Yo gezileri yerine onlarin yaritegetlerinden yola ¢ikabiliriz.
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Ly

Sekil 7.8

77&1 déniisiimiiniin Co,’daki Mbius ¢cemberlerini S?'nin ¢cemberlerine res-
mettigini biliyoruz (bkz. Sekil 7.7). Ancak burada bir sey dikkatimizi ¢ekiyor:
C’de pozitif yonlenmig bir C ¢emberi kiire yiizeyine digaridan baktigimizda
negatif yonlenmis bir C] ¢emberine resmedilmektedir. Eger yoniin korunma-
s istiyorsak C] gemberine igeriden, kiiremizin merkezinden bakmaliyiz*.
Diger yandan diizlemde a noktasindan gegen bir [, dogrusu N kutup nok-
tasimdan gegen bir C' gemberine dontigiir. Bu gember elbette [ := [\ {c0}
dogrusunu ve N kuzey kutbunu iceren diizlemin S? ile arakesitinden bagka
bir sey degildir. Ayrica bu diizlem S*'nin kuzey kutbundaki teget diizlemini
I’ye kogut bir dogru boyunca keser ki C' cemberinin N’deki tegeti bu dogru
tizerindedir.

Simdi diizlemde baglangic noktalar1 a olan piiriizsiiz 1,y gezileri ve-
risin. Onlarin yerine baglangi¢ noktalar:1 a olan [y, Iy yaritegetlerini alalim
(bkz. Sekil 7.8). 6 := (l1,l2) olsun. Bunlari, yani Iy, lo yaritegetlerini 7y
doniigiimii A ve N noktasindan gegen ¢embersel C1, Cy yay parcalarina res-
meder. Cq ve Cy arasindaki A ve N noktalarindaki acilar birbirine esit,
ancak yonce zittirlar. Kiire yiizeyine disaridan bakildiginda, N kutup nok-
tasinda C'1, C9’in tegetleri I, lo’lere koguttur ve bu egriler arasindaki N’deki
yonlenmis ag1 6’dir. Dolayisiyla iceriden bakildiginda C, Co’in aralarindaki
yonlenmis ac1 NV’de —6 iken A’da 0’dir. Boylece, her a € C noktasinda 71'];1
yonlenmis acilar: korur.

Simdi U € Cy ve f : U — Cs meromorf olsun. a € U ve b = f(a)
olsun. Tanim bolgemiz z-diizleminde, deger bolgemiz ise w-diizleminden ol-
sun. y; ve 2 baglangic noktalar1 a ve orada 0’dan farkli tegetleri olan iki
gezi olsun. Eger a = oo ise, 1 = 1,2 i¢in ['; := 7'[‘;[10’%' simdi S*’de baglangic
noktasi N olan bir gezidir. Yukarida verdigimiz tanima goére ~y; ve 72’nin
oo’da aralarindaki yonlenmis ag1 tanim geregi %1 ve %2 gezilerinin 0 nok-

4Burada eski ustalara sayg1 baglaminda iceriden bakmay1 kabullendik. Aslinda digari-
dan bakip “antikonform” oldugunu séylemek daha dogru olurdu!
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tasinda aralarindaki yonlenmis agidir. Ancak tanmim diizlemimizdeki z — %
dontigiimii, KA T Onerme 3.6.3ten, S?’deki z1-ekseni etrafindaki 7’lik Ry,
rotasyonuna karsilik gelir. Ancak rotasyonlar konform doéniistimlerdir ve aci-
lar1 yonleriyle korur. R;; rotasyonu N kuzey kutbundaki I'y,I'y gezilerini
aralarindaki yonlenmig agiy1 koruyarak S giiney kutbundaki Ay, Ag gezilerine
tagisin. Bu durumda % = m o A; olur ve biz biraz yukarida S noktasindaki

Y172
oldugunu gordiik. Dolayisiyla baglangic noktasi oo olan 71, 2 gezileri arasin-

daki yonlenmis ac1 bunlar: 7T;[1 ile S?’ye tasidigimizda elde ettigimiz I'y, 'y
gezilerinin N kuzey kutbunda aralarindaki yonlenmis acidir. Eger b = oo ise,
bu kez ikinci diizlemde w % doniigimiini kullaniriz ve ayni irdelemeler
gecerlidir.

B C Cy bir bolge ve f : B — C, konformsa, Ac¢ik Doniigiim Te-
oremi’nden dolay1 G = f(B) de bir bélgedir ve f~! de konformdur. U,V C
Cwo acik kiimeler olmak tizere bir f : U — V tameglemesinin kendisi ve tersi
de konformsa f bikonformdur, ayrica U ve V konform denktir denir.
Eger U,V C Cise, f : U — V’nin bikonform olmasi biholomorf olmasi ile eg
anlamlidir. Konform déniigiimlerin bilegimleri de konformdur. Dolayisiyla

< (A1, Ag) yonlenmis a¢inmin 0 noktasindaki < (* —) yonlenmig agisina esit

Aut B :={f|f: B — B konform ve tamesleme}

o iglemine gore bir gruptur. Aut B tami tamina bikonform f : B — B donii-
siimlerinden olugur; bu f’lere B’nin otomorfizmalari ve Aut B’ye ise B'nin
otomorfizmalar grubu denir. Bazi B bdlgeleri igin Aut B’yi belirleyece-
giz ve sonra hangi B, B’ bolgelerinin konform denk oldugunu arastiracagiz.
Ozellikle, ) # B C C basit baglantili bir bolgeyse B’nin I birim dairesine
konform denk oldugunu kanitlayacagiz (bkz. Teorem 7.6.4).

Problemler

Problem 7.2.1 B C C bir bolge, f € H(B) ve B’de Re f/ > 0 olsun. a # b
kosulunu saglayan her a,b € B i¢in Re M fonksiyonu [0, 1]’de kesin
artandir. Bundan yararlanarak o, € R sayllarlnln aRe f' + S1Im f"'niin
B’de sifir yeri olmayacak bi¢gimde bulunabilecegini, bdylece f’nin birebir

oldugunu gosteriniz.
Problem 7.2.2 f(z) = z + 1/z fonksiyonunun konform oldugu noktalar
belirleyiniz. Her w i¢in f(z) = w denkleminin en fazla iki ¢éziimii oldugunu

gosteriniz. r > 1igin f(C,) = f(C}/,) ve bunun bir elips oldugunu gésteriniz.

Problem 7.2.3 B :=DnN D;(1) bdlgesini D’ye biholomorf resmediniz.
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Problem 7.2.4 B C Cbir bélge, f € C}(B,C) ve her z € B igin det J;(2) #
0 olsun. Eger ayrica f doniisiimii, birbirini dik kesen gezileri birbirini dik ke-
sen gezilere gonderiyorsa, ya f va da f fonksiyonu holomorftur.

Problem 7.2.5 (@ sifir merkezli bir agik kare, f : D — @ biholomorf ve
f(0) =0 ise, her z € D igin f(iz) = if(z) oldugunu gosteriniz.

Problem 7.2.6 2—3 + %—; = 1 elipsinin digin1 biholomorf D’ye resmediniz.

7.3 Mobius Doniigiimleri

Tanim 7.3.1 a,b,c,d € C ve ad — c¢b # 0 olmak tizere

s se (-t

f(z) == oo, z=-4¢ (7.25)
a
¢
olarak tanimlanan f : Coo — Co tipindeki doniisimlere Mobius donii-
stimleri denir®. Mdébius déntisimlerinin kiimesini Mob ile gésterelim.

Not 7.3.2 Tanima iligkin bazi notlar verelim.
(i) f dontisiimi (7.25) ile verilmigse

dub. . weC\{a/c}

g(w) := < oo, w=a/c (7.26)

-4 W = 00
C

ile tanimlanan g : Co, — Co doniigiimii de bir Moébius doniigiimiidiir ve
g = f~'. Mobius doniisiimleri tamesleme ve meromorf olduklarindan, her f
Mobius déniisiimii i¢in f € Aut Coo, dd. M6b C Aut Cop. Izleyen kisimda
Méb = Aut C, oldugunu kanitlayacagiz.

(ii) (7.25)'te ¢ = 0 ise, tammmin kogulundan a,d # 0 ve f(z) = §z + % ve
fHw) = gw - 2 seklini alir.

(iii) (7.25)'te (c¢,d) # (0,0) olmak koguluyla ad — ¢b # 0 kogulundan
vazgegersek o tanim bize yine bir f : Coc — C fonksiyonu verir. Herhangi
bir z € C\ {—%} noktasinda

ad — cb
(cz+d)?

5Mébius déniisiimii i¢in yaygin kullanilan diger isimler sunlardir: linear transformation,
linear fractional transformation, bilinear transformation, homographic transformation.

Fz) = (7.27)
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oldugundan, ad —cb = 0 durumunda C\ {—%}’de f' =0, dolaysiyla f orada
sabit olur. Boyle bir f konform olmayacagindan Aut C.,’da olamaz!

(iv) (7.25)’te a, b, ¢, d yerine o € C* olmak iizere aa, ab, ac, ad sayilarma
gegersek aaad — acab # 0 olur ve bu yeni katsayilarla tanimlanan fonksiyon
yine f’dir. A

Mo6bius doniigiimlerini genellikle S, T, ... ile gosterecegiz. A € GL(2,C)
igin 0 # det A = ad — bc oldugundan, Tanmim 7.3.1’in kogulu saglanir ve biz
oradaki f fonksiyonunu simdi T4 ile gosterecegiz. Bu gosterim bazi hesapla-
malarda kolaylik saglar. Basit bir hesaplamayla Iy € GL(2,C) birim matris
olmak iizere, her A, B € GL(2,C) i¢in

Taop =TaoTp, Ty-10T4 =1Idc,, ve (7.28)
Ty = Id(coc < Ja e C* (A = Oélg) (729)

oldugu goriiliir. Buradan Mobius doniigiimlerinin M6b kiimesinin o iglemine
gore bir grup oldugu kolayca goriiliir. Diger yandan

®: GL(2,C) — Méb, A Ty

doniigiimii bir grup yapi doniigiimiidiir. A = (Ccl Z) ve B = <—dc _ab>

olmak iizere Not 7.3.2’de (TA)f1 = Tp oldugunu gordiik. Diger yandan,
basit bir hesaplamayla Ao B = det A - I3 oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla
B = A~ ! olmasi i¢in gerek ve yeter kogul det A = 1 olmasidir. ® déniisiimiine
ve M6b grubuna iligkin bazi cebirsel gergekleri problemlere tasiyacagiz.
Baz1 6zel M6bius doniigiimleri gsunlardir: @ € C olmak iizere z — z + a
otelemeleri, a € C* olmak tizere z — az donsikgerleri ve z +— % terslemesi.
Bu terslemeyi KA I Kisim 3.6’da x ile gostermigtik, dd. x(z) = % Simdi bu
doniigiimlerin Mob’lin bir {ireten sistemi oldugunu kanitlayacagiz.

Onerme 7.3.3 Her T € Mob donisimii dtelemeler, donsikgerler ve ters-
lemenin bilesimi olarak yazilabilir.

Kanit. T'(z) = gjjr'g olsun. ¢ # 0 igin T'(2) = CQZEE:ZIC/ZC) + 2.
L.c=0ise, Ti(z) = 9z ve To(z) = z + % olmak tizere T'=T5 o T}.
2.¢c# 0ise, Ti(z) = z + %, To(z) = x(2) = 1/z, T5(2) = _Cii%tAz ve

Ty(z) = z + ¢ olmak tizere T' = Ty o T3 0 Ty o T1. [ |

Diizlemdeki tiim ¢ember ve dogrularin denklemleri

azZ+bz4+bz+c=0, a,c€R, ac < |b? (7.30)
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ile verilmigtir. Bu denklem a # 0 igin merkezi —g ve yarigapi a%(]b|2 — ac)
olan

1
= ;(WZ — ac)

z+ -
a

gemberinin denklemine denktir. (7.30) denklemi a = 0 igin
2Reb-z—2Imb-y+c=0 (7.31)

dogru denkleminden bagka bir gsey degildir.

KA T'de, I C C bir dogru olmak {izere o, := [ U {co} kiimesine Cy,’da
bir dogru demis ve C.,’'da bir Mobius ¢emberinden ise C’de bir ¢em-
ber veya Cy’da bir [, dogrusunu anlamigtik. Yine KA I Teorem 3.6.2°de
7n : S? — Coo déniisiimiiniin S?'nin cemberlerini Co.’daki Mébius ¢cemberle-
rine ve tersine ﬁ]}l’nin ise Coo’daki Mobius cemberlerini S?'nin ¢cemberlerine
resmettigini kanitlamistik.

Teorem 7.3.4 Mobius doniigiimleri Mébius cemberlerini Mobius ¢emberle-
rine resmeder.

Kamt. Otelemeler ve dénsikger doéniisiimleri dogrular: dogrulara ve cember-
leri cemberlere, dolayisiyla Mobius cemberlerini Mébius ¢gemberlerine resme-
der. Bu geometrik argiiman okur yeterli bulmuyorsa, a # 0 olmak iizere
w = az + b'den cekilen z = “=L’yi (7.30)’da yerine koyarak savlarimizin
analitik yanitina ulagir. Onerme 7.3.3’ten dolayi, terslemenin Mobius ¢em-
berlerini Mobius gemberlerine resmettigini gostermek yeterlidir.

Bunu aslinda KA T Sonug 3.6.4’te kanitlamigtik. Soyle de gorebiliriz.
(7.30) denkleminde z yerine 1/w yazarsak

W + bw + bw + a = 0, a,c e R, ac< ‘5‘2 (7.32)

denklemini elde ederiz. Bu da (7.30) tipinde bir denklemdir ve ¢ # 0 igin bir
gemberin ¢ = 0 i¢in bir dogrunun denklemidir. ]
Her ne kadar 6telemeler ve donsikgerler dogrular: dogrulara ve cemberleri
gemberlere gotiirse de ayni sey x terslemesi igin gegerli degildir. (7.30), (7.31)
ve (7.32) denklemlerinde sunlari okuruz:
(i) (7.30) orijinden gegmeyen bir ¢ember tammlhiyorsa, dd. a # 0,¢ # 0
ise, x bunu yine orijinden ge¢gmeyen bir ¢cembere resmeder.
(ii) (7.30) orijinden gegen bir gember tanimliyorsa, dd. a # 0,¢ = 0 ise, x
bunu orijinden ge¢meyen bir dogruya resmeder.
(iii) (7.30) orijinden ge¢meyen bir dogru tanimliyorsa, dd. a = 0, ¢ # 0 ise,
x bunu orijinden gegen bir cembere resmeder.
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(iv) (7.30) orijinden gegen bir dogru tammmliyorsa, dd. a = 0,¢ = 0 ise, x
bunu orijinden gegen bir dogruya resmeder.

Teorem 7.3.5 FEger T € Mob dzdeslik dondisimi degilse en az bir en fazla
ki sabit noktasy varder.

Sonug 7.3.6 S,T € Mé6b ve z1, 29,23 € Cy g farkh nokta olmak iizere
i =1,2,3i¢in S(z;) =T(z;) ise, S=T.

Kamt. T'(z) = gzzj:g olsun. ¢ = 0 ise, o, 8 € C ve a # 0 olmak flizere
T(z) = az + [ olarak yazilabilir. « = 1 ise T # Idc¢,, oldugundan, 8 # 0
olur ve bu durumda z = T'(z) = z+ 8 denkleminin tek ¢6ziimii co’dir. av # 1
i¢inse z = T'(z)’nin ¢oziimleri co ve z = /(1 — «)’dur.
¢ # 0 iginse
az +b

:T = 2 — — 0 =
z (2) =z Cz+d<:>cz +(d—a)z—b=0

oldugundan, 7"’nin en az bir en fazla iki sabit noktasi vardir.
Sonucun kamiti: Ug farkh 21, 29, 23 € Co noktalarinda S(z;) = T(z;)
ise, S o T~ Mébius doniisiiniin ii¢ farkli sabit noktas: olacagindan, teoremi-

mizden S o T~ ! = Idc_, dolayisiyla S = T olur. [ |
Ta(z) = Zjifl ise, T'4’'min taniminda a, b, ¢, d gibi dort parametrenin oldugu,

dolayisiyla T'4’y1 belirleyebilmek icin en az dort degerinin bilinmesi gerek-
tigi digiiniilebilir. Ancak det A # 0 oldugundan a ve ¢'nin ikisi birden sifir
olamaz! Pay ve payday1 bunlardan sifir olmayan birine béldiigiimiizde T4 de-
gismez ve Ty(z) = ,Yzjfé veya Ta(z) = O‘széﬁ gibi {i¢ parametreli bir ifadeye
ulagiriz. Simdi bir Mébius déniigiimiiniin {i¢ farkli noktadaki degerleriyle be-

lirlenebilecegini bekleyebiliriz.

Not 7.3.7 Altkisim 6.7.3’te T, = C /9 toruslariyla tanistik ve Ornek 8.5.15
(5)’te To'da dogal bir kompleks yapr tammlayacagiz. Tq toruslary, a ¢ 2
olmak {izere z — z + a Otelemelerinden kaynaklanan sabit noktasi olmayan
otomorfizmalara sahiptirler. Dolayisiyla herhangi bir topolojik bilgiye sahip
olmadan teorem 7.3.5 ve Aut Coc =Mbb’ten (bkz. (7.4.3)) sunu séyleyebiliriz:
Coo ve Tq konform denk degillerdir. A

Simdi z1, 20, 23 € C {i¢ farkli nokta olsun. o € C* igin

z— 2z

T(z): =«

Z— 23

ile T(z1) = 0 ve T'(z3) = oo olan bir Mobius dontigiimii tanimlanir. Ayrica
T(z2) = 1 olmasini istiyorsak 7T'(z2) = 1 denkleminden o = (22 — 23)/(22 —
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z1), ve dolayisiyla

T(Z)—Z_Zl-22_23—2_21 ‘2’2—21
Z— 23 29— X1 Z— 23 29— Z3

olur. T'(z)’nin degeri z, z1, 29, 23 (siralama 6nemli) sayilarinin ¢iftoran adim
alir ve biz onu [z, 21, 29, 23] ile gosterecegiz, dd.
z— zZ1 zZ9 — 21 Z—2Z1 k2 —Z3

2, 21, 22, 23] = : =
Z— 23 22— Z3 Z— 23 22— Z1

(7.33)

Bu gosterimle T'(z) = [z, 21, 22, 23] doniigiimi, 21, 22, z3 € C noktalarin sira-
styla 0, 1, 0o noktalarina gonderen tek olarak belirli M6bius dontigiimiidiir.

Not 7.3.8 Ciftoranin tamiminda bir uzlagma yoktur. En yaygin olan1 Ahl-
fors’un da kullandig:

zZ— 29 21— 22

(2,21, 22, 23] 4 := P ——
tanmmudir. [z, 21, 22, 23] 4 sayisy, 21 — 1,20 — 0 ve z3 — oo kogulunu sag-
layan, tek olarak belirli M&bius doniigtimiiniin z’deki degeridir. Bu nedenle
[z, 21, 22, 23] 4 = [%, 22, 21, #3]. Bunlardan herhangi biri Mébius doniistimleri
altinda degigmezse digeri de degigmez, biri bir gercel say1 ise digeri de bir ger-
cel sayidir vs. .. Bu nedenle ¢iftoranin farkli segimleri teoremlerimizi 6ziinde
etkilemez. A

Teorem 7.3.9 Uc farkly z1, z2, z3 € Coo noktasi verildiginde z; — 0, zo — 1
ve zg +— 00 kosullariny saglayan tek olarak belirli bir T Mobius dondsimii
varder.

Kanit. Teklik sonug 7.3.6’dan agikar. Varligi gosterelim: z1, 23, 23 € C ise,
T(z) := [z, 21, 22, 23] (7.33) ile verilmistir, dd.

z—Z1 zZ9 — 21 Z— 21 Z9 — X3
T(z) = [z, 21,22, 23] = : = . )
Z— 23 22— Z3 Z— 23 Z9 — X1

(7.34)

Herhangi bir z; = oo ise, aranan fonksiyon (7.34)'te z; — oo limitine
gecerek elde edilir. Ornegin

4
— — = -1 _
T(z) = [z,00, 22, 23] = lim TALRTE gy 2 e
21700 Z — 23 29 — 21 21—00 Z — Z3 % —
T(z)=2"% (7.35)

zZ— 23
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elde edilir. Benzer hesaplamalarla

z—z1 Z—z1
T(z) = = . (7.36
Z— 23 ve (Z) [Z7217227OO] 2 — 21 ( )

T(z) = [z,21,00,23] =
|

Sonug 7.3.10 21, 29, 23, w1, w2, w3 € Co noktalary i # j i¢in z; # z; ve
w; # wj olacak bigimde verildiginde T (z;) = w;, © = 1,2,3 kosullarin sagla-
yan tek olarak belirli bir Mobius doniisimi vardir ve w = T'(2) olmak tzere
bu fonksiyon

[T'(2), w1, w2, ws] = [w, w1, w2, ws] = [z, 21, 22, 23] (7.37)
denkleminden cekilir.

Kamt. T1(z) = [z, 21, 22, 23], T2(2) = [z, w1, we, w3] ve T := T{l o T} olsun.
Iki Mobius doniigiimiiniin bilesimi olarak 7' bir Mobius doniisiimiidiir ve
1 <4 <3igin T(z;) = w; saglamr. Teklik 7.3.6’dan gikar. T := T{l oTy’den
T»(T(z)) = T1(z) dolaysiyla (7.37) saglanir. [ |

Sonug 7.3.11 ¢iftoran Mébius dénistmlerine gore bir degismezdir, dd. T
bir Mobius doniistimii, z,z1, 29, 23 € Coo ve 21, 22, 23 noktalar: birbirlerinden
farkly iseler

[z, 21, 22, 23] = [T'(2),T(21),T(22), T(z3)]. (7.38)

Kamt. (7.37)'de w; yerine T'(z;) yaziniz. [ |

z-diizleminde bir C' Mébius ¢emberi ve tizerinde tig farkli z1, zo, 23 nok-
tast verilsin. C bir siradan ¢ember ve i¢i D dairesi ise, Coo'u DUCU ((Coo\ﬁ)
olarak pargalar. Eger C bir [, dogrusu ise, Co,’u C’de ayrik iki H; ve H, ya-
ridiizlemleriyle Co, = H;UlUH, olarak parcalar. C yolunda basit kapali bir
vile z1 < 22 < 23 olacak bigimde gezinelim. Simdi w- kapali diizleminde her-
hangi bir K Mo6bius ¢gemberi ve K’de birbirinden farkli wy, wo, ws noktalar:
verilsin. T'(z;) = w; kogulunu saglayan bir tek Mo6bius doniigtimii vardir. Bir
yandan wi, we, w3 noktalarindan gecen bir tek Mobius ¢emberi vardir, diger
yandan Mobius doniistimleri Mobius ¢emberlerini M6bius ¢cemberlerine res-
meder. Dolayisiyla K = T'(C') ve T o~y basit kapal gezisi K’'yi w1 < wa < w3
olacak bicimde turlar. T bir konform doniisiim oldugundan, v’nin solunda
kalanlar1 7" o y'nin soluna, v’nin saginda kalanlar1 7" o 4’nin sagina resme-
der. Bu basit irdelemelerden goriiyoruz ki herhangi bir siradan ¢emberin ici
herhangi bir ¢emberin i¢ine, digina veya herhangi bir yaridiizleme konform
resmedilebilir.
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Sekil 7.9: Cayley doniigtimii.

Ornek 7.3.12. (1) H iist yaridiizlemini D birim dairesine bir Mébius doniigiimii ile bi-
konform resmetmek istiyoruz. Bu tiir Mobius doniigiimleri sayilamaz c¢okluktadir. Biz
looc = RU {oo} Mobius ¢emberi tizerinde z1 = 0, z2 = 1 ve z3 = co noktalarim segiyoruz.
Bu segimin belirledigi yone gore H yaridiizlemi sagda kalir.

S gemberi iizerinde birbirinden farkli w1, w2, w3 noktalarimi &yle secelim ki D sagda
kalsin. Biz w1 = —1, wa = —i ve ws = 1 olarak segiyoruz. Bu durumda aranan ¢6ziim
(7.37) ile [w, —1, —4, 1] = [#, 0, 1, 00] denkleminden elde edilir. Dolayisiyla Teorem 7.3.9 ile

w+1 —i—1 2-0
w—1 —i4+1 1-0

z—1

241

—w=T"(2)= (7.39)

(7.39) ile verilen T Mobius déniigiimiine Cayley déniisiimii denir.
Bu fonksiyona elbette T'(z) = 2+% = Ty(z), det A # 0 ifadesinden de yola cikarak

cz+d
ulagabiliriz. T'(co) = 1 olmasim istedigimizden a = ¢ # 0 olmak zorundadir. Pay ve
payday1 o™ ile carparsak T(z) = zig tipinde olmalidir. —1 = T'(0) = %’dan a=—08ve
son olarak —i =T(1) = %’dan B =1iveyine T(z) = ijrz olur.

(2) T(z) = zii‘z Mobius donitigiimii D tizerindeki —1, —i, 1 noktalarini sirasiyla R
iizerindeki 0,1, 0o noktalara resmeder. Noktalarin bu diziligleri 0D ve Ry’da birer yon
belirler ve T yon korudugundan, bu yonlere gére dD’nin solunu, yani D’yi, Re’un soluna,
yani H’ye resmeder. Veya g0yle de bu sonuca varabiliriz. Biholomorf T" doniigiimii D’yi ya
H’ye ya da H™ ’ye resmeder. Hangisine resmettigini bulmak i¢in bir a € D igin T'(a)’nin
nereye diigtiigiine bakmak yeterlidir. §imdi 0 € D ve T'(0) = ¢ € H oldugu i¢in T(D) = H
olur.

Eger elimizde bir ¢ : H — U C C biholomorf déniiglimiimiiz varsa, elbette g o T :
D — U da biholomorf olacaktir. Ornegin okur g(z) := 2? olarak tanimlanan ¢ : H — Co
dontisiimiiniin biholomorf oldugunu kolayca goriir. Bu durumda iki biholomorf déniisimiin
bilesimi olarak f :=qoT|D: D — Co doniisiimii biholomorftur. f’nin agik ifadesi

VieD: f(z) = (z”z>2 - (HZ)Z

1—2 1—2z

Onerme 7.3.13 21,29, 23 € Co birbirinden farkli ve C' bunlardan gegen
Mobius ¢cemberi olmak tizere herhangi bir z € Cy noktasimin C’de olmast
icin gerek ve yeter kosul [z, z1, z2, 23] € Roo = RU {00} olmasudar.

Kanit. 21, 20, z3 noktalarindan gegen tek olarak belirli Mébius ¢emberimiz
C olsun. T'(z) := [z, 21, 22, 23] bir Mobius doniigiimiidiir ve z1 — 0, 29 — 1,
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z3 — oo kosullarmi saglar. T, Mobius cemberlerini Mobius ¢cemberlerine
resmettigi icin, T(C) = Ry ve T7}(Ry) = C. Dolayisiyla herhangi bir
2€Cyxigin z € C <= T(z) € Ry. [ |

Sekil 7.10: Yansimanin geometrik tanimi.

C C C, diizlemimizde a merkezli R yarigaph bir gember olsun. z € C\{a}
i¢in az 1511 tizerindeki

|z —a||z* —a| = R? (7.40)

kogulunu saglayan tek olarak belirli z* noktasina z'nin C' gemberine gore
yansiumasi denir ve O¢(z) := z* yazilir. Elbette z*'m C’ye gore yansi-
mast ise z, dd. ©¢(z*) = z’'dir. Bu nedenle z ve z* noktalar1 C' gemberine
gore birbirinin yansimasi veya simetrigidir denir. Ayrica ©¢(c0) 1= a ve
Oc(a) := oo olarak tammlayarak O¢ : Co, — Cs doniigiimiine ulagiriz.
Boylece ©¢ o O¢ = Idc_,. Bu tamimdan, her z € C i¢in O¢(z) = z oldugu
kolayca goriiliir. Burada az 1gmnin z’den gegip C’yi dik kesen tek dogru ol-
dugunu belirtelim. z*'in geometrik bilgilerle nasil bulunacagi Sekil 7.10’da
sagda gosterilmistir. p noktasi @ noktasindan C’ye ¢izilen tegetlerden birinin
C’yi kestigi nokta olmak tizere A(a, z,p) ve A(a,p, z*) liggenlerinin benzer-
liginden hemen (7.40) esitligine varilir.

Diizlemde bir C' ¢emberi yerine bir [ dogrusu verildiginde bir z € C nok-
tasimin [ dogrusuna gore z* simetriginden, es anlamh olarak ['ye gore
yansimasindan tam da [’ye gore ayna yansimasi anlagilir. z* noktasi z’den
[ dogrusuna dik dogru iizerinde ve z, z* noktalar1 I’ye esit uzakliktadirlar.
oo noktasinin [ dogrusuna gore simetrigi yine co olarak tanimlanir; aslinda
simdi C’nin yerini gercekte lo, aldigindan, her z € [,,’'un [y, ’a gore simetrigi
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elbette z olmalidir. Yine ©;(z) = z* yazarsak ©;(z*) = z ve ©;00; = Idc_,
olur. ©; doniistimiiniin sabit noktalari [, M6bius cemberidir. ©¢ ve ©; donii-
stimlerinin her ikisi de antikonformdur (bkz. (7.42) ve (7.43)). ©; yansimasi
Sekil 7.10’da sagda gosterilmigtir. Yansimalar, tiimiiyle geometrik araclarla
kanitlanan, ¢ok ilging 6zelliklere sahiptirler. Bunlar analitik araclarla da ka-
nitlanir. Once yansimay: analitik olarak ifade edelim

C, merkezi a olan bir ¢cember, z € C\{a} ve O¢(z) = z* olmak tizere
RQ

z —a = re'? ise, tamm geregi z* — a = T-¢'?, dolayisiyla

(z*—a)(Z—a) = (z* —a)(z —a) = R? (7.41)

olur.

Tersine bize a, z, 2* € C olmak tizere (7.41) esitligi verilmigse, bir yandan
|z* —a| - |z — a| = R?, diger yandan z — a = 7€ ise z* —a = R72€i‘p
olmak zorundadir. Dolayisiyla z* noktasi az 1gin1 tizerindedir. Dolayisiyla C
diizlemde bir ¢emberse, (7.41) esitliginden

— P22
et ec\{a)

zZ—a

Oc(z) =< a, z =00 (7.42)

00, zZ = a.

Eger [ dogrusu bz + bz + ¢ =0, b # 0, c € R ile verilmisse

Ox(z) {(—b/b)z —(¢/b), z€C (7.43)

00, zZ =00

oldugu kolayca goriiliir. (7.42) ve (7.43) egitliklerinden herhangi bir C' M6-
bius ¢emberine gore O¢ yansimasinin, bir A € GL(2,C) ile
— az+b —
*— O =T (1d = — =1d(7T% 7.44
2= 00(z) = Ta(l() = T = TA(T5() (744
tipinde bir doniistim oldugu goriiliir. Dolayisiyla yansimalarimiz antiholo-
morfturlar.

Onerme 7.3.14 C herhangi bir Mébius cemberi olmak tizere O : Cog —
Cw yansimasy Mobius ¢cemberlerinie Mobius ¢cemberlerine dontistiren anti-
konform bir doniistimdiir.

Kanmit. 0 := oo olmak iizere Id, z-eksenine gore bir yansima oldugun-
dan, Mobius cemberlerini Mobius ¢emberlerine resmeden antikonform bir



576 KOMPLEKS ANALIZ 1

Sekil 7.11

doniistimdiir. Konform bir doniigiimiin bir antikonform doéniisiimle bilegimi
antikonform oldugundan sav, (7.44) esitliginden gikar. |

Geometri sevenler igin m merkezli bir C' gemberine goére onun digindaki
bir L dogrusunun yansimasi sekil 7.11°de gosterilmistir.

Her bir ©¢ yansimasi, S, T Mobius doniisiimleri ile ©¢ = Ido S ve O¢ =
T o1d tipinde bir doniisiim oldugundan, St, ..., S,’lerin her biri bir Mobius
doniisiimii veya bir yansima olmak tizere, bunlar arasindaki yansimalarin
sayist ¢ift ise, Sio---0S, bir Mobius dénigimidiir.

Teorem 7.3.15 (Simetri Teoremi) C' herhangi bir Mébius ¢cemberi ve T
herhangt bir Mébius dontstimi olmak izere

To @C = @T(C) oT. (7.45)

Ozellikle z,z* € Cus noktalars C’ye gére birbirinin yansvmasi ise, T(z),
T(z*) noktalary T'(C) 'ye gére birbirinin yansimasidar.

Kanit. (7.45) denklemi f :=T"'o (@T(C))fl 0T o O¢ = Idc,_ denklemine
denktir. (@T(C))_l = Or(c) oldugundan f := T 'o OrcyoT o O¢ ve
burada ¢ift sayida yansima bulundugundan f bir Mébius doniigiimiidiir ve
f|C = Id¢ oldugundan, Sonug 7.3.6 ile f = Idc, olur. Dolaysiyla (7.45)
saglanir.

Simdi z € C ve 2* = O¢(2) olsun. (7.45) denkleminden

Or)(T(2)) =T(0¢(2)) = T(2")
elde ederiz ki bu da T'(z)’nin T'(C)’ye gore simetrigi T'(z*) demektir. [ |

Sonug 7.3.16 21, 29, 23 € C birbirinden farkly ti¢ nokta ve C' ise bu nok-
talardan gegen tek olarak belirli Mdobius ¢emberi olmak dizere, her z € Cy
1¢IN

[Oc(z2), 21, 22, 23] = [z, 21, 22, 23] (7.46)
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Kamit. Tanim geregi, her z € Cy i¢in T'(2) = [z, 21, 22, 23] Mobius donii-
simii 27, 29, 23 noktalarini sirasiyla 0, 1, co noktalarina resmeder. Dolayisiyla
T(C) = Ry olur. Ayrica T(O¢(z)) = [Oc(z), 21, 22, 23]. Eger z € C ise,
Oc(z) = z ve T(C) = Ry oldugundan, (7.46) saglanir. Eger z € Co\C ise,
Teorem 7.3.15’ten T'(2) ve T(O¢(z)) noktalar1 T'(C') = Ry 'ye gore simetrik
olmak zorundadirlar, dd. T'(z) = T'(©¢(z)) olur. Bu ise (7.46) demektir. W

KA T Altkisim 3.5.5’te kanitlanan Yansima Teoremleri, Ry.’a gore veya
herhangi bir C' gemberine gére ©¢ yansimalarina gegtigimizde de korunur-
lar. C' C C4 bir Mébius gemberi ve B C Co, olmak iizere, her z € B i¢in
Oc(z) € B ise, B bolgesi C’ye gore simetriktir diyelim. C,,\C bosgtan
farkli iki ayrik G, Go bolgesinin birlesimi oldugundan, B bdlgesi C’ye gore
simetrikse BN C # (), aksi halde B = (G1 N B) U (G2 N B) ile B’yi bostan
farkli iki agik kiimeye parcalamig olurduk. B bolgesi C’ye gore simetrikse
B\C birbirinin simetrigi olan, BT ve B~ ile gosterecegimiz iki ayrik bolge-
nin birlegimidir. KA I Altkisim 3.5.5’te kanitlanan, Ry.’a gore yansimanin
devrede oldugu Yansima Teoremleri, olduklar1 gibi herhangi bir C' M&bius
¢emberine gére yansimanin s6z konusu oldugu duruma aktarilirlar. Bunlar
asagidaki gekli alirlar; bunlarin yalnizca ilkinin kanitini aktarmakla yetine-
cegiz:

Teorem 7.3.17 C bir Mobius ¢emberi ve B C C bélgesi C’ye gore simetrik
olsun. g € H(B) ve her z € BN C igin g(z) € R ise, her z € B igin

9(0c(2)) = g(2).

Kanit. C Mobius gemberini Ro, ¢cemberine, T'(B™) C H olacak bigimde res-
meden bir T" Mobius doniigiimii alahm. T déniigtimii B bolgesini bir G bolge-
sine resmeder. T' doniiglimii simetrik noktalar: simetrik noktalara resmetti-
ginden, G bolgesi Ry’a gore simetriktir. Her z € B i¢in w := T'(z) olsun. Si-
metrik noktalar simetrik noktalara resmedildiginden, T'(©¢(z2)) = T'(2) =w
olur. T biholomorf oldugundan, f := go T~ € H(G) ve her z € G NR icin
f(z) € R olur. Dolayisiyla f fonksiyonu KA I Teorem 3.5.24’iin kogullarim
saglar. Dolayisiyla, her w € G icin f(@) = f(w) olur; bu ise w := T(z) ile

9(0¢c(z)) = g(z) demektir. [ ]

Teorem 7.3.18 B bélgesi C Mobius cemberine gére simetrik, B* ise B\C
bolgesinin baglantil bilesenlerinden biri ve o := B N C olsun. o’da reel de-
gerler alan her f+ € H(BT)NC(B* Ua) fonksiyonu B bélgesine holomorf
olarak genisletilebilir.

Artik yansima tanimini en genel haliyle verebilecek durumdayiz.

Tanim 7.3.19 B C C bir bélge, C C B ise bir a¢ik analitik egri, veya
basit kapaly bir analitik ejri olsun. By ve By bostan farkly bélgeler olmak
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tizere B = B1 LU C U By ve O¢ : B — B bir biantitholomorf doniisiim olsun.
Eger ayrica ©c(B1) = Bz, ©c(Ba) = By, her z € v igin O¢(z) = z ve
Oc 0 O¢ = Idp kosulu saglanmissa O¢ doniisimiine B'nin C'ye gore bir
yansimast ve B'ye de C’ye gore simetriktir denir.

B = Cy ve C bir Mdébius ¢emberi ise, daha 6nce tamimladigimiz ©¢
yansimasi bu tanima gore de bir yansimadir. B C C bélgesi z-eksenine gore
simetrik ve I := B NR bir agik araliksa, () = t olmak iizere I = v bir
acik analitik egridir ve ©; := Id|B olmak iizere ©;, B'nin I'ya gore bir
yansimasidir. C' egrisine gore yansimalar vardir ve agagidaki anlamda tek
olarak belirlidir:

Onerme 7.3.20 C’ye gore simetrik B bolgeleri vardir. ©c : B — B ve
O : B' — B, Cye gore iki yansvma ve D de B N B'’niin C’yi igeren
baglantily bileseni ise, Oc|D = O} |D.

Kanit. Simdi B C C4 olsa da degisen bir sey yok, KA I Onsav 3.5.32'de
oldugu gibi, ) # I C R bir acik aralik olmak iizere I’ya gore simetrik bir G
bolgesi, C’yi igeren bir B bdlgesi ve bir biholomorf h : G — B doéniigiimii
h(I) = C olacak bicimde bulunabilir. Bu durumda ©¢ := hoIdoh~! (bkz.

KA T (3.42) esitligi) doniigtimii B’de bir yansimadir.
f= 6)’00951 : D — D bir tameglemedir ve iki antiholomorf déniigiimiin
birlegimi olarak holomorftur. Diger yandan her z € C i¢in f(z) = z = 1d(2)
oldugundan, Ozdeslik Teoremi’nden f = Id, dolayisiyla D’de O¢ = O olur.
|

Simdi KA Altkisim 3.5.5’teki teoremler oldugu gibi bu son duruma ak-
tarilirlar.

Teorem 7.3.21 C bir agtk analitik egri veya basit kapaly bir analitik egri
olsun. B bolgesi C’ye gire simetrik ve Bi, Bs ayrik bolgeler olmak dzere
B := B1UCUBy olsun. f: BiUC — C siirekli, f|By € H(B1) ve herx € C
icin f(x) € R ise, f fonksiyonu B bélgesine holomorf genisletilebilir.

Teorem 7.3.22 C bir agik analitik egri veya basit kapali bir analitik egri ve
B C Cy ise C’ye gore simetrik bir bolge olsun. B\C 'nin baglantils bilesenle-
rinden biri BT olsun. Bir f € H(B™) verilsin. Eger bir C' agik analitik egri
veya basit kapal bir analitik egrisi, her a € BN C igin 3lim e p+ ,_,, f(2) €
C' olacak bicimde bulunabiliyorsa, f fonksiyonu B bélgesine, C 'ye gore si-
metrik noktalar, C' ye gore simetrik noktalara resmedecek bigimde holomorf
genisletilebilir. Baska anlatimla 3g € H(B) dyle ki g|B*T = f ve her z,z2* €
B igin z* = O¢(z) ise, g(z*) = Ocr(g(2)).
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Bazi1 Biholomorf Do6niistimler

fleride Riemann Déniisiim Teoremi 7.6.4 ile, her basit baglantili (} # B C C
bolgesinin D’ye biholomorf resmedilebilecegini gorecegiz. Dolayisiyla bu tip-
ten iki basit baglantili By, By bolgeleri verildiginde bunlar birbirine biholo-
morf resmedilebilir. Gercekten de fj, : By, — I biholomorfsa fy5 Lofi By —
Bs biholomorftur.

Asagidaki incelemelerde sinirsiz bolgeler s6z konusu oldugunda bu bol-
geyi Coo'da, es anlamli olarak S*’de diisiinmek epeyce kolaylik saglar. Or-
negin C* yandiizlemi i¢in 0,,C*T = iR U {oo} bir Mébius gemberidir. Do-
layisiyla T herhangi bir Mébius déniigiimii ise, T(0oC™) ya bir I, dogrusu
ya da siradan bir C' gemberidir. Dolayisiyla T(C") ya bir yanidiizlem, ya da
C’nin i¢i veya disidir.

(a) KA T'de diizlemde birbirine kogut iki dogru arasinda kalan basit
baglantili bolgeye bir serit demistik. Ayrica a,b € R ve a < b olmak {izere
S4b = {z]a < Imz < b} yatay ve Sup = {2|a < Rez < b} dikey seritle-
rini tanimlamigtik. Diizlemdeki herhangi bir S seridi uygun bir Gteleme ve
onu izleyen uygun bir dondiirmeyle herhangi bir yatay veya dikey serite bir
tameglemeyle resmedilebilir. Otelemeler ve déndiirmeler biholomorf olduk-
larindan, demek ki herhangi bir S seridi herhangi bir yatay veya dikey serite
biholomorf resmedilebilir.

Diizlemdeki herhangi bir dogrunun sagindaki ve solundaki agik yaridiiz-
lemler basit baglantihidir; 6zellikle H ve CT yaridiizlemlerimiz basit baglantih
bolgelerdir. Herhangi bir Y acik yaridiizlemi uygun bir ételeme ve onu izle-
yen uygun bir déndiirmeyle H, H~, C* ve C~ yaridiizlemlerinden herhangi
birine biholomorf resmedilebilir. Diger yandan

z—1 z+1 z—1 z+1

TH(z) = e T (2):= po T (z) = D T (z):= po (7.47)

Mébius déniisiimleri sirasiyla H, H~, C* ve C~ yaridiizlemlerini biholomorf
olarak D’ye resmederler, dd.

BES D - 5o ctSp, ¢ 5o
doniigsiimleri biholomorftur.
(b) 0 < 1 < 2 <271 ve a € C olmak iizere
S(as 1, 02) = {a+7re [0 <1 < +o0, p1 <t <2}

agik kiimesi basit baglantihdir. S(a; @1, ¢2) kiimesine, ¢ := w2 — ;1 olmak
tizere, a koseli bir ¢-dilimi diyelim. a = 0 ise, S(a;¢1,p2) yerine ya-
lin olarak S(¢1,p2) yazacagiz. Simdi S(a;¢1,¢2) ve S(b;11,12) herhangi
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Sekil 7.12

iki @-dilimi ise, uygun bir 6teleme ve onu izleyen uygun bir dondiirmeyle
S(a; p1,¢2) dilimi S(b;1,12) dilimine biholomorf resmedilebilir. Dolayi-
siyla, her S(a;¢1,p2) ¢-dilimi S(0,¢) dilimine biholomorf resmedilebilir.
Cp = C\[0,+00)’da logaritmanin holomorf dalimi KA T'de log, ile gos-
termigtik. Her z € Cy igin logyz = In|z| + targyz, argyz € argz ve
0 < arggz < 27. Simdi p := 7 dersek fp(z) = ePl8o* fonksiyonu Cy’da
holomorftur ve S(0, ¢) dilimini biholomorf H’ye resmeder. f, fonksiyonu z”
gok degerli fonksiyonunun Cp’da bir holomorf dahdir. Boylece

Jp: S0,0) = H, (fylz) = P07 = |2Pe™, 6= argyz)  (7.48)

doniigtimii biholomorftur. [2P] := fy(2) dersek

ePlogoz g 2Pl —1
Tt o f,:8(0,) — D, (2 DW= i Lpﬁ n Z> (7.49)
biholomorftur (bkz Sekil 7.12). Eger 0 < ¢ < 7 ise, tstyaridiizlemde log, ve
Log fonksiyonlar: ¢akistigindan, (7.49)’da [2P]y yerine 2P alabiliriz.
(c)0<a<lveA,:={z€C|—ar < Argz < ar} olmak iizere C*’da
tanimh f,(2) = 22% fonksiyonu z?*’nin anadal olmak iizere f, : Ct — A,
biholomorftur. Dolayisiyla

1

Go = fi' i Ay = CT, go(2) = 220 (7.50)

biholomorftur. Dolayisiyla

1
-1
Ty0ga:An =D, [203w="" (7.51)
z2a 41

biholomorftur (bkz Sekil 7.13).
Ozellikle a = 1 igin A; = C_, ve g1(z) = /2 olur ve énceden de

bildigimiz gibi C_, \—/> C™T biholomorftur. Dolayisiyla

)

Tho,/:Cz =D, <2Hw:
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Yy y ~ v .
]ﬁéw Go Tv, T
Sekil 7.13
biholomorftur.
(d) Ayrica

exp|STTT ST — Cp

doniigiimiiniin biholomorf oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

Ver — 1)
T o Joexp: S ™" =D, (z—>w= 7.52
biholomorftur (bkz Sekil 7.14).
Yy ~ v
m l PR
””” T 7T exp I Voo T, T N
---- —_ — — b,

Sekil 7.14

Bu dontigtimler bize diizlemdeki herhangi bir S geridini veya herhangi
bir dilimi D’ye biholomorf resmetme olanagim verirler. Ornek olusturmak
iizere eksenlerin diizlemde belirledigi dilimlerden {i¢linciisiinii D’ye biholo-
morf resmeden bir déniisiim verelim. Uciincii dilime @ dersek, onu saatin
ters yoniinde ?ﬁf kadar dondiiriirsek A; /4 dilimini elde ederiz. Bu dondiirme

d(z) = T 2 fonksiyonu ile verilmigtir. Dolayisiyla o = % olmak tizere (7.51)

esitliginden, s~ = 2 oldugunu da gozetirsek
s\ 2
(6137 z) -1

’ 2«
Tioga0d:Q—D, |z—w=

biholomorf déniigiimiine ulagiriz (bkz Sekil 7.15).
(e) B ve B’ basit baglantili bolgeleri, diizlemde birbirini kesen iki Mobius
gemberinin belirledigi bolgeler olsunlar (bkz. Sekil 7.16).



582 KOMPLEKS ANALIZ I

Yy N
,,,,, I d ]ﬁ{r/‘l SEA
I x \\ ]
Sekil 7.15
’U /
/ 1
,ZE -~ 2 /
, ;N P //
(o B> /5(0,)
B T k®
) N .
X u
Sekil 7.16

B (benzer bigimde B’) bolgesini belirleyen Mobius ¢emberleri z; (benzer
bigimde z}) noktasinda birbirlerini ¢ agis1 ile kessinler. 7' ve 7" Mobius
doniigtimleri, z1, 29,23 ve 2, 25, z5 noktalarim sirasiyla 0, 1, 00 noktalarina
resmetsinler. Bu durumda 7' : B — S(0,¢) ve T" : B’ — 5(0, ) doniigtimleri
biholomorfturlar; Co,’da diisiindiigiimiizde S(0, ¢) U {oc}’un B tipinde bir
bolge oldugunu belirtelim. Dolayisiyla (7.49) ile

TtofyoT:B—=D ve Ttof,0oT' :B' =D

déniigiimleri biholomorfturlar. Bir érnek olusturmak iizere D™ = D N H iist
birim yarim daireyi D’ye biholomorf resmeden bir déniigiim verelim (bkz.
Sekil 7.17). T Mobius doniigiimii —1, 0, 1 noktalarimi sirasiyla 0, 1, oo nokta-
larina resmetsin. 7T'(z) = ifj oldugunu okur kolayca goriir.

T doniisiimii z-eksenini yoniinii koruyarak kendisine resmettiginden, so-
lunda kalan D" y1 yine soluna resmeder. D™ ’y1 belirleyen yay ve dogru par-

cas1 —1 noktasinda birbirini dik kestiklerinden, goriintiileri olan dogru par-

Sekil 7.17
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calar1 birbirini 0 notasinda dik keserler. Ozetle T' déniigiimii D ’y1 S(0, 5)
dilimine biholomorf resmeder. fo(z) = 22 oldugundan, (7.49) ile

TtofooT:DY =D |z w=-~—27—
(—1“) +i
1-z

biholomorf déniigiimiinii elde ederiz.

(f) Biri digerinin iginde ve birbirine bir d noktasinda teget olan iki Cy, C
gemberi arsindaki bolgeye B diyelim. T'(d) = oo kogunun saglayan herhangi
bir T" M6bius doniisiimii bu ¢emberleri birbirine kogut l140, loso dogrularina
resmeder. Dolayisiyla B’yi bir gerite resmedebiliriz. T'(d) = oo kosunu sag-
layan T" doniistimlerinin denklemleri Tz = % ile verilir. a, b parametreleri

uygun segilerek S seridinin yatay veya dikey olmasi saglanabilir.

Devam etmeden 6nce bir basit gercegi dile getirmekte yarar vardir. Biz
bazi basit B bolgelerini D’ye biholomorf resmeden f doéniigiimleri veriyoruz.
Herhangi bir bolge bir A ile bu bolgelerden birine biholomorf resmedilebilirse,
elbette bu bolge de foh ile D’ye biholomorf resmedilir. Ornegin L, diizlemde
baglangi¢ noktasi a olan bir yaridogru ise, 6nce T(z) = z — a Gtelemesi ile
L, yaridogrusu diizlemde baglangi¢ noktasi 0 olan Ly yaridogrusuna taginir.
Sonra uygun bir d(z) = ez dondiirmesiyle Lo yaridogrusu (—oo,0] yari-
dogrusuna tagimir. Boylece g = do T : C — C biholomorf déntigiimii C\ L,
basit baglantili bolgesini C_; basit baglantili bélgesine biholomorf resmeder.
Ancak biz bir biholomorf f : C_; — D doniistimiinii olusturduk; dolayisiyla
fog : C\L, — D biholomorf bir déniigiimdiir. Benzeri irdelemeler verdigimiz
her durum icin gecerlidir.

(g) p > 0 olmak iizere B := H\[0,ip] olsun. B basit baglantihdir ve
H’den y-ekseni boyunca 0’dan ip’ye kadar bir kesik atilarak elde edilmistir.
f(z) = z? doniisiimii H'de biholomorf oldugundan haydi haydi B’de biho-
lomorftur ve f(B) = C\[-p?, +00). Ote yandan T'(z) := z + p? biholomorf
otelemesi ile (T'o f)(B) = Cy = C\[0, +00) olur. f|H : H — Cy biholomorf
oldugundan, (f|H) ' oT o f : B — H biholomorftur.

Sekil 7.18
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Dolayisiyla (f|H)™! yerine yalin olarak |/ Yazarsak,

T* o (fIH)" o Tof: B—D @ﬁ)

22+ p?+i

biholomorftur (bkz. Sekil 7.18). /z = e21°80% almacak!

(h) [a,b] € C herhangi bir kapali aralik olsun. Bu durumda Cu\[a, b]
bolgesi Co,’da basit baglantilidir. Bu bolge birbirini izleyen uygun 6teleme,
dondiirme ve sikger ile B = C\[—1, 1] bolgesine biholomorf resmedilir. Simdi
T Mobius doniigtimiini 7'(1) = oo, T(0) = —1 ve T'(—1) = 0 olacak bi-
¢imde segelim. Tz = 2t} oldugu kolayca goriiliir. 7' déniisiimii [—1, 1] kapali
araligimi (—oo, 0] U {oo}’a resmeder; dolayisiyla 7' doniigiimii B bolgesini
biholomorf C_,’ye resmeder. Dolayisiyla

/Z+% -1
Tyo oT:C\[-1,1] =D |z w=r"— (7.53)
i+l

z

biholomorftur. f := (T} o /o T) biholomorf déniigiimiiniin tersi

71D —C\[-1,1] (wr—> % <w+ i}))

aerodinamik ve hidrodinamikte ¢ok énemli olan Joukovsky® fonksiyonudur.

r > 0igin CFf := {re? |0 < 0 < 7} veab € Rvel = (—00,a]U
[b, +00) U {oo} olsun. Coo\C;t ve Coo\I bolgeleri Coo'un basit baglantili
bolgeleridir. Ty, Ty Mobius doniigiimlerini T3 (C;) = (—o0,0] = T5(I) olmak
tizere olugturursak T doéniigiimii C\C;Fyi, Ty ise C\I’y1 biholomorf olarak
C_ye resmederler; dolayisiyla

Tyo/oTi:C\Cf = DveTo,/oTy:C\I - D

biholomorf déniigiimlerdir. Ornegin 77 Mobius doéniisiimii r, i, —r nokta-
larini sirasiyla oo, —1,0 noktalarina ve 75 ise b,00,a noktalarini sirasiyla
0, —1, oo noktalarina resmeden M&bius doniigtimii alinabilir.

(i) Son olarak, bazilarim1 KA I'de gosterdigimiz veya problem olarak
sordugumuz exp, log ve trigonometrik fonksiyonlara iligkin baz gergekleri
verecegiz. ST = §% N CF, §°° = §9P N C~, S, = Sup NH ve S, ==

SLiteratiirde Joukovski veya Zhukovskii olarak da gecer.
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Sap NH™ olmak iizere asagidaki doniigtimler biholomorftur:

sin: S_x = — C\ ((—o0, =1 U1, +00))

sin: ST,
s

tan: S_z = — C\ (i(—00, =1 Ui[l, +00))

Wl

— H

ol

tan: S_= = — D
2°2

Poblemler

Problem 7.3.1 SL(2,C) := {A € GL(2,C) | det A = 1} kiimesinin, matris-
lerin ¢arpimina gore GL(2, C)’nin bir altgrubu oldugunu gosteriniz. SL(2, C)
grubuna 0zel lineer grup denir.

Problem 7.3.2 & : SL(2,C) — Mob, A — T4 donisiimiiniin bir rten
grup yap1 doniigtimii ve ker ® = {£I5}, dolayisiyla Mob = SL(2,C)/ {£I>}
oldugunu kanitlaymiz. PSL(2,C) := SL(2,C)/ {£I2} ye projektif 6zel grup
denir.

Problem 7.3.3 PGL(2,C) := GL(2,C)/ {alz| € C*}’ye genel projektif
grup denir.
PGL(2,C) = PSL(2,C) = Msb

oldugunu kanitlayimiz. Bu esyapidan dolay1r Mob’e projektif grup da denir.

Problem 7.3.4 Agagidaki M&bius doniigiimlerinin bir grup olusturdugunu
gosteriniz:

1 1 1 z z—1
SR DL L,

Problem 7.3.5 Ty(z) = Zjis € Mob ve det A = 1 olsun. Bu kogulda
Tpnin a + d = £2 i¢in tam bir tane, diger durumda tam iki tane sabit

noktasi oldugunu gosteriniz.

Problem 7.3.6 Bir 6nceki problemden yararlanarak terslemenin Mobius
¢emberlerini Mobius ¢emberlerine doniistiirdiigiinii kanitlayiniz.

Problem 7.3.7 iki Cyjve Cy Mobius cemberi ve 21 ¢ C1, 20 ¢ Ch nok-
talar verildiginde Cy gemberini Cs gemberine ve z; noktasini zo noktasina
resmeden bir Mobius doniligiimiiniin varligini kanitlayiniz.
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Problem 7.3.8 Tiim M&bius ¢gemberlerinin

|z — 21|

|Z—22| =D p>07 21722€C5 Zl#ZQ

denklemleri ile verildigini kanitlayiniz (Appollonius ¢gemberleri). Bu denklem
p = 1 icin 21, 2o noktalarmdan gecen dogruya dik olup bunlarin 21122
noktasmdan gecen dogrunun, p # 1 iginse merkezi (21 — p?29)/(1 — p?) ve
yarigapl |(zl — z9)p/(1 — p2)‘ olan bir cemberin denklemidir.

orta

Problem 7.3.9 Ti(z) = 12;:5, T5(Z) = I53(2) = ;%7 olmak iizere,

T1(DY), To(D, NH), T3(S(0, F) ve T3(H(0;1,2) bolgelerini belirleyiniz.

Problem 7.3.10 A := [z, 21, 22, 23]4 = =22 ‘2 : 2 zg olmak iizere, z, 21, 22, 23
noktalarinin 24 permiitasyonu ile elde edecegimiz sayilarm X, 1 ¥ L= ﬁ,

ﬁ, )\T oldugunu gosteriniz.

Problem 7.3.11 Iki Cijve Cy Mobius cemberi ve z; ¢ Cy, 22 ¢ Cy nok-
talar1 verildiginde C ¢emberini Cs ¢emberine ve z; noktasin zo noktasina
resmeden bir Mébius doniiglimiiniin varligimi kanitlayiniz.

Problem 7.3.12 1222l — =p,p > 0, 21,20 € C ile tanimlanan Mobius

[2—z2]
gemberi C' ise, 2o = O¢(z1) oldugunu kanitlayiniz.

Problem 7.3.13 a € H ise, Simetri Teoremi’'nden yararlanarak 7'(H) = D
ve T'(a) = 0 kogulunu saglayan Mébius doniigiimlerinin 7'z = eZt‘z 2 teR
doniigiimleri oldugunu gosteriniz.

Problem 7.3.14 Diizlemde i¢ ige, arakesitleri bog olan iki C7, Cy ¢emberi
verilsin; bunlarin merkezleri farkli olabilir. C; ¢emberi Cy'nin igine diigsiin
ve bunlarin arasindaki bolgeye H halkasi diyelim. H’de her iki cemberimize
teget bir C7 ¢emberi ¢izelim. Sonra saatin ters yoniinde hem C', Co’ye hem
de C7’a teget bir C5 ¢emberi ¢izelim. Bu iglemi siirdiiriirsek, isimiz ya C7’a
teget bir C; cemberiyle biter, ya aksi olur. Bu sonucun H'nin bir 6zelligi
olup ilk Cf ¢emberinin se¢iminden bagimsiz oldugunu gosteriniz. Ipucu: Bir
Mébius doniisiimiiyle Cy, Co gemberlerini ayni merkezli Cf, CY) gemberlerine
dontigtiiriiniiz (Steiner).

Problem 7.3.15 Bir holomorf f : D — HN C* fonksiyonunu birebir ve
f(0) = 1+ i olacak bi¢imde bulunuz.
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Problem 7.3.16 C herhangi bir Moébius gemberi ve z,2* € C4 olsun.
z*in C’ye gore simetriginin olmasi igin gerek ve yeter kosulun, T'(C) =
R, esitligini saglayan herhangi bir Mobius doniistimiiyle T2* = Tz olmasi
gerektigini gosteriniz.

Problem 7.3.17 Iki M&bius déniisiimiiniin degisimli olmasi icin ortak bir
sabit noktalar: olmasi gerektigini gosteriniz.

Problem 7.3.18 (a) C; gemberi ve (b) 2 — 32 = 1 hiperboliiniin C}
g¢emberine gore yansimalarini bulunuz.

Problem 7.3.19 C herhangi bir M&bius ¢emberi ve z,z* € C,, olsun.
z*in C’ye gore simetriginin olmasi igin gerek ve yeter kosulun, T'(C) =
R esitligini saglayan herhangi bir Mobius doniistimiiyle T2* = Tz olmasi
gerektigini gosteriniz.

Problem 7.3.20 C4,Cy iki Mobius ¢emberi ve z1 ¢ C1, z9 ¢ Cy olsun.
T(Ch) = Cy ve Tz = zy olacak bigimde bir 7" M6bius déniigiimiiniin varligini
gosteriniz.

Problem 7.3.21 f: D — D holomorf ve a € D ise

12) - (@
1= F@1()

Z—a

< , 2z€D

1—az

oldugunu gosteriniz.

Problem 7.3.22 f(z) = 1/z doniisiimiiniin H N D;(1) yarim dairesini

S(3;—%,0) kosesine biholomorf resmettigini gosteriniz.

Problem 7.3.23 a € R* ve Tz = ‘;Z olsun. Bu durumda 7"nin C* ya-

ridiizlemini @ > 0 ise C\D’ye ve a < 0 ise D’ye biholomorf resmettigini
gosteriniz.

Problem 7.3.24 @, :={z =2z +iy|z > 0, y > 0} bolgesini D’ye biholo-
morf resmediniz.

7.4 Bazi Bolgelerin Aut B Gruplari

Bu kisimda baz1 B C C, bolgeleri icin Aut B guruplarmi, ozellikle Aut C,
Aut C, Aut D, Aut H guruplarim belirleyecek ve bu gruplardaki doniigiim-
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lerin 6zelliklerini aragtiracagiz.

Teorem 7.4.1 AutC grubu tam: tamina a,b € C ve a # 0 olmak idzere
f(z) = az + b tipindeki f : C — C donisimlerinden olusur, dolayisiyla
Aut C C Mob.

Kanit. 1. a # 0 ve f(z) = az+ b olsun. f: C — C elbette biholomorftur.
2. Tersine f : C — C biholomorf olsun. f bir yandan bir topolojik
doniigim, diger yandan bir tam fonksiyondur. Bir tam fonksiyon olarak f,
ya bir polinomdur ya da tam agkindir. f tam agkin olsaydi oo’da bir esash
tekilligi olurdu ve Casorati-Weierstrass Teoremi'nden dolay1 f(C\D) kiimesi
C’de yogun olurdu. Diger yandan f topolojik oldugundan f(D) agik, ve f
birebir oldugundan ise f(D) N f(C\D) = § olur. Buysa f(C\D)nin C’de
yogun olmasiyla celisir. Oyleyse f tam askin degil, bir polinomdur. f birebir
oldugundan, bu polinom birinci dereceden, dd. uygun a,b € C, a # 0 ile
f(2) = az + b olmak zorundadir. [ |

U C Cy acgik ve G ise AutU’nun bir altgrubu olsun. Her z,2 € U
icin f(z) = 2’ olacak bi¢imde bir f € G bulunabiliyorsa, G grubu U’da
gegislidir veya U kiimesi G’ye gére homojendir denir. z € U i¢in A, :=
{f € AutU | f(2) = 2z}, Aut U’'nun bir altgrubudur ve A.’ye z'nin izotropi
grubu denir.

Onerme 7.4.2 U C Cy agk ve G C AutU altgrup olsun. G grubu U ’da
gegisli ve en az bir zo € U igin A,y C G ise, G = AutU.

Kamt. f € Aut U keyfi verilsin. G, U’da gegisli oldugundan, g(z9) = f(20)
kogulunu saglayan bir g € GG vardir. Bu durumda (g*1 o f) (z0) = 2o olur ve
varsayimimizdan g~ o f € A,, C G. Buradan g o (g_1 o f) =fedG. |

Teorem 7.4.3 AutC,, = Mob = SL(2,C)/ {£I2}.

Kamit. Her seyden 6nce Mob = SL(2,C)/ {£I2} (Problem 7.3.2).

Birinci kanat: Not 7.3.2(i)’den Mob C Aut C, oldugunu biliyoruz. Oner-
me 7.4.2’de G olarak Mob’li alalim. Elbette M6b grubu Co.’'da gegislidir.
Onermede zg = oo alirsak, her f € A, icin f|C € AutC olur. Ancak
Teorem 7.1.1’den, uygun a,b € Cile her z € C igin f(z) = az+b. Dolayisiyla
f € M&b. Béylece Ay, € Méb ve sav Onerme 7.4.2'den cikar.

Tkinci kanmat: Méb € Aut Co oldugunu biliyoruz. Simdi f € Aut Cu
olsun. Biz f’nin bir rasyonel fonksiyon oldugunu ve her degeri katliliklariyla
saylmak iizere ayni ¢oklukta aldigini biliyoruz. Simdi birer p,q € Clz] ile
f = p/q yazalim. f tamesleme oldugundan birinci dereceden tek bir sifir yeri
vardir, dolayisiyla p(z) = az+ b tipinde olmak zorundadir. Ayrica f’nin tam
bir tane birinci dereceden bir kutup yeri vardir, dolayisiyla ¢(z) = cz + d
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tipinde olmak zorundadir. Dolaysiyla f = (az + b)/(cz + d) bir Mobius
dontigimidir.

Ugiinct kanat: Mob C Aut Cyo oldugunu biliyoruz. Simdi f € Aut Cy
olsun. Eger f(oc0) = oo ise f|C € Aut C, dolayisiyla uygun a,b € C, a # 0 ile
C’de f(z) = az+b. Dolayisiyla A = <g l{) ile f = Ty4. Simdi f(co) =c e C
olsun.

1

g(z) = ve h:=gof
z—c

olsun. f,g € Aut C oldugundan h € Aut C,. Ayrica h(co) = oo oldugun-
dan, yukaridaki irdelemeyle A € Mb. Buradan da g—%, h € M&b oldugundan
f =g 'ohe Mob. |
Simdi AutD kiimesini belirlemek istiyoruz. Her geyden 6nce T'(D) =
D ve T(0D) = 0D kosullarim saglayan T° Mobius doniigiimlerinin varhigini
biliyoruz. Simdi bize bdyle bir Mébius doniisiimi verilmis olsun. Bu durumda
tek olarak belirli bir @ € D igin T(a) = 0 olur. a’'min 9D g¢emberine gore
simetrigi % oldugundan, bunu 0’1in simetrigine, yani co’a resmeder.

Z—a

L) =17

(7.54)
olarak tammlanan doniigiim determinant1 1 — |a|?> > 0 olan ve T,(a) = 0
kosulunu saglayan bir Mobius doniigiimiidiir. Eger z € 0D ise, 27! = Z
olacagindan,

1

z

lz—a zZ—a

=1

O

—az+1

2Z—a z—a
olur, dolayisiyla T,(0D) = 0D. Her u € 9D igin elbette w7, doéntigiimii
de (uT,) (D) = D ve (ul,) (0D) = 0D kosulunu saglar. Her bir T, €
AutD’dedir ve simdi AutD’nin uTy’lar diginda 6gesi olmadigini kanitlaya-
caglz.

Teorem 7.4.4 AutD = {uT|a € D ve u € OD}, agik yazlimla

Z—a

AutD = {ew
—az +1

la €D wvep € |0, 271')} C Mob. (7.55)
Kanit. (7.55)teki esitligin sol yanimin sag yanini igerdigini biliyoruz. Simdi
tersini gosterecegiz. f € AutD olsun. Bir a € D i¢in f(a) = 0 olacak-
tir. Bu durumda g := fo T, ! € AutD ve g(0) = 0. Bu durumda Sch-
warz Onsavi’'ndan, bir ¢ € [0,27) ile her z € D icin g(z) = €*?z. Buradan
€To(2) = 9(Ta(2)) = (f o Ty 1) (Tu(2)) = f(z) ve igimiz biter. [ |
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Teorem 7.4.5

AUtD:{TA|A <Z b) € GL(2,0), detA:\a|2—|b|2:1}.

Kanit. (1) Ta(z) = f”zi'b ve det A = |a|?—|b|> = 1 olsun. Bu durumda a # 0

ve |a| > [b] olur. Bir 6 ile £ = e ve zp := —2 dersek |20 < 1, dolayisiyla

zo € D olur. Boylece Teorem 7.4.4 ile

zZ+

. zZ — Z .
= 20— T, € AutD.

b
_ a
Ta(z) = 7(2)Z+1 o 1

Qll e

(2) Simdi €T, € AutD verildiginde a,b € C sayilarinin

a zZ+
a

b
(a)z
olacak bigimde bulunabilinecegini gostermeliyiz. r, s, p pozitif reel sayilar ile

a =re' b= se’ ve —z) = pe’? olsun. Bu durumda (7.56) denklemlerinden
e = e (= (a) 0 = 2a + 2kn), (b) r2 — 5% = |a]? — |p> = 1, fei(ﬁ_o‘) =

_0ERb =1 (756)
1 bz+a

ie. Z— 20
—Zoz +1

+ Qo

= —20 = pe"’(=>(c) £ = p ve (d) B — o = v esitliklerini elde ederiz. (a),
), (¢) ve (d) denklemlerinden «, 3,r, s’ler, dolayisiyla (7.56) esitliklerini
saglayan a ve b sayilar1 kolayca hesaplanir. |

B, B’ ¢ C, iki bolge ve 1 : B — B’ biholomorfsa, her f' € Aut B’ i¢in
f=U(f") =1 Lo f ot ile tammlanan ¥ : Aut B’ — Aut B bir esyap1 do-
niigiimiidiir. Dolayisiyla Aut B"’yi biliyorsak Aut B’yi de biliyoruz demektir.
Ornegin H ve D bélgeleri icin Aut D’yi biliyoruz ve elimizde Ornek 7.3.12’de
gordiigiimiiz T (z) = % olarak tanimlanmig 7 : H — D biholomorf Cay-
ley déniigiimii var. Boylece AutH = {(TT) o fo TT|f € AutD} der isi
burada birakabilirdik; ancak biz Aut H hakkinda biraz daha fazlasim style-
mek istiyoruz.

b
(b

Teorem 7.4.6 AutH C Mob ve tam olarak

AwtH = {TA |A= (Z Z) € GL(2,R) ve det A > o}. (7.57)

Kamt. Teorem 6ncesi AutH = {(TF) 1o foT"|f € AutD} oldugunu
gordiik; burada T : H — D Cayley déniisiimiidiir. Her f € AutD ve
T birer Modbius déniisiimii olduklarindan, (7F)~! o f o TT de bir Mobius
doniigtimdiir. Dolayisiyla Aut H C Mob.
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Simdi S € Mob donitsiimii verilsin ve S(H) = H olsun. Bu durumda
S(Rao) = Ry olacaktir. Dolayisiyla tek olarak belirli «, 8,y reel sayilar: i¢in
S(a) =0, S(B) =1 ve S(v) = oo olur. Bu durumda, her z € C igin

z—a B-—v az+b
z2—v B—a cz+d

w=_8(z)=

olmak zorundadir. Burada a,b,c,d € R oldugu apaciktir. Ayrica ¢ € H
oldugundan S(i) € H, dolayisiyla Im S(i) > 0 olmahdir. A = <CCL 2) €
GL(2,R) oldugundan

— at+b —ai+b det A
2iIm S(i) = S(i) — S(i) = — =24 .
HmS@) =50) =50 = 0y - Tava " Yoy @
Buradan Im S(i) > 0 <= det A > 0 olur ve igimiz biter. |
U C Cyx acgik, G C AutC,, ve n € N* olmak tlizere kendi aralarinda
ikiger ikiger farkli aq,...,a, € U ve yine kendi aralarinda ikiser ikiger farkl
b1,...,b, € U nasil verilirse verilsin bir g € G, her 1 <14 < n igin g(a;) = b;

olacak bi¢gimde bulunabiliyorsa, G grubu U’da n-gegisli isler denir; eger
ayrica bu g tek olarak belirli ise diizgiin n-gegisli isler denir. 1-gecisli isler
yerine basit gecisli isler de denir (bkz. s.639).

Onerme 7.4.7 (i) AutCy, Cy 'da diizgiin 3-gegisli isler.
(17) Aut C, C’de diizgiin 2-gegisli isler.

(11i) AutD, D’de basit gegisli isler, ancak 2-gegisli islemez.
(iv) AutH, H de basit gegisli isler, ancak 2-ge¢isli islemez.

Kamt. (i) dogrudan sonug 7.3.10’dan ¢ikar. (ii) ise dogrudan (i)’den gikar.
Ciinkii bir yandan her g € Aut C igin g € M&b ve g(o0) = oo oldugunu, diger
yandan ise aq, ao, b1, by € C noktalar1 a; # as ve by # by olacak bigimde nasil
verilirse verilsinler f(a1) = b1, f(a2) = by ve f(00) = oo kogulunu saglayan
bir tek f € Aut Co oldugunu biliyoruz. (iii)’e gelince a,b € D nasil verilirse
verilsin f := Tb_1 oT, € AutD ve f(a) = b oldugundan AutD, D’de basit
gecisli isler. Schwarz Onsavi’'ndan dolay1 bir f € AutD icin f(0) = 0 ise, f
bir dénmedir. Bu nedenle a # 0, b # 0 ve |a| # [b] ise, f(0) =0, f(a) = b
kosulunu saglayan bir f € AutD yoktur. Aut H 2 Aut D oldugu iginse (iv),
(iii)ten ¢ikar. [

Teorem 7.4.8 (i) Her birebir holomorf f : C — C biholomorftur, dola-
yswla f(z) =az+b, a # 0 tipindedir.
(ii) Her birebir holomorf f : C* — C* biholomorftur ve a,z € C* olmak
iizere ya cq(2) := az ya da 0,(2) = az~! tipindedir. Ayrica Aut C* =
{ca,0q]a € C*}.
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Kanit. (i) f : C — C birebir ve holomorf olsun. Bu durumda f*: C* — C,
f*(2) := f(z7!) fonksiyonu da birebir ve holomorftur. f tam askin olsayd
f*mn 0’da bir esash tekilligi olurdu ki bu Casorati-Weierstrass Teoremi’nden
dolay1 olamaz. Dolayisiyla f bir polinomdur. Oyleyse f/ de bir polinomdur.
f birebir oldugundan, her z € C igin f/(z) # 0. Cebirin Anateoremi’ne gore
[ sabittir, dd. bir a € C* ile f’(z) = a. Dolayisiyla bir b € C ile her z € C
icin f(z) =az+0bve f € AutC.

(ii) f : C* — C* birebir ve holomorf olsun. B := C ve A := {0} olmak
tizere KA Teorem 3.8.6’dan dolay1 iki durum s6z konusudur.

(i))(1) f'nin 0’da bir kaldirilabilir tekilligi vardir ve bir birebir f : C —
C holomorf fonksiyonuna genisletilebilir. Teoremimizin (i) sikkindan dolay:
f(z) =az+b, a #0 ve f biholomorftur. b = 0 olmak zorundadir; aksi du-
rumda b # 0 olsaydi —ba~! € C* ve f(—ba~') = 0 olurdu ki bu, f(C*) C C*
ile geligir. Boylece a # Oile f(z) = az = ¢4(2) ve f : C* — C* biholomorftur.

(ii)(2) f'nin 0’da birinci dereceden bir kutup yeri vardir. Bu durumda

= % : C* — C* birebir, holomorf ve 0’da bir kaldirilabilir tekilligi vardir.
Az 6nce kanitlanandan, bir b # 0 ile g(z) = bz. Dolayisiyla, her z € C* i¢in
a =b~! # 0 olmak iizere f(z) = az~! = 6,(z) ve f biholomorftur.

Kamtlananlardan Aut C* = {c,,0, | a € C*} apagiktir. [ |

e}

Her birebir ve tiirevlenebilir bir f : R — R fonksiyonunun bir tam egleme
ve tersinin de tiirevlenebilir olmasi gerekmez; f’nin reel analitik olmasini
istesek bile! Ornegin f(z) = e fonksiyonu reel analitik ve birebir, ancak
orten degildir.

Problemler

Problem 7.4.1 AutCy, AutC ve AutD gruplarinin degismeli olmadigini
gosteriniz.

Problem 7.4.2 G := {f € AutC| f(z) = 2+ a,a € C}'nin Aut C'nin de-
gismeli bir normal altgrubu oldugunu ve C’de gegisli isledigini kanitlayiniz.

Problem 7.4.3 G, := {c,|a € C*} ve Gy := {0, |a € C*}'mn her birinin
Aut C*'in C*’la egyapili bir altgrubu oldugunu ve G.'nin ise Aut C*’in de-
gismeli bir normal altgrubu oldugunu gosteriniz.

Problem 7.4.4 ¢(A) := T4 ile tanmimlanan ¢ : SLG(2,R) — Aut H doni-
slimiiniin bir 6rten homomorfizm ve ker ¢ = {£I}oldugunu gosteriniz.

Problem 7.4.5 f:ID — D holomorf ve birden fazla sabit noktaya sahipse,
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f = Idp oldugunu kanitlayiiz. Uygun bir biholomorf ¢ : D — D doéniigiimii
ile g := ¢~ 'o foy en az iki sabit noktas1 ve bunlardan biri 0 olan g : D — D
holomorf fonksiyonuna Schwarz Onsavi'ni uygulayiniz.

Problem 7.4.6 m > 3 ve z1,...,z;, € C birbirinden farkli ve B :=
Coo\{z1,- -+, 2m} olmak iizere Aut B’'nin eleman sayis1 < m!’dir.

Problem 7.4.7 aj,a9 € H, a1 # ay olmak tizere f(a1) = az ve f(a2) = a1
kogulunu saglayan tiim biholomorf f : H — H déniisiimlerini belirleyiniz.

Problem 7.4.8 (@, merkezi orijinde ve iki kdgesi y-ekseni {izerinde olan
bir agik altigen ise, Aut (Q’yu belirleyiniz. Burada, ileride kanitlayacagimiz
Riemann Doniigiim Teoremi’nden, bir biholomorf ¢ : @ — H doéniigiimiiniin
varligindan yararlaniniz.

Problem 7.4.9 Birbirinden farkh ay,...,a, € Cile B := C\{aq,...,a,}
ise, her f € Aut B bir Mdbius déniigtimidiir ve f|{a1,...,a,,00} bir per-
miitasyonudur.

7.5 Geometriler-Hiperbolik Geometri

Felix Klein 1872’de, sonradan Erlangen Programu olarak adlandirilan [19] ¢a-
lismasinda, her geometrik kuram icin belirleyici olan temel ilkeleri formiile
etti. Buna gore insa edecegimiz geometrinin iki ayag olacak. Once geomet-
rimizin noktalarmin kiimesi olacak bir X kiimesi belirleyecegiz. Ardindan
Per(X) := {f|f : X — X tamesgleme} permiitasyon grubunun bir & altg-
rubunu segecegiz. (X, ®) ikilisi bir geometri belirler. Bu geometrinin amaci
X’te tanimlanan biiyiikliiklerin, bagintilarin vs. & altinda degigsmez olanla-
rint incelemektir. Per(X)’in ne kadar altgrubu varsa, X kiimesinde o kadar
geometri vardir; biz bunlardan bizi ilgilendiren bir kag tanesi ile ilgileniriz.
Bir sonraki kisimda Riemann Dontigiim Teoremi 7.6.4 ile sunu gorece-
giz: ) # Q C Cy basit baglantili ise, su ii¢ durumdan biri ve ancak biri
gegerlidir, (i) Q = C, (il) Coo\Q tek noktadan oluguyorsa € bolgesi C'ye
biholomorf resmedilebilir, (iii) Coo\€2 en az iki nokta igeriyorsa €2 bolgesi bi-
holomorf D’ye resmedilebilir. Biz ayrica Cs,, C ve D’nin birbirlerine biholo-
morf resmedilemeyeceklerini biliyoruz. Konumuz geregi kompleks bir boyutlu
katmanlilarla ilgilenecegiz. Kisim 8.5’te Riemann yiizeylerini inceleyecek ve
Teorem 8.10.2’de ise, herhangi bir basit baglantili Riemann yiizeyinin biho-
lomorf olarak C.,, C ve ID’den birine biholomorf resmedilebilecegini gorece-
giz. Bu kisimda ise €2 bolgelerinde p konformal metriklerini tanimlayacak,
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onlar aracihg: ile ’da bir d, metrigi tammlayacagiz. Q ve Q' bolgeler ve
f: ' — Q biholomorf olsun. £2’da verilen bir konformal p metrigini f*p ola-
rak geriye gektigimizde f : (', ds+,) — (€, d,)’nun bir izometri oldugunu
gosterecegiz. Dolayisiyla Co, C ve D’deki geometrilere odaklanmak yeterli
olacaktir.

Hepimiz okulda, C = R? kiimesinde bir geometriyle, Oklid geometrisiyle
tanistik. M € M?*2(R) bir ortagonal matris ve a € R? olmak iizere, her
r € R? igin f(z) := a + M tipindeki f : R? — R? doniigiimlerine R?’de bir
hareket demistik. R?’deki hareketlerin kiimesini M? ile gosterirsek elbette
M? C Per(R?) (bkz. KA 1, 5.421). Diizlemdeki Oklid geometrisi (R?, M?)
geometrisidir.

Bir (Coo, ®) geometrisini incelemek, (S?, 71']:7106077‘]\[) geometrisini incele-
meye denktir; burada 7y kiiresel izdiisiimdiir. S?'nin rotasyonlarmin kiimesi
R olmak iizere (S%,R) kiiresel geometri admi alir.

U = {(—ab 2) Ha|2 + o = 1} ve Ty :={Tu|A € U}

olmak iizere | = 7' o Ty o mx (bkz. [2]). Dolayisiyla (S%,R) ve (Coo, Tis)
geometrileri denktirler. (S2,9R)’ye kisaca gozatacagiz.

a,b € R? ve a # b ise, Oklid geometrisinde a noktasini b noktasi ile bir-
lestiren dogru parcasi, diizlemde uc noktalar1 a, b olan parcali C'-egrilerinin
(Oklid anlamindaki) uzunlugu en kiiciik olanidir. Bilindigi gibi R%’te orijin-
den gecen diizlemlerin S? ile arakesitlerine biiyiik cemberler denir. a # b
olmak iizere a,b € S? noktalar: simetrik degillerse, dd. b # —a ise, bu iki
noktadan gegen bir tek biiyiik C'(a,b) gemberi vardir; bu da a,b,0 nok-
talarindan gecen, tek olarak belirli diizlemin S? ile arakesitidir. S?'de, u¢
noktalar1 a,b olan parcali C! egrileri icinde uzunlugu en kisa olan, C(a, b)
biiytik ¢emberinin u¢ noktalari a,b olan yay parcalarindan uzunlugu kisa
olamdir (b # —a ve a # b sectigimizi unutmayalim!); bunu [a, b]; ile gostere-
lim. [a, b]s’ye a ile b arasinda bir kiiresel kisayol veya bir kiiresel geodezi
denir”. Oklid geometrisine kosut adlandirmalar yapmak istersek, [a, b]s, kii-
resel geometride a ve b noktalarini birlegtiren kiiresel dogru parcasi ve
biiytik ¢emberler kiiresel geometrimizde kiiresel dogrularimiz olacaktir.
[a, b]s'nin uzunluguna a,b noktalarmin kiiresel uzakhg diyecegiz; bunu
simdilik ds(a,b) ile gosterelim. [a, b]s'nin, merkezi orijinde olan 1 yaricaph

bir gemberdeki bir yay pargasi ve <((a,b) = ||6E|a|iﬁ>b\| = (a, b) oldugunu diigii-

niirsek dg(a, b) = arccos (a, b) olur; burada arccos (a, b) € [0, 7] alinacaktir.
a € S?ise, —a € S? ve a,0, —a’y1 iceren sonsuz ¢oklukta diizlem oldugun-
dan, a ve —a’dan gegen sonsuz ¢oklukta kiiresel dogru(=biiyiik gember) ve

"“Kisayol” icin tiirkcemizde ¢ok giizel bir sézciik vardir; “kestirme”.
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a ile —a arasinda sonsuz coklukta kiiresel kisayol vardir. Ornegin, her boy-
lam N kuzey kutbu ile S giiney kutbu arasinda bir kiiresel kisayoldur. Daha
simdiden Oklid geometrisinden ne kadar uzaklagtik. Tki farkli biiyiik ¢em-
ber birbirini daima iki noktada keser; dolayisiyla kiresel geometride paralel
dogrular yoktur! Her boylam ekvatoru dik keser. N kuzey kutbunda birbi-
rini dik kesen iki boylam alalim. Boylamlarin ekvatoru kestigi noktalara a, b
dersek kogeleri N,a,b ve kenarlar [N, als, [a,b]s ve [b, N]s olan bir (kiire-
sel) iiggen elde ederiz. Bu, her acis1 7/2 olan bir eskenar dikiiggendir! Oklid
geometrisinden oldukca farkli olan bu geometriyle ayrintili ilgilenmeyecegiz.

Biz katmanlilarla kisim 8.4’te tanigacagiz. Okur Riemann geometrisiyle,
katmanlilarla heniiz tanismamig olabilir, sorun degil. Su iki seyi kabullenmesi
yeterlidir: Her agitk U C Cy bir katmanhdir ve bu katmanh, her z € U
noktasinda bir 73, (U) teget vektoruzayima sahiptir. Bizim katmanlimiz i¢in
daima T, (U) = R?; C reel vektor uzay1 alinmak iizere T,(U) = C. Her T, (U)
teget uzaymmzda Oklid geometrisinden bildigimiz bir (,) i¢ carpim ve ondan
kaynaklanan ||| norm ve ag1 kavrami var. Her p(z) € (0, 4+00) bize T,(U)’da

VE,n € To(U) (€,m),. = (p(2) p(2)n) = (p(2))* (€, n) (7.58)

ile tamimlanan bir i¢ ¢arpim verir. Bu tanimla 7, (U) teget uzayimizdaki
i¢ carpim z konumuna bagli duruma getirilmigtir. Bu i¢ garpim ise bize

T.(U)da bir [|€]|,, = /(& m),. = p(2) €]l normu ve bir <,,.(&,n) agst

verir. Ancak

_ <€7n>p,z _ <§777> _
<08 o2& = @l = Tl ~ <= <6

oldugundan agilar korunur. Asagidaki tamimdaki “konformal” sézciigiiniin
gerekcelerinden biri bu egitliktir.

Tamim 7.5.1 ) # Q C Cy, bir bélge ise, Ct sinafindan her p : Q — [0, 4+00)
fonksiyonuna, p~1(0) kiimesi Q’da ayriksa, Q da bir konformal metrik de-
nir®. Her z €  ve her ¢ € C igin 11l == p(2) [[€]| sayrsina § vektorinidn
z noktasinda p’ya gére normu denir. Biz £ € C igin ||£]| normunu yalin
olarak [€] ile gostermede uzlagmustik; dolayiswyla ||€|, , == p(2) |€] de yazabi-
liriz.

v :[0,1] = Q, Clsmifindan bir gezi ise,

1 1
L) = [ I Ot = [ @) [ Oldt = [ pleiael (759

~

8Elbette p, gercekte bir metrik degildir; ancak onun araciligi ile Q’da bir df,z metrigi
tanimlayacagiz (bkz. (7.60)). Yaygin oldugu i¢in bu adlandirmaya uyduk. Kimi yazarlar
p €C3(Q) ve p: Q — (0,+00) olmasini isterler.
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sayisina y’nin p-uzunlugu denir. Bu tamim ahsildik bicimde parcali C! si-
nifindan gezilere aktarilir. p konformal metrigi z’ye bagh bir

dys(2) = p(=) |dz

p-uzunluk elemani belirler ve L ,( f d,s olur. L,(v) kavrami rotasal-
dir, dd. v'nin parametrelenmesmden bag1ms1zd1r a,b € Q olsun ve G! ()

ile Q’daki baglangic noktasi a ve bitis noktasi b olan parcali C! simifindan
gezilerin kiimesini gosterelim.

d}(a,b) :=inf {L,(7)|y € Gy, ()} (7.60)

sayisina a ve b noktalarimin Q’da p-uzakligi denir. dg(a, b) hem p’ya hem
de Q’ya baghdir. df} 1 Q2 x Q — [0,400)'un gergekten bir metrik oldugunu
kanitlamay1 problem olarak biraktik.

c € Cvele] =1lise, [lc-&,, = [£l,, olur; dolayisiyla & vektoriiniin
z’deki uzunlugu, £’in yoninden bagimsizdir. Konform metrikleri kompleks
analizde 6nemli kilan bu ve <, .(&§,n) = <(§,n) ézellikleridir.

Q1,09 C Cy bolgeler ve f : Q1 — Qs ise sabit olmayan bir holomorf
dontigiim olsun. € bir bolge oldugundan [’ € H(£;) de sabit degilidir.
Buradan p : Q2 — [0, +00) bir konform metrikse €2;’de

(f*p)(2) = p(f(2)) | F'(2)]

ile £21’de tanmimlanan f*p’nun da bir konform metrik oldugu goriiliir. f*p
konformal metrigine p’nun ;’e ¢ekilmisgi denir. Her £ € C igin

18]l - .- = P(f () [J' ()] - [l = p(f (D) | /() - €]

olur. 7 : [a,b] — Q bir Clgezisi ise, fiy := f o~ gezisine y'nin f ile Qy’ye
otelenmisi denir.

Onerme 7.5.2 Veriler yukaridaki gibi olmak tizere 0, 'deki parcaly C* sina-
findan her v gezisi i¢in

Lpp(7) = Lp(fs7) = Lp(f o). (7.61)

Eger ayrica f bikonformsa, her a,b € Q) igin
df! (a,0) = d2(f(a), £ (b)), (7.62)

dd. f: (Ql,d%}p) — (Qg,dih) bir izometridir.
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Kanit. Savin ilk kismini C! smifindan + gezileri icin kanitlamak yeterlidir.
v :[0,1] — 1 bir C! gezisi olsun. (7.59) ile

Ly(fv) = Lp(f o)

/ 1F oW DI, s &t = / p(F(0)) [(F 0 7) (1) dt

:/p((fov)()) (P )| | )] dt = /!h

0

(@) dt = Lg-p(7)-
f biholomorfsa, Q9’de baglangig noktas1 f(a) ve bitis noktasi f(b) olan her
parcali C! egrisi 7 icin v := f~1on, Q;’de baslangic noktasi a ve bitig noktas:
b olan bir parcall C! gezisidir. Ayrica f.y = n oldugundan Ly-,(v) = L,(n)
ve bu, (7.62) egitligini verir. |

Beklenti (7.61) esitliginin (7.62) esitligini vermesi yoniindedir; ancak f
birebir degilse bunun dogru olmadig1 kolayca goriiliir.

Sonug 7.5.3 Q’da p konformal metrigi verilsin. Her f € Aut$Q igin f :
(Q, d?*p) — (Q,dg) bir izometridir. Ozel olarak, her f € AutQ icin f*p=p
ise, her f € AutQ icin f : (Q,dg) — (Q,df}) bir izometridir.

Ornek 7.5.4. Biz 6zel Q'lar ve zel p konformal metrikleriyle ilgilenecegiz.
1. p = 1 olsun. Bu durumda Q C C digbiikeyse, 6zellikle Q = C ise, d Oklid metrigi
olmak {tizere, df} = d|Q2 oldugu kolayca goriiliir.

Sekil 7.19

Genel durumda d? # d|Q) olabilir; hatta baz1 a,b € Q noktalar1 arasinda bir kisayol
olmayabilir (bkz. Sekil 7.19). Orada a, b noktalar1 arasinda bir kisayol yoktur.
2. Q= Coo olsun. KA I’den Z1,Z5 € S% ve 2z, = wn(Zy) ise

2|21 — 22|
VU [2) (14 ]22)

oldugunu biliyoruz. Bu esitligin en sagindaki ifadede z; — z2 yakinlagtirmasim yaparsak

ﬂfjl‘z uzunluk elemanina ulagiriz. Eger 4 : [0,1] — S? parcali C* siufindan bir gezi ve

d(Zl,ZQ) = doo(ﬂ'N(Z1),ﬂ'N(Zg)) = doo(Zl,Zz) =
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v :=mn o4 ise, kolayca

L) = Liny 04) = L(7) = / 2

T |47l
L 1+ 22

oldugu gorlir. p(z) = ﬁ’ye kiiresel konformal metrik denir. Ty C Mob biraz

yukarida gegen grup olmak iizere (Coo,Ty/) geometrisi, (S%,9) geometrisine denk bir ge-
ometridir. Bu geometrinin dogrulari, biiyiik gemberlerin 7 altindaki resimleridirler. Bu
geometride a,b € Co noktalar: arasindaki, [a,b]e ile gosterecegimiz dogru pargas: ise
([ (a), w7t (0)]s) dir.

Simdi hiperbolik geometri denen (D, AutD) geometrisine kisaca de-
ginecegiz. R?’deki Oklid geometrisinde oldugu gibi bu geometrinin de kendi
noktalar: ve dogrular: olmalidir. Noktalarimiz D'nin noktalar: olacaktir. Dog-
rularimiz ise dD’yi dik kesen M&bius ¢emberlerinin D’de kalan yay parcalar
olacaktir. Ornegin bizim isleyecegimiz hiperbolik geometride bir dogruya di-
sindaki bir noktadan sonsuz tane paralel gizilebilecektir.

Ik is olarak D’de her f € AutD’yi bir izometri kilan bir metrigin pe-
sindeyiz. Sonug 7.5.3 bir ipucu veriyor: Her f € AutD i¢in f*p = p ko-
sulunu saglayan bir konformal metrikten elde edecegimiz d? metrigi igimizi
goriir. Boyle bir p’yu ise AutD’nin degismezlerinden ¢ikarabiliriz. Biz gim-
diden Aut D’nin bir degismezini biliyoruz; ¢iftoran! Aranan metrigi ¢iftoran
tizerinden kazanmay1 deneyebilirdik. Ancak, ¢ikig noktamiz simdi kanitlaya-
cagimiz Schwarz-Pick Onsavi'ndan elde edecegimiz, AutD’nin, her w,z € D
igin

d(w, z) == = |-Tw(2)| = |Tw(2)| (7.63)

zZ—w
wz —1

olarak tammlanan §(w, z) degismezi olacak ve ileride (7.72)'de ciftoranla
bulusacagiz. Diger yandan T, doéniistiminin sagladig:

T, =T, Ty0) =1—laf*, Th(a)= (1—|a?)”"
ozdesliklerinden agagidaki 6nsavin kanitinda yararlanacagiz:

Lemma 7.5.5 (Schwarz-Pick Onsavi) Her holomorf f : D — D igin

Vz,weD : §(f(w), f(2)) < d(w, z) ve (7.64)
Ve : |f(2)] < 11_‘f‘(z‘2)‘ (7.65)

Eger ayrica f € AutD ise, (7.64) ve (7.65) te esitlikler vardur. Eger (7.64) te
birbirinden farkl a,b € D noktalar icin esitlik varsa f € AutD olur. Yine
(7.65)’te bir z € D i¢in esitlik varsa f € AutD.
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Kanit. Elbette hy, := Ty(py0 foT, " € H(D). Ayrica hy(0) = 0 oldugundan
Schwarz Onsavi ile |y, (¢)] < [¢| olur. Buradan, (7.63) ve Ty(y) 0 f = hyo Ty
oldugundan,

(f(w), f(2) = [Ty (F(2))| = |hu(Tw(2)] < |Tw(2)| = 6(w,2)  (7.66)

elde ederiz. Eger ayrica f € AutD ise, Teorem 7.4.4’ten bir a € D ve bir
¢ € Rile h = €¥T,. Buradan h(0) = 0 ile a = 0 ve ardindan h(z) = ¢z
olur. Dolaysiyla, her z € D i¢in |h(2)| = |z| olur. Bundan dolayi, (7.66)’daki
< yerine = yazabiliriz.

Simdi, a # b, a,b € D, z = a ve w = b aldigimizda, (7.64)’te esitlik
olsun. Bu durumda |h,(T,(b))| = |Ta(b)| olur ve To(b) # 0 oldugundan,
Schwarz Onsavi geregince h, orijin etrafinda bir dénme, dolaysiyla h €
AutD, ardindan f = T]:((lz) ohgoT, € AutD olur.

a € Dveb:= f(a) olsun. g := Ty o f o T, ! alalm. Elbette g : D — D
holomorftur ve g(0) = 0. Bir yandan Schwarz Onsavi’'ndan |¢’(0)| < 1, diger
yandan

g(0) = (Tho f) (T, 1(0) T. (0) = (Tho f)'(a)(1 —af®)

= O @0 - o) = 1w
L ) (7.67
T [f@P '

Buradan [¢'(0)| < 1 ile (7.65) elde edilir.

f € AutD ise, g € AutDD ve ayrica g(0) = 0 oldugundan g bir dénme,
dolayisiyla |¢'(0)] = 1 olur ve (7.65)’te esitlik elde ederiz. Tersine, bir a € D
icin (7.65)’te esitlik s6z konusu ise, yine énce |¢'(0)| = 1 ve ardindan Schwarz
Onsavi ile g'nin 0-merkezli bir dénme oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla g €

AutD, buradan da f = bel ogoT, € AutD olur. |
J, Aut D altinda bir degigmezdir. (7.65)'ten f € AutD i¢in
/
_F@l 5 |dz| = 5ldz], z €D (7.68)
T S P

elde ederiz. Bu tam da aradigimiz geydir.
Tanmim 7.5.6 Her z € D i¢cin

1 |dz|
m(z) i= ——— ve ds(z) :=
BT ) T T
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olsun. w konformal metrigine Poincaré metrigi veya hiperbolic metrik,
dr5(2) ye ise w-uzunluk elemant veya hiperbolik uzunluk elemana denir.”

7 konformal metrigi D’de bir d2 metrigi tanimlar. (7.68) esitligi, her
f € AutD i¢in f*m = 7 oldugunu sdyler. Sonug (7.5.3)’ten agagidaki 6nerme
gikar:

Sonug 7.5.7 Her f € AutD idgin f : (D,d2) — (D,d2) bir izometridir.

z € D olmak iizere z — 0D i¢in lim 7(2) = 400 oldugundan, lim ||£]| . , =
lim 7(2) |¢| = 400 olur.
Parcali Clsimifindan v : [a, b] — D gezisinin m-uzunlugu veya hiperbo-

lik uzunlugu
b ’ !
7]
L. :/dﬂs:/ O
0= == ) T hop

PR b
L) = [ 2= [

oldugundan L.(y) > L(v), dd. v'nmn 7m-uzunlugu Oklidik uzunlugundan
daha kisa degildir.

e
0 <r <1 olmak {izere v := Or, dd. v : [0,7] — D gezisi y(¢) = ¢ olsun.
O zaman

olur.

—mdt 1 14t 11
):/’ the rr (7.69)
0

B I AL T
—g ol =gl

_)
Dolayisiyla lim, 1 L (0r) = +o0.
Teorem 7.5.8 0 < r < 1 olmak tizere D’de baslangic noktast 0 ve bitis
—
noktasi v olan parcal C* simafindan her ~ gezisi i¢in Ly <0r> < Lr(7).

H
Dolaypswyla Or gezisinin izi (D, d2) ’de 0 noktasine v noktasina baglayan tek
kisayoldur.

9Bu metrige, Poincaré’yi animsatmasi adina, 7 adim verdik. 6(z, w)’de z — w limitine
gegersek 7(z)|dz| uzunluk elemanina ulagiriz. Poincaré metrigine boyle de ulagabiliriz.
¢ > 0 herhangi bir pozitif say1 olmak tizere c¢m konformal metrigi ile ¢aligabilir; bu, isin
Ozlni degigtirmeyen, denk bir metrige gegmek demektir. Cogu yazar 7 yerine 27’den yola
gikar; nedeni, Gauss-Bonnet Teoremi 7.5.14’te gorecegimiz gibi, baz1 formiillerin daha gik
goriinmesidir.
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Sekil 7.20: Hiperbolik uzaklik.

Kamnit. 7 : [a,b] — D parcali C! gezisi ve 71 := Re~y ve 72 := Im~ olsun.
Bir yandan 1 (t) < [y (t)| < |¥/(¢)|, diger yandansa

L— @) =1-771t) - %) < 1= ()

oldugundan

OO v
L”(”)_/a 1—|w<t>\2dt2/a T2 =

1) g4 T -
S e !
’Yl(a) 1—2x 0 1—=x

|
,1,r,—1| = +&=- oldugundan, Teorem 7.5.8 ve (7. 1ze
0,1,7,—1] = £ oldugundan, T 7.5.8 ve (7.69) i
1. 1+r 1
D = = = — —
d-(0,r) = 2ln T 2111 [0,1,7,—1] (7.70)

oldugunu soyler. Bu bize herhangi iki a,b € D noktasi verildiginde d2(a, b)
m-uzakligi hesaplamamizi, ayrica a’dan b’ye giden bir geodezik gezi bul-
mamiz1 saglar.

fi € AutD donistimii fi(z) = (2 —a)/(az — 1) olsun. fi(a) = 0 ve
b = f1(b) olsun. a # b varsayabiliriz. Bu durumda 0 < r := [¥/| < 1
olur. Uygun bir 6 ile fo(2) = €z donmesi ile fo(b') = r saglanir. Boylece
f = foofi € AutD icin f(a) = 0 ve f(b) = r oldugundan d>(a,b) =
d2(0,7) olur. g := f~! € AutD oldugundan bir yandan g(dD) = 0D saglanir,
diger yandan ¢ bir konform déniigiim oldugu i¢in birbirini dik kesen 0D, R,
Mébius gemberlerini yine birbirini dik kesen dD, C' gemberlerine resmeder.
p = g(—1), ¢ := g(1) olsun. Tamm geregi a = ¢g(0) ve b = g(r). Simdi C
gemberi D ¢emberini p ve ¢ noktalarinda dik olarak keser. p, a, b, g noktalar:
C ¢emberi lizerindedirler ve bu noktalarin bu siralanmigi C'nin pozitif yonii
ile uyumludur. Mobius doniigiimleri giftoram koruduklarindan [a, ¢, b, p] =
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[0,1,7, —1] olur. Boylece d2(a,b) = d2(0,r) oldugunu bildigimizden (7.70)
ile

D 1

dr(a,b) = 5 In[a,q,b,p] (7.71)

elde ederiz!?.
d2(a,b)’yi §(a,b) degismezi ile de ifade edebiliriz. Gergekten de

1+ 6(a, b)

T 5] (7.72)

d2(a,b) = %m

Bunu kolayca gorebiliriz. Once a = 0 ve 0 < b < 1 ise, §(0,b) = b oldugundan
sav, (7.70)’tir. Simdi a,b € D keyfi verilsinler. T, € AutD ile T,(a) = 0 ve
|Ta(b)| = d(a,b). Buradan

d7(a,0) = d2(Tu(a), Tu(b) = dz (0, T, (b)) = d7 (0, |Tu(b)]) = d7 (0,6(a,b))

(7.70) ile isimiz biter. ='mn gerekgesi: T-uzakligim koruyan bir déndiirmeyle
0, 7, (b) noktalar: sirasiyla 0, |7, (b)| noktalarima taginir.

(7.71) veya (7.72) esitliklerinden herhangi biri d2(a,b)nin tanimi ola-
rak da alinabilir; ancak bunu igin 6ziini orttigi i¢in yeglemedik. L () ve
d2(a,b) degerleri AutD'nin degismezleri olduklarmdan, her g € AutD, ki-
sayollar1 kisayollara resmeder. Dolayisiyla C' ¢emberi iizerindeki, baglangig

noktasi a ve bitig noktasi b olan g(m) gezisi a’dan b’ye bir geodezik gezidir.
Bu gezinin izi C tizerindeki a,b arasindaki yaydir; bu yay1 [a, b, ile goste-
recek buna bir hiperbolik veya m-dogru pargasi diyecegiz. vy := g(@) izi
C’de olup baslangic noktasi a ve bitis noktasi b olan C' smifindan bir Jor-
dan gezisidir. C', 0D’ye dik bir M6bius ¢emberi olmak {izere Cp := C ND’ye
kisaca bir m-dogrusu veya bir dikcember diyelim. Bu tanima gore elbette
D’nin agik caplar1 da w-dogrularidirlar.

(RQ,MQ) Oklid geometrisinin iki temel kavrami var: noktalar ve dog-

rular. M? dogrular1 dogrulara resmeder. d, R?'nin Oklid metrigi ve a,b €
H

R, a # b olmak iizere bu metrige gére ab baglangi¢ noktasi a ve bitig noktasi
—)
b olan geodezik gezidir ve d(a,b) = L (ab). Bu gezinin izi a, b noktalarin-

dan gegen dogru iizerindedir. Birbirini kesmeyen dogrulara paralel dogrular
denir. Bir an icin Oklid’in paralelaksiyomu digindaki aksiyomlarima uyan, ay-
rica o aksiyomda bir dogruya digindaki bir noktadan gegen paralel dogrunun
tekliginden vazgegerek

0By denklem bazi kitaplarda karsilagtiklarinizla Srtiismiiyorsa, nedeni, daha 6nce de
vurguladigimiz gibi, ¢iftoran taniminin farkl segilmis olmasidir.
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(P) Bir dogruya tizerinde olmayan her noktadan gegen en az bir paralel
dogru vardwr
aksiyomunu alalim.

Eger (D, Aut D)’nin bu kuramim bir modeli olabilecegini diigliniiyorsak,
bu modelde dogrularin ne olacagim belirlememiz gerekir. Aut D dik ¢cember-
leri dik gemberlere resmeder. Ayrica a,b € D, a # b ise, bu noktalardan bir
tek dikcember gecer. Bunu gorelim: T, M6bius dontisiimii birebir oldugun-
dan, a ve b'den gegen farkli dikgemberleri —eger varsalar— dD’yi dik kesen
farkli dikgemberlere resmeder. T,(a) = 0 ve b’ = T,(b) olsun. 0 ve b"’den
gegen ve OD’ye dik olan bir tek Mdbius gemberi vardir; bu da bu noktalar-
dan gegen tek olarak belirli Oklidik  dogrusudur. Dolayisiyla C' := T, (1)
olmak tizere Cp dik ¢emberi a ve b’den gegen tek dikgemberdir. v izi C’de
ve baglangic noktasi a ve bitis noktasi b olan C' smifinda bir Jordan gezisi
ise, d2(a,b) = L(v). Biitiin bu irdelemeler (D, AutD) modelimizde dog-
rular olarak dikcemberleri, dd. m-dogrularn: almamizin mantikli olacagini
gosterir.

dy

Sekil 7.21

Gergekten de o zaman Oklid’in paralelaksiyomu digindaki aksiyomlar:
art1 (P) aksiyomu saglanir. Bu geometride bir dogrunun digindaki bir nok-
tadan gegen bu dogruya paralel sonsuz tane dogru bulunabilir. Sekil 7.21’de
en soldaki sekilde d dogrusuna digindaki bir z noktasindan gegen iki pa-
ralel ¢izilmigtir; elbette sonsuz goklukta cizilebilecegi apaciktir. Cp bir dik
gember, C' N ID = {p,q} ve a,b noktalar1 Cp’de tizerinde kalmak {izere
limg_p d2(a,b) = +oo ve limy_,,d2(a,b) = +oc. Bu nedenle dD’ye hiper-
bolik geometrimizin sonsuz uzaktaki noktalarinin kiimesi olarak bakabiliriz.
Cp ve Cpy iki paralel dogru olsun, dd. Cp N Cp = 0. Iki durumla karsilagiriz:
CNC'"'NOD = B, bu durumda bu iki paralel dogru sonsuzda da kesismezler
ve CNC'NID # (), bu durumda paralel dogrularimiz sonsuzda kesigirler
(Sekil 7.21°de en sagdaki gekle bkz.).

Yine uygun Cp, Cpy ve Cpj dogrularm kesigtirerek olugturdugumuz iig-
genlerin i¢ agilar1 toplami 7’den kiigiiktiir(Sekil 7.21’de ortadaki sekle bkz.).
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Qekil 7.22: a+ S +y <

Bunu gormek ¢ok kolaydir. Bize koseleri a’, b, ¢’ olan herhangi bir hiperbolik
A tiggeni verilsin; bu tiggenin bu kogelerdeki agilan sirasiyla o, 8,7 olsun.
Bir T' € Aut D ile bu tiggeni koseleri a = O, b, ¢ olan A hiperbolik ii¢genine
tagtyalim (bkz. Sekil 7.22). Konformal metrikler agilar koruduklarindan, A
tiggeninin i¢ agilar da «, 8 ve v’dir. T' doniigiimii agilar1 korudugundan, A
ve A’ liggenlerinin i¢ agilarinin toplamlar1 birbirine esittir. Orijinden gegen
yagane dogrularimiz ¢aplar oldugundan, A {i¢geninin [a, b], ve [a, ¢|, kenar-
lar1 Oklidik anlamda dogru parcalaridir, [b, c|, kenari ise orijine dogru biikiik
bir yay parcasidir. Dolayisiyla A hiperbolik itiggeni, koseleri a, b, ¢ olan A”
Oklidik ii¢genin icine diiger. A’nin i¢ acilar1 toplami olan a+ 5+, A” Oklid
liggeninin i¢ acgilar: toplamindan, yani 7’den kiigiiktiir.

Not 7.5.9 Hiberbolik geometri hakkinda en giizel gorsel destegi M. C. Esc-
her’in Circle Limit adim tasiyan eserleri verir. R. Penrose’un “The Road
to Reality” ve “The Large, the Small and the Human Mind” adl kitapla-
rinda Circle Limit’in bir 6rnegini ve bunun yam sira hiperbolik geometri
ve onun fizikte kullanimi hakkinda bilgiler bulursunuz. Escher’in bu ese-
rinde birim daire beyaz ve siyah baliklarla kaplanmigtir. Baliklar orijine
yaklagtikca seyreklesir ve biiyiirler, orijinden uzaklagtik¢a, uzakliga bagh
olarak siklagir ve kiigiiliirler; sanki sonsuz ¢oklukta balik, kiigiilerek 9D si-
nirma, yigilmig gibidir. Bizim, Oklidik 6lcekle gordiigiimiiz budur. Ancak
D’de yasayan bir hiperbolik yaratik icin durum tiimden farklidir; o kendi
evrenini, dd. D’yi, ayn1 biiyiikliikte siyah ve beyaz baliklarla kapladiginda
bizim goérecegimiz bu fotograftaki gibi olacaktir. Bu su iki gercege dayanir:
(1) z € D olmak iizere lim, ,gp 7(2) = 400 oldugundan, her 0 # £ € C
igin lim,—1 [|€]|, , = +oc olur, (2) 2 € D ve r = [z] olmak {izere (7.69) ile
lim,| ~ Lz(02) = lim),| Lw(0_>7“) = +00. Ozetle hiperbolik evrende, orijin-
den bir sinir noktasina dogru yola ¢ikan bir siiriingen, hizi ne olursa olsun,
asla hedefine ulagamaz ve orijinden uzaklagtik¢ca boyu, 6klidik gozler i¢in kii-
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giliir. Ayrica, orada anlatilan iglem siirdiiriiliirse, Sekil 8.10 da iyi bir fikir
verir.

Simdi problem olarak birakacagimiz bazi bilgileri paylasalim. a € D ve
r >0 icin C™(a) := {z € D|d2(z,a) = 7} ve DF(a) : ={z € D|d2(z,a) < r}
kiimelerine sirasiyla a-hiperbolik merkezli r-yaricapli hiperbolik ¢em-
ber (veya m-gemberi) ve hiperbolik acik daire (veya m-acik dairesi)
diyelim. Her hiperbolik cember ve acik daire, Oklid anlaminda da bir ¢em-
ber ve acik dairedir. Ancak yarigaplari 6rtiigmez ve merkezleri yalnizca a = 0
icin ortiisiir. Dolaysiyla, d ile Oklid metrigini gosterirsek, d ve d2 metrikleri
D’de aym topolojiyi tanimlarlar. Yine de aralarinda énemli bir fark vardir:
(D, d) uzay1 tam degilken, (D, d2) uzay1 tamdir. Ayrica, her a € D igin

d2(z,a) . d2(z,a) 1

z—a d(z,a) T Zoa ’Z—a‘ B 1— |a’2

gegerlidir (bkz problem 7.5.7). Bu ne anlama gelir? Bu a’nin ¢ok kiigiik
bir komsulugunda bir ¢ > 0 ile d? ~ cd olmasi demektir. Bu ise, a'nin
cok kiiciik bir komsulugunda, hiperbolik geometrimizin 6klidik geometriye
benzer olmasi demektir. A

Hiperbolik geometrinin modelleri olarak neredeyse yalnizca I ve H ile
kargilagiriz. Asagida ID’ye konform denk olan her basit baglantili €2 bolgesinin
dogal bir hiperbolik metrige sahip oldugunu kanitlayacagiz.

Lemma 7.5.10 Q C C ve Coo\Q en az iki nokta iceren basit baglantils
bir bolge olsun. f, g : Q2 — D biholomorf doniisimlerse, f*m = g*x.

Kamt. z € Q keyfi verilsin. w := f(z) ve ¢ := g(z) olsun.

vy O ey - G
M) = 5 = @I Gl ve (g m) = - P

Dolayisiyla w(w) | f/(2)] = 7(¢) |¢'(2)] oldugunu gostermemiz yeterlidir. h :=
go f~1 € AutD oldugundan, (7.68) ile
m(w) |f'(2)] = m(h(w)) - |W (w)] - [ f'(2)]
(h(w)) - |g'(F~H ) (FH) ()] - [ £'(2)]
(©)

=m(0)lg'(2)].

1
3 03 3

Bu 6nsavdan dolay1 agagidaki tanim kusursuzdur:

Tanim 7.5.11 Q C C, basit baglantilh ve f : Q — D biholomorfsa wq =
frmye Q’nin Poincaré metrigi diyelim.
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(H, Aut H) de hiberbolik geometrimizin bir modeli olarak secilebilir. Ki-
saca (H, Aut H) geometrisine deginecegiz. T'(z) = Z; Cayley doniigiimii
olsun. Basit bir hesaplamayla

ma(2) = (T77)(2) =

z+

= 1 1
1—|T(2))* 2Imz 2y

(7.73)

oldugu kolayca goriiliir. Onerme 7.5.2’den dolay1 H’deki her v parcali C!-
egrisi ve her a,b € H igin

Ly (7) = La(T o) ve dy,(a,b) = dz(T(a),T(b))

olur. Dolayisiyla S := T—! doniigiimii, (D, Aut D) geometrisinin kisayollarini
ve dogrularin (H, Aut H) geometrisinin kisayollar1 ve dogrularina resmeder.
S bir Mobius dontigiimii ve S(9D) = Ry oldugundan, 0D’yi dik kesen Mo-
bius ¢emberlerini R, u dik kesen M&bius ¢emberlerine resmeder. Dolayisiyla
H’de dogrularimiz, H’deki R,.’'u dik kesen dogrularla merkezi R’de olan C
¢emberlerinin H'de olan kisimlari, dd. Cyg := C N H’ler olur; bunlara my-
dogrular: diyelim. Simdi a*, b* € H noktalar1 a* # b* olacak bigimde keyfi
verilsinler. Bu noktalardan bir tek mp-dogrusu geger; bu L* olsun. a = T'(a*)
ve b = T(b*) dersek L = T(L*) bir m-dogrusudur. L*'in simirdaki nokta-
lar1 p*, q¢* ve p = T(p*), ¢ = T(q*) olsun. Adlandirmalar1 uygun yaparsak
P, a, b, ¢'nun konumlar1 Sekil 7.20’deki gibi olur. Mébius doniigiimleri ¢ifto-
rani korudugundan

1 1
dgﬂ(a*,b*) = dﬂg(a,b) = 5111 [a,q,b,p] = iln [a*,q", b, p*]

olur.

Hiperbolik Geometri ana konularimiz iginde olmadigindan, bu konuyu
burada noktalamak istiyoruz. Son noktayr Gauss-Bonnet Teoremi ile koya-
caglz.

(1 bolgesinde bir p konformal metrigi verilmis olsun. Bu metrige d,s =
p(2) |dz| uzunluk elemani karsilik getirmistik. Dolayisiyla dz, dy Oklidik u-
zunluk elemanlarina sirasiyla p(z)dz, p(z)dy p-uzunluk elemanlari; bunun
sonucu olarak dzdy Oklidik alan elemanina

dA,(2) = (p(2))*dedy

p-alan elemani kargilik getirilir. U C € Jordan Olgiilebilirse

U) :j dA,(z) jf )2dady

sayisina U’'nun p-alani demr A, sonlu toplamsaldir, dd U1, oo, Uy € Q Jor-
dan 8l¢iilebilir ve i # j igin U; ﬂU = Qise, A(UhU---UU,) = >0 1 Ay (Us).
Soylenen kogulu saglayan Uy, . . U "lere girisimsiz dlyelim.
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Lemma 7.5.12 Q,Q C C bolgeler, p ise Q' ’de bir konformal metrik olsun.
Her biholomorf f : Q — Q' wve her Jordan ol¢iilebilir U C Q igin

Ap(f(U)) = App(U). (7.74)

Kanit. KA I, Not 1.2.18’de gosterildigi gibi det J¢(z) = |//(2)]? oldugundan
z=x+1y, w=u+iv ve w = f(w) olmak iizere,

fj Vdudv = ff )2 det J;(2)dzdy
_ ﬂ )? dady = ﬂ ((f*p)(2))2dady = A, (U).

Sonug 7.5.13 Q C C basit baglantily ve Coo\2 en az iki nokta igeriyorsa,
wa-alany bir Aut Q degismezidir.

Kanit. Savi 6nce D igin gorelim: Daha 6nce de (7.68) esitliginden, her f €
AutD i¢in f*7m = 7 oldugunu belirtmistik. Bu, (7.74) ile birlikte savi D i¢in
verir, dd. her Jordan 6lgiilebilir U C D ve her f € AutD igin A(f(U)) =
A (U).

Simdi € basit baglantili bélgesi kosullarimizi sagliyorsa, bir biholomorf
h: Q — D vardir (bkz. Teorem 7.6.4). Simdi U C 2 Jordan 6lgiilebilir olsun
ve g € Aut Q keyfi verilsin. Bir f € AutD ile g = h=! o f o h olacagindan,
(7.74) ile

Bir hiperbolik 7q-ti¢genin 7g-alanini hesaplayalim. Onsav 7.5.12’den do-
lay1 bunu herhangi bir modelde yapmak yeterlidir. Biz H’de ¢alisacagiz. D ve
H’deki hiperbolik geometrimizde, dogal bigimde, sonsuz uzakta sirasiyla 0D
ve Ry siir noktalarimiz vardir. H’deki bir mg-liggeninin kenarlar: mg-dogru
parcalarindan olusur: Yani bunlar ya y-eksenine kosut bir Oklidik dogru
pargasi, ya da merkezi R’de olan bir ¢ember {izerideki bir yay parcasidir.

Once ticgenlerimizin siirda koseleri olmasina izin verecegiz. En az bir
kogesi sinirda, dd. R,’da olan bir tiggene agkin diyelim. Sekil 7.23’te go-
riildiigi gibi dort tip iiggenimiz vardir; soldan saga sirasiyla, sinirdaki kose
sayilar1 0, 1, 2 ve 3 olanlar. Ucgenimizin bir kosesi a ve bu kosedeki i¢ acis1 o
olsun. a € R ise, bu kogeden ¢ikan kenarlarimizin her ikisi de xz-eksenine dik
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2y

(a) ()

Sekil 7.23: Hiperbolik ti¢gen tipleri. (a), (b), (c) ve (d)’deki tiggenlerimizin
sonsuzdaki koge sayilar: sirasiyla 0, 1, 2 ve 3’tiir.

olduklar i¢in; yok eger a = oo ise, bu kdgeden ¢ikan kenarlar birbirine para-
lel olduklar1 i¢in & = 0 olur. Ozetle, bir agkim ficgenin siirdaki koselerdeki
i¢ acilar: sifirdir.

(7.73)’ten dolay1

dxdy
dATrH(Z) = 4y2
olur.!! g = 27y konformal metrigi iginse dAz, (2) = 4dA, () = dzgy olur.

Dolayisiyla, Jordan olciilebilir her U C H igin Az, (U) = 44, (U).

Teorem 7.5.14 (Gauss-Bonnet) Agskin da olabilen A C HU R, ti¢geni-
nin i¢ aglar o, B,y ise

447, (U) = Ay (U) = 7 — (a + B+ 7).

Kanit. (1) a,b € HU R4 olmak iizere A agkin tiggenimizin koseleri a, b, 0o
ve i¢ agilar1 sirasiyla «, 8,0 olsun. Uggenimizin [a, o]y, ve [b, 00, kenar-
lar1 z-eksenine dik yonde 6klidik yaridogrulardir. [a, ], kenar: ise merkezi
z-ekseni tizerinde olan bir ¢emberin bir yay parcasidir. Bir M6bius dontisii-
miiyle bu {iggeni, a/, b’ € HU Ry, ve |a/| = [b'| = 1 olacak bi¢imde kogeleri
a’,b', 00 olan bir A’ my-iiggenine tasiyalim.

Bu tagimada agilar ve mg-alani korundugundan (bkz. Sonug 7.5.13), savi
bu {iggen i¢in kamtlamak yeterlidir. Dolayisiyla daha bagtan |a| = [b| = 1
varsayabiliriz (bkz. Sekil 7.24). [a, 00|, ve [b, 00|, kenarlarinin uzantilary
z-eksenini a; ve b; noktalarinda kessinler. a = a; = —1 veya b = b; = 1

UEger D'de 7(z) = |dz| /(1 — |2|?) konformal metrigi ile ¢alisiyor olsaydik, bu kez dzdy
oklidik alan elemanma dA,(z) = dedy/(1 — |z|*)? alan elemanim karsihk getirirdik.
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Sekil 7.24

olabilir. Bu durumda

dzdy /bl /+°° dy b g
A (A) = = d - = 7
[HI( ) IAI yQ o X — Z/2 o 1 _ 22

+ [7 —sint
:/ o dt =m—a—f.
T—x

sint

Z'da = cost (0 < t < 7) degisken degisimi yapilmistir.

(2) a,b € H olmak ve ¢ € R olmak tizere A agkin {iggenimizin koge-
leri a, b, ¢ ise bu, i¢ acilar ve mg-alanmi korunarak, bir Mébius doniigiimii ile
kogeleri o/, b € H ve ¢ = oo olan bir A’ {iggenine tagimir. Boylece (1) ile
Az (A) = Az (A) =71 — a— § olur.

(3) A iiggenimiz agkin olmasin, dd. a,b,c € H (bkz. Sekil 7.25).

IS

Sekil 7.25

[a, c]# kenarin d smir noktasina kadar uzatalim. Koseleri a, b, d olan hi-
perbolik ii¢genimize A’ ve koseleri b, ¢, d olan hiperbolik ii¢cgenimize A" der-
sek savimiz dogrudan Az, (A) + Az, (A”) = Az, (A') esitliginden gikar. W

Bir U C H kiimesine, bir a € U i¢ noktasi her z € U i¢in [a, 2|, C U ola-
cak bigimde bulunabiliyorsa, a’ya gore hiperbolik veya 7-yildiz bigimli
diyelim.
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Sonug 7.5.15 P, acilart aq,. .., a, olan bir ypldiz bicimli m-poligonuysa
n
Aiy(P) = (n =21 = Y o,
i=1

Kanit. P eger a € P’ye gore my-yildiz bigimli ise, P’nin her bir k; kogesini
[ki, a]zy dogru parcasi ile a ile birlegtirelim. Boylece P poligonu girigim-
siz Aq,..., A, mg-lggenlerine pargalanir (bir gekil ¢iziniz). Sav A, (P) =
Yoy Ary (A) esitliginden cikar. [ |

Poblemler

Problem 7.5.1 B C C bir bdlge, g € C*(B,R) pozitif degerler alsm. v :
[a,b] — B gezisi C! simifindansa

b
Ly() ::/ V(Y)Y (#)|dt ve her 21,20 € B igin

dy(21,22) = inf{Ly(7) |7 € G, ., ,(B)}

1
a,b,p

pargali C! gezilerinin kiimesidir. d, : B x B — R’nin bir metrik oldugunu
gosteriniz.

olsun. Burada G, (B), B’de baglangi¢ noktasi zyve bitig noktasi zo olan

Problem 7.5.2 Q C C bir bolge ve p : Q — [0, +00) bir konform metrikse
dg’nun bir metrik oldugunu gosteriniz.

Problem 7.5.3 Her holomorf f : D — D fonksiyonunun d2 metrigine gére
bir biiziilme, dd. her 21,22 € D icin d2(f(21), f(22)) < d2(21, 29) oldugunu
gosteriniz.

Problem 7.5.4 (I, d?) uzaymm bir tam metrik uzay oldugunu gésteriniz.

Problem 7.5.5 0 <r € R ve p= (e2" —1)/(e* + 1) olmak iizere DT (0) =
D,(0) oldugunu gosteriniz.

Problem 7.5.6 C7(a) hiperbolik gemberi hangi Oklidik gemberdir, bulu-
nuz.

Problem 7.5.7 (7.72) ve $In1t¢ = s+ s® + ... aghmimdan yararlanarak,
her a € D igin

dP d> 1
hm T (Z’ CL) — hm T (Z7 Cl) — 5
2—a d(z, a) z—a ’z — a| 1— |a|
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oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak d> ve d metriklerinin D’de aymni
topolojiyi tanimladigini kanitlayiniz.

Problem 7.5.8 (7.63) ile D’de bir metrik tanimlandigini gosteriniz.

Problem 7.5.9 c € [a,b], ise d2(a,b) = d2(a,c) + d2(c,b) oldugunu gos-
teriniz.

Problem 7.5.10 f : D — D dénigimi d2-ye gére bir izometri ise, ya
f € AutD ya da ya f € AutD oldugunu gosteriniz.

7.6 Riemann Doniisiim Teoremi

Konform doniistimler kuraminin temel konularindan biri, By, Bo gibi verilen
iki bolgenin konform denk olup olmadiklarini aragtirmaktir; bagka sézlerle
biholomorf bir f : By — By doniigiimiiniin olup olmadigini aragtirmaktir.
Biholomorf déniigimler 6zellikle topolojik doniigiimler olduklarindan, By ve
B> bolgelerinin konform denk olabilmeleri i¢in topolojik olarak denk olma-
lar1 gereklidir. Ancak biz KA I'de, Liouville Teoremi’nin bir sonucu olarak,
topolojik denk olan C ve D bolgelerinin konform denk olmadiklarini gordiik.
Bu sonuca dogrudan 7.4.8(i)’den de ulagilir.

Oniimiizdeki problem bu haliyle cok geneldir. Biz bu kisimda D’ye kon-
form denk olan B C C4, bolgelerini belirleyecegiz. Yukarida C’nin ID’ye kon-
form denk olmadigini belirttik. Co, kompakt, I ise kompakt olmadigindan,
Co da D’ye holomorf denk degildir.

Teorem 7.6.1 B,B* C C bélgeler ve ¢ : B — B* biholomorf olsun. B
homolojik basit baglantil ise, B* da homolojik basit baglantilidur.

Kanit. Genellikten bir gey kaybetmeden kanitta kargilagacagimiz tiim gezi-
lerinin parametre arahigim [0, 1] olarak segebiliriz.

B*’1n homolojik basit baglantili olmadigini varsayalim. Bu durumda bir
kapali v* € G!(B*) gezisi ve bir ¢ € C\B* noktast n = n(y*,c) # 0 olacak
bi¢imde vardir. C\y*'in ¢ noktasimi igeren baglantili bilegenine D* diyelim.
C\~v*'mm bir tek smrsiz bilegeni vardir ve orada ~*1in dénme sayis1 0’dir.
Dolayisiyla D* simirhdir ve D* N B* # ). Simdi a* € D* N B* olsun. Elbette
n(v*,a*) = nolur. a :== ¢~ (a*) ve v := ¢~ Loy* olsun, dolayisiyla a* = ¢(a)
ve v* = @ o~ olur. a ve 7 tek olarak belirlidirler. Ayrica v € G'(B) de
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kapalidir. Bu gosterimlerle

_ 1 dwo 1 [P (@) 1 [P ON ()
"= omi w—a* 2w o y(t) — a* dt = 27 /0 e((t)) — ¢(a) dt

I I __ YO

"oy w0 - e T T e

= n(v,a) Res(f,a) = n(y,a), (Res(f,a)=1).

Burada sunu belirtmekle yetinelim: ¢ biholomorf oldugundan f fonksiyo-
nunun yalnizca & = a noktasinda birinci dereceden bir kutup yeri vardir.
Boylece 0 # n = n(y*,a*) = n(v, a) sonucuna ulagtik.

B\~'nin a noktasini igeren baglantil bilegeni D olsun. n(v,a) # 0 ol-
dugundan D smirhdir. Diger yandan D* baglantili, ¢,a* € D* ve ¢ ¢ B*
ve a* € B* oldugundan, D*’da a* noktasini ¢ noktasina baglayan bir gezi
0B*1 keser, dd. D* N dB* # () olur. d* € D* N dB* olsun. Baglangi¢ nok-
tast a* ve bitis noktasi d* olan bir ¢* : [0,1] — B* gezisini ¢*|[0,1) C D*
olacak bicimde segebiliriz. [0,1)'de o := ¢! 0 ¢* olarak tanmimlansm. o sii-
reklidir. ¢([0,,1)) € D N B ve D smrh oldugundan, ¢t — 1 i¢in o(¢)’nin
yigilma noktalar1 vardir. ¢ boyle bir yigilma noktasi olsun. Agik Doniigiim
Teoremi’'nden dolay1 ( ¢ B, dyleyse ¢ € OB olur. Tanim geregi o* ve v*
ayrik kompakt kiimeler ve ¢ biholomorf oldugundan, bir yandan g N~ =0
olur, diger yandan ¢t — 1 i¢in o(¢)'nin v’da yigilma noktasi olamaz. Baylece
¢ € D ve dolayisiyla n(v,¢) = n # 0 olur. ¢ € 9B, dolayisiyla ¢ ¢ B, ancak
n(vy,¢) # 0 oldugundan bu, B’nin homolojik basit baglantiilig: ile geligir.
Dolayisiyla varsayimimiz yanhstir ve B* homolojik basit baglantilidir. W

Teorem 7.1.1 oldugu gibi B C C4 bdlgelerine de aktarilir. Ancak bunun
igin bir B C C4 bolgesinin homolojik basit baglantili olmasindan ne anla-
yacagimizi tanimlayacagiz. Her seyden 6nce Co,'u homolojik basit baglantili
olarak tanimliyoruz. Bir B C C4 igin co ¢ B ise eski tamim korunacak ve
oo € B ise, x(z) = 1/z olmak iizere, B* = x(B) C C kiimesi eski anlamda
anlaminda homolojik basit baglantili ise, dd. B*’daki her I' ¢evrimi sifira
homologsa, B C C,, homolojik basit baglantilidir diyecegiz. Bu tanimla
B, B* bolgeleri igin de 7.6.1 gegerlidir. Ayrica KA I Teorem 2.12.8, B C C
bolgeleri i¢in de aynen gegerli kalir.

Co, C ve D bolgelerinin her biri ii¢ anlamda da basit baglantihidir.
O50Coo = 0, 05oC = {00} ve 9o = ID = S; bunlardan yalmzca D birbi-
rinden farkl iki nokta icerir. Bir a € C igin T'(z) := 1/ (z — a) ile tanimlanan
bikonform 7" : Co, — C doniigiimii, B := Cy\{a} kiimesini bikonform ola-
rak C’ye resmeder. C ii¢ anlamda da basit baglantili oldugundan, B de g
anlamda da basit baglantilidir. Inanilmasi zor olan homolojik basit baglantili
olan bir B C C,, bdlgesinin, eger J,, B smir1 en az iki farkli nokta igeriyorsa,
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D’ye konform denk oldugudur. Riemann Déniigiim Teoremi bunu ileri siirer
ve bunu kamitladigimizda KA I Teorem 2.12.8’in kamitindaki eksik adim da
tamamlanmig olacaktir. Topolojik dontisiimler evrimsel (homotopik) basit
baglantililigi korur. B C Co, homolojik basit baglantili bir bolge ise, {i¢ du-
rum s6z konusudur: (1) B = C4, (2) Bir a € C ile B = Cx\{a} ve (3)
OsoB en az farkli iki nokta igerir. Co, evrimsel basit baglantilidir. B bdlgesi
ikinci durumda C’ye, {iglincli durumda ise, Riemann Doéniigiim Teoremi ka-
nitlandiginda, D’ye topolojik denk oldugundan evrimsel basit baglantilidir.

a,b € Co, a # bve B C Cx\{a,b} homolojik basit baglantili olsun.
Eger b = oo degilse bir Mobius doniigiimiiyle bu saglanabileceginden, genel-
likten bir sey kaybetmeden bagtan b = oo oldugunu varsayabilir ve B C C
homolojik basit baglantili bolgelerine odaklanabiliriz.

Onerme 7.6.2 B C C homolojgik basit baglantily olsun ve bir b € B keyfi
verilsin. 0 € D C D kosulunu saglayan bir D bolgesi ve f(b) := 0 kosulunu
saglayan bir biholomorf f : B — D doniisimi vardar.

Kanit. a € C\B ve her z € B i¢in h(z) = z — a olsun. h birebirdir ve her
z € B igin h(z) # 0. KA I Teorem 2.12.10(vi)’dan dolay:1 log h'nin B’de
holomorf bir log h dali vardir; bu ise bize B’de v/A’nin bir holomorf ¢ dalim
verir. Yani bir ¢ € H(B) fonksiyonumuz g = v/h olacak bicimde vardur.
z,w € B igin

g9(z) = +g(w) = h(z) = h(w) = z=w (7.75)

oldugundan, g birebirdir.

B; := g(B) olsun. g birebir holomorf fonksiyon olarak bir agik doénii-
simdiir, dolayisiyla By de bir bélgedir ve g : B — Bj biholomorftur. El-
bette 0 ¢ Bj. Simdi, w € Bj ise —w ¢ Bj oldugunu savunuyoruz. Ger-
gekten de z1,z9 € Bj noktalariyla w = g(z1) = —g(z2) ise, (7.75)’ten
z1 = 29, ardindan da w = —w, dolayisiyla —w = w = w = 0 celigki-
sine ulagiriz. By’de bir Da,.(b) C By dairesi segelim. Az 6nce kanitlanandan
DQT(—b) = —Dgr(b) C (C\Bl olur.

Simdi ¢ := —b olmak fizere T1(z) := ;= ile tanimlanan Mdbius dénii-
simii By bolgesini bir By C C bolgesine biholomorf resmeder. Ayrica, her
z € By igin |z — ¢| > 2r oldugundan |T7(z)| < 1/2, dolayisiyla By C D olur.
Eger d :=T1(g(b)) = 0ise, f :=T10g ve D := By igimizi goriir; eger d # 0
ise, bu kez Ty(z) := =% olmak iizere f = TyoTjog ve D := Ty(By) isimizi

dz—1
gOorir. |

Simdi B ve b € B yukaridaki gibi olmak iizere

F :={f|f: B — D birebir, holomorf ve f(b) =0}
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olsun. Onerme 7.6.2°den dolay1 F # (). Bizim aradigimiz F'nin 6gelerinden
ayni zamanda Orten olanlardir. Bunlar1 aramanin yollarindan biri herhangi
bir baglamda ekstrem olanlarina bakmaktir. f(B) = D olmas: i¢gin f’nin
herhangi bir ¢ € B\{b} noktasii 0’dan olabildigince uzaga resmetmesi ge-
rektigini diigiiniiyoruz. Dolayisiyla bir ¢ € B\{b} se¢ip

p:=sup{|f(c)|| f € F}

olarak tanimliyoruz. Her f € F icin f(c) # 0 oldugundan, p > 0 olur.
Bu kisimda F ve p daima bu anlamlara sahip olacaklardir.

Onerme 7.6.3 Veriler yukaridaki gibi olmak iizere |f(c)| = p kosulunu
saglayan f € F fonksiyonlar vardir, dd. p := max{|f(c)|| f € F}.

Kanit. Tamm geregi bir (f,) C F C H(B) dizisi lim |f,(c)| = p olacak
bi¢imde vardir. KA T Montel Teoremi 3.3.5’ten dolay, (f,) dizisinin B’de
kompakt yakinsak bir (fy, ) alt dizisi vardir. f = lim f,,, olsun. Simdi f €
F oldugunu savunuyoruz. Her gseyden 6nce f(b) = 0 ve |f(¢)] = p > 0
oldugundan, f sabit degildir. KA I Birebirligin Korunumu 4.2.24’ten dolay1
f birebirdir, sonunda f € F olur. Diger yandan f(B) agik ve f(B) C D
oldugundan, f(B) C D olur. [ |

Teorem 7.6.4 (Riemann Doniisiim Teoremi) B C Co, homolojik basit
baglantils ve Coo\B en az iki farkly nokta iceriyorsa, keyfi segilen her b € B
ic¢in f(b) = 0 kosulunu saglayan biholomorf f : B — D dontsimleri vardur.
Ozellikle Onerme 7.6.3%in kosullarinda |f(c)| = p kosulunu saglayan her
f € F icin f: B— D biholomorftur.

Kanit. Daha 6nce irdeledigimiz gibi B C C varsayabiliriz. b € B ve ¢ €
B\{b} olmak iizere f € F fonksiyonu |f(c)| = p olacak bigimde segil-
sin; (7.3.3) boyle f’lerin varhgim garantiler. Biz f(B) = D, dolaysiyla
f : B — D doniistimiiniin biholomorf oldugunu savunuyoruz. Tersini var-
sayalim ve w € D\ f(B) olsun. O zaman |g(c)| > p kogulunu saglayan bir
g € F fonksiyonunun varligim kanitlayip bir celigskiye ulagsacagiz.

Ty € AutD dénigtimii (bkz. (7.54)) i¢in T,,(0) = w, Ty(w) = 0 ve
T,! = T,. Dolaysiyla Ty, o f : B — D birebir ve B’ := (T, o f)(B) dersek,
B’ bir yandan homolojik basit baglantili, diger yandan 0 ¢ B’. Dolayisiyla
B"de VId fonksiyonun bir holomorf dal vardir, dd. B”’de holomorf bir k
fonksiyonu k(z) = /z olacak bigimde vardir. k’nin birebir oldugu, (7.6.2)’de
oldugu gibi, kolayca goriiliir. Simdi
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ve g := Ty ok oTyo f olsun. g : B — D birebir, holomorf ve g(b) = 0
oldugundan g € F olur. k=(¢) = ¢? ve her a € D icin T, ! = T, oldugunu
gozetirsek h(z) = Tou((Tw)(2))?) ile tammlanan h : D — D fonksiyonu
holomorftur. Ayrica hog = f ve h(0) = 0. Ancak h’nin taniminda bir yerde
kare aldigimizdan h birebir degildir. Dolayisiyla Schwarz Onsavi'ndan, her
z € D* i¢in |h(2)| < |z] 6zellikle g(c) € D* oldugundan |f(c)| = |h(g(c))| <
lg(c)| esitsizligi saglanir ki bu, aradigimiz geligkidir.

Ikinci Kanat: Onerme 7.6.2°den dolay1, B bélgesi 0 € D C D kosulunu
saglayan bir D bolgesine biholomorf resmedilir. Bu D’yi biholomorf D’ye
resmedersek igimiz biter. Eger D = D ise, igimiz zaten bitmistir. Dolayisiyla
D C D ve b € D\D olsun. Ty'nin yagane sifir yeri b oldugundan onun D’de
sifir yeri yoktur. Dolayisiyla, D homolojik basit baglantili oldugundan, h? =
Ty olacak bigimde bir h € H(D) fonksiyonumuz vardir. Her z € D igin
|Ty(2)] < 1 ve Tp birebir oldugundan, aym zamanda |h(z)| < 1 ve h de
birebirdir. Simdi ¢ := h(0) olsun (0 € D). Bu durumda ¢ := Tt oh: D — D
birebir ve holomorftur. Acik yazilimla

_ h(z)—c B
p(z) = =1 ¢(0) = 0.
Basit bir hesaplamayla
bl +1
/ 0 — ‘
POl=5

oldugunu gormeyi okura birakiyoruz.
Fp :={f: D — D] f holomorf, birebir ve f(0) =0}

ve

M = sup{|f'(0)| | f € Fp}

olsun. ¢ € Fp oldugundan Fp bostan farklidir. Ayrica |¢’'(0)] > 1 oldu-
gundan M > 0 olmalidir ve M = 400 olasiligi bagtan diglanamaz. Bir
(fn) C Fp dizisini lim | f},(0)| = M olacak bi¢imde segelim. KA T Montel Te-
oremi 3.3.15’ten dolayi, (fy,) dizisinin B’de kompakt yakinsak bir (f,,) alt
dizisi vardir. f = lim f,,, olsun. Simdi f € Fp oldugunu savunuyoruz. Her
seyden once f € H(D) ve f(0) = 0 olur. Weierstrass Yakinsaklik Teoremi’e
gére H(D)'de f' = lim f; oldugundan, |f'(0)] = lim|f; (0)] = M > 0
ve M sonlu olur. f/(0) # 0 oldugundan f sabit olamaz. Bu ve Birebirligin
Korunumu Teoremi’nden dolay1 f birebirdir, sonunda f € Fp olur.

Simdi f € Fp ve |f(0)] = M ise, f : D — D’nin biholomorf oldu-
gunu savunuyoruz (f’yi yine bir ekstrem 6zellikle sectigimize dikkat ediniz).
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f(D) =: D, € D oldugunu varsayalim. f : D — D, biholomorf ve 0 € D,
oldugundan, ilk paragrafta D i¢in yaptigimiz gibi bir ¢, € Fp, holomorf d6-
niigiimiinii ¢,(0) = 0 ve ¢/ (0) > 1 olacak bigimde bulabiliriz. Bu durumda
g:=w«of€EFpve

19'(0)] = [, (F O] [£(0)] = [l (O)] - [ /(0)] > |£(0)]

olur ve bu bir geligkidir. Dolayisiyla f : D — D biholomorftur. |

Sonug 7.6.5 Herhangi bir B C Co basit baglantils bolgesi D, C ve Cy 'den
birine ve ancak birine biholomorf resmedilebilir.

7.6.4 Riemann Doniisiim Teoremi son derece giiglii bir teoremdir. Bir
yandan holomorf fonksiyonlarin oldukca kati olduklarini, dd. ¢ok az bilgi
ile belirlendiklerini gordiik. Diger yandan teoremimizin kogullarini saglayan
B basit baglantili bolgelerinden ¢ok sayida vardir. Bunlarin bazilarinin 0B
smmirlar: son derece karmagik olabilir, bkz. Sekil 7.26. Bu sekildeki tiim cu-
buklar1 sayilabilir sonsuz olarak diigiiniiniiz. Altta sagdaki sekilde de birbirini
kesmeyen sayilabilir gikintinin siklagarak tabana yaklagtigini diigiiniintiz. Ar-
dindan bu figiiriin sayilabilir birbirini kesmeyen, gittikce kiigiilen kopyalarini
sag kenara dogru yaklagtirin. Elimizde sinir1 ¢ok karmasik bir basit baglan-
tili bolge var. dD bir analitik gezi iken, sinir1, birakalim analitik bir gezi
olmay1, bir integral gezisi bile olmayan basit baglantili bolgeler var! Buna
ragmen bu bolgelerin, D gibi ¢ok yalin bir bolgeye biholomorf olarak, do-
layisiyla agilar1 yonleriyle koruyarak resmedilebilir olmalar: inanilacak gibi
degil! Ayrica (7.6.4)’ten dolay1, B C C, homolojik basit baglantili ve Co\ B
en az iki nokta iceriyorsa B bolgesi D’ye topolojik denktir, dolayisiyla basit
baglantilidir.

Bu kismin ilk problemi, agagida ip uglarini verdigimiz, bu kez sup yerine
inf ile ¢alisan ti¢linci bir kamitin verilen adimlarim tamamlamaktir.

Q C C sinirli ve homolojik basit baglantili ve zg € €2 keyfi verilsin.

F :={f:Q — C| fbirebir, holomorf, f(z9) =0, f'(z0) > 0} (7.76)

ve

:= inf
= int £l
olsun. Iki seyi hemen soyleyebiliriz. z € Q icin f(2) := 2z — 2 ise f € F,
dolaysiyla F # ) ve ayrica Q siirh oldugundan || f||, < 400, ve bunun bir
sonucu olarak y < +o00. Izleyen ipuglarinda bu verileri ve gosterimleri saklh
tutacagiz.
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Sekil 7.26: Simir1 kismen karmagik bir basit baglantili bolge.

(1) p = minger || fllg - Kullanacagimz araglar yukaridaki kanitlarda ol-
dugu gibi Montel Teoremi, Weierstrass Yakinsaklik Teoremi ve Birebirligin
Korunumu teoremleridirler.

(2) Q C C homolojik basit baglantile sinarly bir bolge ve zy € Q keyfi segil-
mis ise, biholomorf bir h : Q@ — I doniisimi h(zo) = 0 ve h'(29) > 0 olacak
bicimde vardwr. Ipucu: (1)’den dolay1 bir f € F fonksiyonu || f||, = p olacak
bigimde segilebilir. Once f(Q) = D,,(0) ise, h := if igimizi goriir. Geriye ka-
lan f(©2) € D,,(0) varsayimminin bizi bir geligkiye gotiirdiigiinii kanitlamaktir.
wo € D, (0)\f(22) ve wy = re' olsun. Simdi

QL D0 B DB GeD) B £56) B Dr0)

birebir holomorf fi, ..., f4 déniigtimlerini s6yle tanimlayimiz. Bu fonksiyonla-
rin tanim kiimelerindeki degiskenleri sirasiyla w, (1, (2, (3 olarak gosterelim.
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Fonksiyonlarimiz gunlar olacaktir.
—iQ

fi(w) := _e,u w, w € D,(0)

f2(Q) = 1<1—_Clgl’ ¢

f3(G2) = Vo G € G = fR(fi(F(Q)),

-C
fa(¢3) = pfg oG (3 € f3(G), C =+/—a > 0, p serbest parametre.
—C¢3
Bu durumda fo := fy0 fzo fao fio f: Q2 — D), (0) birebir ve holomorftur.
f(z0) = 0’dir ve p parametresini f{(zp) = 1 olacak bigimde segersek fy € F
ancak || fo|lq < p olur ve bu bir geligkidir.
(3) Asagidaki teoremi kamtlayiniz:

:_1) Cl ED?
)2

Teorem 7.6.6 (Riemann Doniisiim Teoremi) B C Co, basit baglantil
bolgesi, Coo 'nin en az iki farkly noktasini icermesin ve zg € B keyfi verilsin.
Bu durumda f(z9) = 0 ve f'(20) = 1 kosulunu saglayan tek olarak belirli bir
biholomorf f : B — D déndistimi varder.

Bu teorem (7.6.4)'ten daha giigliidiir, nedeni ise F’nin taniminda fazla-
dan f'(z9) = 1 talebimiz olmustur.

Ipucu: B’yi biholomorf olarak bir smirli Q € C bélgesine resmetmektir.
O zaman (7.6.4) ile biholomorf f : B — I déniigtimlerinin varligina ulagihir;
bu arada f’(z9) > 0 olmas1 da saglanabilir. f1, fo : B — D biholomorf ve
f1(20) = fa(z0) =0, f1(z0) > 0, f5(z0) > 0 kosullar saglansm. Bu durumda
T:= fiofy 1. D — D biholomorftur, dolaysiyla bir Mébius déniigiimiidiir
ve buradan f; = f elde edilir.

Ipucunun ipucu: Simdi a,b € Cs, a # b ve B C Cy\ {a, b} homolojik
basit baglantili olsun. Eger a = 0 ve b = oo degilse bir M&bius doniigiimiiyle
bu saglanabileceginden, genellikten bir sey kaybetmeden bastan b = oo ve
a = 0 oldugunu varsayabiliriz. Boylece B C C* varsayabiliriz. (7.6.4)’iin
kanmitinda kullandigimiz argiimanlarla y/z’'nin B’de birebir ve holomorf bir
dali vardir. Simdi bir wg € h(B) keyfi verilsin r > 0 sayisi D, (wo) C h(B)
olacak igimde segelim. 0 ¢ h(B) oldugundan D, (wg) N D,(—wp) = 0. Ayrica
agik¢a D,.(—wo) = —D,(wp) oldugundan h(B) N D,(—wp) = (). Dolayisiyla
z € B igin g(z) := 1/ (h(z) + w) olarak tamimlanan g : B — ¢g(B) biho-
lomorftur. Ancak gimdi Q := g(B) bir sinirli blgedir ve Teorem 7.6.1’den
dolay1 homolojik basit baglantilidir.

Not 7.6.7 2 -baglantili B C C., bolgeleri i¢in ne sdyleyebiliriz? Kanit ver-
meden kisaca bilgilendirecegiz. En basit iki baglantili bolgeler, 0 < r; <
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ro < 400 olmak tizere, H(ry,r2) = {z € C|r; < |z| < ra} halkalaridir. Bek-
lenti bu tipten iki halkanin konform denk olmalaridir; ama hayir! H(ry,72)
halkasindan H(ry,rh) halkasina biholomorf bir f dontsiminin bulunmast
icin gerek ve yeter kosul bir p > 0 sayisi ile ) = pr1 ve v = pro olmasidar.
Bu savin bir yonii agikardir: Boyle bir p varsa f(z) = pz doniigiimii isimizi
goriir. ki baglantily herhangi bir B C Cy bélgesi ise bir uygun H(ry,r2)
halkasina biholomorf resmedilebilir. a # b olmak iizere Coo\B = {a, b} ise
bunu gormek kolaydir: T'(a) = 0 ve T'(b) = oo kogulunu saglayan herhangi
bir Mébius doniigiimii B’yi C* = H(0, +00) halkasina biholomorf resmeder.
Simdi Co,\B’nin baglantili bilegenleri X ve Y olsun ve Y en az iki nokta
icersin. A

Problemler

Problem 7.6.1 Kismin sonunda verilen iigiincii kanitin adimlarini gosteri-
niz.

Problem 7.6.2 A # () kiimesi bir Mobius ¢emberinin tek noktadan olus-
mayan bir baglantili alt kiimesi olsun. f : C — C holomorf ve f(C) Cc C\A
ise, f'nin sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 7.6.3 () # B C C basit baglantili bir bolge ve ¢ € B olsun.
M :={f"(¢)| f € H(B)} kiimesi sinirli midir? (B = C ve B ¢ C durumlarim
ayr1 ayri1 inceleyiniz)

Problem 7.6.4 Q= (—1,1) x (—=1,1) ve f : D — @ fonksiyonu, f(0) =0
ve f'(0) = 1 kosulunu saglayan tek olarak belirli biholomorf fonksiyonumuz
olsun.

VzeD f(z)=—f(=2) = —if(iz) = f(z)

oldugunu gosteriniz.

7.7 Biholomorf Doniisiimlerin Topolojik Genigleme-
leri

Basit baglantili bolgelerin sinirlarinin ¢ok karmasik olabilecegini soylemis-
tik. Sekil 7.26’daki basit baglantili bolgenin bazi smir noktalarinin farkl
karakterde oldugun goriiliir. Bir o € B smir noktasina, bir v : [0,1] — B
gezisi v([0,1)) € B ve (1) = « olacak bigimde bulunabiliyorsa ulagilabi-
lir diyelim. Bu durumda ~’ya bir simir kesiti denir. v|[0, 1) yaragik gezisi
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B’dedir ve izinde olmayan yagane y1gilma noktasi o’dir. Bu tanima gore sek-
limizdeki a sinir noktasi ulagilamazdir. d sinir noktasina soldan ulagabiliriz,
sagdan ulagsamayiz.

a € OB smir noktasimna, lim z, = « kosulunu saglayan her (z,) C B
dizisi igin bir v : [0,1] — B gezisi ve monoton artan bir (,,) C [0, 1) dizisi,
v([0,1)) C B ve z, = ¥(t,) olacak bigimde bulunabiliyorsa bir basit siir
noktasi denir. Basit simir noktalar: ulagilabilir noktalardir. Eger A € 0B
basit piiriizsiiz analitik egrisi B’nin serbest sinir pargasi ise, her z € A noktasi
B’nin bir basit sinir noktasidir.

B C C4 basit baglantili ve B # Co olsun. Bu durumda (7.6.4)ten
dolay1 bir f : B — I biholomorf déniistimiimiiz vardir. Simdi B bu kogulu
saglamak iizere verilen herhangi bir biholomorf f : B — I doéniiglimi bir
topolojik F : B — D déniisiimiine genisletilebilir mi, bunu arastiracagiz.
Simdi a € Cs\B olmak iizere T(z) = (2 — a)~! ile tanimlanan biholomorf
T : Coo — Coo Mobius doniigiinii B’yi siirli ve basit baglantih B’ := T'(B)
bolgesine resmeder. Problemimizi B’ i¢in ¢ozersek B icin de ¢ozmiis olacagiz.
Dolayisiyla daha bagtan B’yi sinirh segebiliriz. Son gekliyle problemimiz gu
olacaktir: B C C swmurle ve basit baglantils olmak tizere, her biholomorf f :
B — D déniisiimii bir topolojik F : B — D déniisiimiine genisletilebilir mi?

F problemimizin bir ¢éziimii ise, k1 = 0D bir Jordan gezisi oldugundan
OB = F~'ox; de bir Jordan gezisi olmalidir. Sorumuz simdi su sekli alir: B
bir sinirli basit baglantili bolge ve B bir Jordan gezisi ise, her biholomorf
f : B — D doniisiimii bir topolojik F : B — D déniisiimiine genisletilebilir
mi? Agagidaki teorem gecerlidir:

Teorem 7.7.1 (Carathéodory) Swnurl basit baglantis B bolgeleri igin
asagidaki onermeler denktirler:

(i) OB bir Jordan gezisidir.
(ii) OB basit noktalardan olusur.
(iii) Her biholomorf f : B — D déndisiimii bir topolojik F : B — D donii-
stimine genigletilebilir.

Bu konular [4] ve [6]'da ayrmtili olarak ele alinmigtir. Ancak (ii)<=>(iii)
onermesinin |[13]’te, (ii)==-(iii)"in ise [30]’da daha kisa kamtlarini bulabilir-
siniz. Biz burada (ii)==-(iii)"iin daha giizel 6zellikli B smurlar1 i¢in kanitin
verecegiz; ancak bu, bir sonraki kisimda Kii¢lik Picard Teoremi’'nin kaniti
icin yeteli olacaktir.

Her ne kadar (7.7.1)’in kanitim vermeyecek olsak da, ondan gikarilan su
teoremi verelim.

Teorem 7.7.2 By ve By simarl basit baglantily bélgeler ve 0B1 ve OBs
Jordan gezileri olsunlar.



7.7. BIHOLOMORF DONUSUMLERIN TOPOLOJIK
GENISLEMELERI 621

(i) Her biholomorf f : By — By déniisiimii bir F : By — Ba topolojik
dontistimaine genisletilebilir.

(ii) f,g : B1 — Bso biholomorf déndisiimler ve F,G : By — By onlarn
topolojik genislemeleri olsunlar. OBy ’deki ¢ farkl noktada F ve G
cakisirlarsa, F' = G.

(i1i) OBy tzerinde g farkle z1, z2, z3 noktalars By yoniinde ve benzer bi-
¢imde OBy tizerinde ¢ farkl wy, we, w3 noktalary 8 By yoniinde olacak
bicimde keyfi secilsinler. Bu kosullarda bir biholomorf f : B1 — Bo
déndisiimii, kendisinin F : By — Ba topolojik genislemesi F(z;) = w;
olacak bicimde vardir ve F tek olarak belirlidir.

Kanit. (i) Riemann Déntigiim Teoremi'nden dolay: bir biholomorf g : By —
D déniigiimiimiiz vardir ve bu, (7.7.1)’den dolay1 bir topolojik G : By — D
doniistimiine genigler. Yine h := go f : By — I biholomorf dénigiimii bir
topolojik H : By — D déniigiimiine genisler. Bu durumda F := G~'o H
aranan topolojik geniglemedir.

(ii) Riemann Dontigiim Teoremi'nden dolay1 bir biholomorf h; : B; — D
dontigiimlerimiz vardir ve (7.7.1)’den dolay1 bu doniisiimler topolojik H; :
B; — D doniisiimlerine genislerler. Ty :== HyoFoH —1 ve T, == Hyo
G o H~Vler Mobius déniisiimleridirler ve varsayimimizdan dolay1 OD’deki
ti¢ farkl noktada cakigirlar. Dolayisiyla (7.3.10)’dan Ty = T ve buradan ise
F = G olur.

(iii) Riemann Déniistim Teoremi’nden dolay1, biholomorf h; : B; — D
doniigiimlerimiz vardir ve (7.7.1)’den dolay1 bu déniigtimler topolojik H; :
B; — D déniisiimlerine geniglerler. a; := Hy(z;) ve ¢; := Ha(w;) olmak
iizere a1, ag, ag ve ¢, co, cg siralamasit 9D ile uyumludur. 7' € Aut D Mdébius
dontigiimiini T'(a;) = ¢; olarak segersek f := hQ_IOTOhl ve F' = Hg_loToHl
aranan ¢oziimlerdir. Teklik (ii)’den ¢ikar. [ |

B C C4 basit baglantili ve 0o, B basit kapali bir gezi olsun. a ¢ Co,\B
olmak iizere T,(z) = (2 — a)~! ile B’ := T,(B) olsun. Bu durumda B’ basit
baglantili ve 9B’ basit kapali bir gezidir. T, biholomorf oldugundan, (7.7.1)
ve (7.7.2) teoremlerinde basit baglantili bolgelerimizi Co,’da segebiliriz. Kul-
lanacagimiz kadarini bir teoremde toplayalim.

Teorem 7.7.3 B, By, By C Cy basit baglantils bolgeler ve Ox B, 0xoB1 vE
0o B2 basit kapaly geziler olsun.
(i) Her biholomorf f : B — D déndisiimii bir topolojik F : B — D dénii-
stimiine genigletilebilir.
(i) OBy fzerinde ¢ farkle z1, z2, z3 noktalar: By yoninde ve benzer bi-
¢imde 0By tizerinde ¢ farkl wi, we, w3 noktalars & By yoniinde olacak
bicimde keyfi secilsinler. Bu kosullarda bir biholomorf f : By — Bo
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déndisiimii, kendisinin F : By — By topolojik genislemesi F(z;) = w;
olacak bicimde vardir ve F tek olarak belirlidir.

U C C bir agik kiime ve (z,) C U olsun. limd(z,,0U) = 0 ise, bu dizi
OU smirima yaklagir denir; bunu z, — 9U ile gosterelim. z, — OU olmasi,
her K C U kompakt kiimesine kargilik bir nx dogal sayisinin, her n > ng
i¢in z, ¢ K olacak bigimde bulunmasina denktir.

Lemma 7.7.4 (1) U,V C C agik kiimeler ve f : U — V stirekli fonksiyonu
i¢in kompakt kiimelerin ters resimleri de kompakt olsun. Bu durumda, z, —
oU ise f(zn) — OV.

(i1) f: U — D topolojikse, (zn) C U ve z, — OU igin |f(z,)| — 1.

Kamt. (i) (z,) C U ve 2z, — 90U olsun. K’ C V kompakt kiimesi keyfi
verilsin. K := f~1(K’) kompakt kiimesine karsilhik nx dogal sayisi, her n >
ny i¢in z, ¢ K olacak bigimde segilirse, her n > ng i¢in f(z,) ¢ K’ olur ve
bu, sav1 verir.

(ii) (zn) C U ve 2z, — OU ise, (i)’den f(zyn) — 0D, dolayisiyla | f(2zp)| — 1
olur. |

Teorem 7.7.5 B C C bir bolge ve v : [a, B] — C basit ve piirizsiz reel
analitik gezi, v C OB wve 7y ise B’nin bir serbest sunir parcast olsun. f : B —
D biholomorfsa, f fonksiyonu v° nin ¥ ’ya gore simetrik bir V- komsuluguna
biholomorf genisletilebilir. B B

Kanit. z-eksenine gore simetrik Uy, Us agik bolgeleri ile v'ya ve 0D’ye
gore simetrik V7 ve Vo komguluklart ve I'; : U; — V; biholomorf donii-
siimleri, T'1(U]") € B, T'y(Uy) € D ve f(V;7) C V," olacak bicimde Se-
kil 7.16’daki gosterildigi gibi secilebilirler. Onsav 7.7.4(ii)’den dolay1, Vi kii-
mesini f(V;") C D;(1) olacak bigimde segebiliriz (bkz. Sekil 7.16). Bu du-
rumda h(z) := Log f(z) fonksiyonu V;*’de holomorftur. Dolaysiyla V;'da
v := In|f| = Reh bir harmonik fonksiyondur ve yine (7.7.4)(ii)’den do-
lay1 lim,_,ppv(z) = 0 olur. Her z € v i¢in v(z) := 0 olarak tammlarsak
v E C’(Vl+ U ~) olur. Teorem 6.8.26’dan dolay1 v fonksiyonu V;’e harmonik
olarak genisler.

Savimiz yerel karakterlidir. a € 4° ve Vj’e diisen a-merkezli D, dairesi
verildiginde, v fonksiyonu bu dairede holomorf bir g, fonksiyonunun gercel
kismidir. D} da f ve g, en fazla bir sanal say1 kadar fark ederler. Dolay1-
siyla, gerekirse g,’ya sanal bir sabit ekleyerek D ’da f = g, saglanir. Boylece
D,’'da f’yi g, olarak holomorf genigletmis oluruz. Simdi C7 = v N D, ve
Cy := V2 N ID olmak iizere f|D; fonksiyonu, Schwarzin Biiyiik Yansima
Teoremi’ne gore, C7'n kendisine gore gore simetrik bir Vi, komsuluguna
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Sekil 7.27

simetrik noktalar simetrik noktalara gidecek bicimde holomorf bir F, fonk-
siyonuna genigletilir. Vo, := F,(V1,) ve T : Coo — C ise, D’yi iist yaridiiz-
leme resmeden herhangi bir Mobius doniigiimii olmak tizere Us, := T'(Vag)
olsun. Uy, := Ffl(Vla) olmak tizere T o F, o (I'1|Vi4) : Vig — Vo, donii-
stimii (KA I Teorem 3.5.29’un kosullarin saglar, dolayisiyla biholomorftur.

Buradan ise F, biholomorf olur. Dolayisiyla V' := Ua@o Viq isimizi goriir. B

Bu teoremin bir sonucu sudur: B piiriizsiiz reel analitik bir Jordan egrisi
ve 0B’nin her noktasi B’nin bir serbest sinir noktasi ise, her biholomorf
f : B — D déniisiimii, B'nin bir agik komsuluguna, f(0B) C 0D olacak
bicimde biholomorf genigletilebilir. Dolayisiyla f fonksiyonu bir topolojik
F : B — D doniigiimiine genisletilebilir. Biz bu genisletmenin 0B Jordan
egrisi sonlu sayida, B’nin bir yakasina diigtiigii sonlu sayida pliriizsiiz analitik
geziden olustugunda da dogru oldugunu kanitlayacagiz.

Teorem 7.7.6 B sunarl basit baglantily, v; : [y, ;] — C, i =1,...,n basit
plirizsiz reel analitik geziler olmak tizere B = vy17y2 « - - v, bir Jordan gezisi
olsun. Ayrica, her bir v; egrisi OB nin bir serbest sinar parcasy olsun. Bu
kosullarda, her biholomorf f : B — D doniisiimi bir topolojik F : B — D
déoniistimiine genisletilebilir.

Kanit. Teorem 7.7.5'ten dolay1 f doniigiimii, her bir lf’nin, kendisine gore
simetrik bir V; komguluguna biholomorf, dolayisiyla topolojik bigimde ge-
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Sekil 7.28

nigletilebilir. Bu topolojik genigleme altinda 'y , OD iizerindeki bir C7 agik
piirlizsliz analitik egrisine Jekil 7.28’de oldugu gibi resmedilir. p,p; ve p2
noktalar gekildeki gibi olsunlar. Biz p; = p2 oldugunu kanitlarsak igimiz bi-
ter. r > 0 sayisin yeterince kiigiik segersek C,.(p) N B # () olur; bu durumda
Ar gezisi K, p'nin B'ye diisen parcasi ve 0, := fo ), olsun. 0 < ¢, <d, <2m
olmak iizere \.(t) = f(p + re?), t € (¢, d,) ise

dr . . d"' .
I(r) := L(o,) = / If' (p+re’t)| - |rie't|dt = / \f'(p + re™)|rdt
Cr Cr
olur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

I(r)? < (/:T \f'(p+ reit)]2r2dt) (/:T dt>

l(:)z <on /d F(2)2ds (ds = |dz| = rdt) (7.77)

elde ederiz. Elbette |g2 — q1] < [(r). Dolayisiyla lim,oI(r) = 0 oldugunu
gosterirsek F(p) := q1 = ¢ ile F' fonksiyonumuz p’ye de siirekli genigletilir.

Simdi 6 > 0 verilsin ve 0 < € < R i¢in B(e, R) := BN H(p;e, R) olsun.
Her r € [e,R] i¢in 6 < I(r) ise, (7.77)'de, [e, R)] araliginda r iizerinden
integral alirsak (7.10) ile

ﬁm<%//u )dzdy = 27 - //deww

B(e,R)
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olur. Ancak sol yan ¢ \, 0 igin +oc’a gider. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla
0 > 0 nasil verilirse verilsin, istenildigi kadar kii¢iikk » > 0 sayilar1 I(r) <
olacak bicimde vardir. Sonugta lim,\ () = 0 ve igimiz biter. |

Problemler

Problem 7.7.1 () # B C C sinirh, basit baglantih ve her ¢ € 9B ulasila-
bilir olsun. Bu durumda B’de Dirichlet problemlerinin ¢6ziimii vardir, dd.
her siirekli u : OB — R fonksiyonu B’de harmonik ve B’de siirekli bir
fonksiyonuna genisletilebilir.

Problem 7.7.2 () # B C C simurh, basit baglantili ve her ¢ € 9B ulagilabilir
olsun. f : B — C stirekli ve 0 degerini almiyorsa, log f'nin B’de bir siirekli
dali oldugunu gosteriniz.

Problem 7.7.3 Her 2 <n € Nicin [,, := {2 +it|0 < t < }} olmak fizere
I:=|],591In, Q@ :=(0,1) x (0,1) ve B := Q\I olsun. B ve D'nin konform
denk olduklarimi, ancak bunlar arasindaki herhangi bir biholomorf donii-
slimiin asla B ve D arasinda bir topolojik doniisiime genisletilemeyecegini
gosteriniz.
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Bolum 8

Ortmeler ve Riemann
Yuzeyleri

8.1 Lif Uzaylar:

Her gseyden 6nce kompleks analizde értmelerle nigin ilgileniyoruz, bunu ta-
mimlayalim. ) # B C C bir bolge ve f € H(B) sabit olmayan bir holomorf
doniiglim olsun. f : B — C doniislimii su iig topolojik 6zellige sahiptir: f sii-
reklidir, aciktir ve ayriktir, dd. her z € C i¢in f~!(z) ayriktir. Bu énermenin
X bir Riemann yiizeyi oldugunda da dogru oldugunu ileride gorecegiz. X,Y
herhangi iki topoloji uzay olmak tizere siirekli, agik ve ayrik olan p: X — Y
doniigiimlerine drtme diyecek ve bunlar aragtiracagiz. n € N* ve her z € C
i¢in pp,(2) = 2" olsun. n > 2 i¢in p,, : C — C 6rtmesi her a € C* noktasinda
yerel topolojik, buna kargin 0 noktasinda yerel topolojik degildir; ¢iinkii 0’in
hi¢bir komgulugunun topolojik olarak p,(0)’in bir komguluguna resmedile-
meyecegini biliyoruz (bkz. KA I Teorem 1.8.14). 0 bu értmenin bir dallanma
noktasidir diyecegiz.

X ve Y herhangi iki topolojik uzay ve p : Y — X bir stirekli doniisiim
olsun. Her z € X icin Y¥ := p~!(z) kiimesine p’nin z iizerindeki lifi ve
(Y, p, X) iigliisiine bir X tabanl lif uzay1 denir. Y/ deki noktalar = nok-
tasmin tizerindedir denir. X tabanli lif uzaylarimin kategorisinde (Z,¢q, X)
lif uzaymdan (Y,p, X) lif uzayma bir f morfizmden p o f = ¢ kosulunu
saglayan bir siirekli f : Z — Y doniisiimii anlagilacaktir (bkz. Sekil 8.1)!.
Bu morfizmlere lifsel doniisiimler diyecegiz; bu doniistimler, her x € X

!Ashinda (Z,q,W)’den (Y,p, X)’e bir morfizmden, f : Z — Y ve g : W — X siirekli
olmak tizere, p o f = g o ¢ kogulunu saglayan bir (f, g) ikilisi anlagilir. Ancak biz ayn1 X
tabanl lif uzaylarima ve morfizmlerden ise daima g = Idx olanlarina odaklanacagimizdan
tanimi boyle verdik.

627
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icin f(Z1) C Y olmasiyla karakterize edilen siirekli déniigiimlerdir. Bu yak-
lagimla bu kategorinin egyapi doniigiimleri topolojik lifsel doniistimlerdir.
(Y,p, X), (Z,q,X) lif uzaylarma, f : Y — Z ve g : Z — Y lifsel dontigiim-
leri go f = Idy ve f og = Idz olacak bi¢imde varsa, denktirler denir. Veya
yalin bicimde f ve g’ye denktir denir.

VA # Y
X
Sekil 8.1: Lifsel doniisgiim.

Ancak yaygm ve yerlesmis adlandirma farkhdir: f’ye ¢'nun (p’ye gore)
bir gekilmisi veya kaldirilmisi denir?. Yine bir bagka yaygin soylem sudur:
p, ¢’yu (f olarak) geker. Yerine gore her iki adlandirmay1 da kullanacagiz.
po f = q esitliginden yola gikarak f doniigiimii ¢'nun bir p bileseni de denir.

Teorem 8.1.1 (Lifsel Doniistimlerin Tekligi I) X ve Y ki topolojik
wzay, Y bir Hausdorff uzay, p : Y — X wyerel topolojik, Z bir baglantil
topolojik uzay ve q : Z — X strekli olsun. (Z,q, X) ’ten (Y,p, X) e iki f1, fo
lifsel doniigtim i¢in bir zg € Z noktasinda f1(z0) = fa(z0) ise, f1 = fo olur.

Kamt. F := {z € Z| fi(z) = f2(2)} olsun. Z baglantili oldugundan, E’nin
bostan farkli ve hem agik hem de kapali oldugunu géstermek yeterlidir.

20 € B, dolayisiyla & # (). Ayrica Y bir Hausdorff uzay1 oldugundan
A ={(y,y) |ly € Y} kisegeni kapalidir, dolaysiyla F' := (f1, f2) doniigiimii
siirekli oldugundan E = F~!(A) kiimesi kapahdir.

Simdi z € E ve y = fi1(2) = fa(z) ve p(y) = x olsun. p yerel topolojik
oldugundan, y ve x noktalarinin V' ve U agik komsuluklar p|V : V — U
topolojik olacak bi¢cimde bulunabilir. fi, fo fonksiyonlar: siirekli olduklarin-
dan, z noktasmin bir W agik komsulugu f;(W) C V, i = 1, 2 olacak bi¢imde
vardir. fi, fo fonksiyonlari ¢'nun ¢ekilmisleri olduklarindan, her w € W i¢in
p(fi(w)) = q(w) = p(fa(w)) olur. Buradan ve p|V’nin birebirliginden, her
w € W igin f1(w) = fa(w), dolayisiyla W C E olur. Sonugta E kiimesi her
z noktasinin bir W komgulugunu igerdiginden bir agik kiimedir. |

Ingilizce kaynaklarda “lift”, Almanca kaynaklarda “Liftung” olarak gecer. Zihnimizde
gorsel bir destek olarak Y’yi X’in yukarisinda olarak diigiiniirsek, f doniistimii ¢'nun z’deki
q(z) degerini, g(z)’in tizerindeki f(z)’ye kaldirir veya geker.
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Teorem 8.1.2 (Homotopik Gezileri Cekme) X, X iki Hausdorff topo-
lojik uzay ve p : XX yerel topolojik olsun. a,b € X ve a € p~*(a) olsun.
I =[0,1] olmak dizere, H : I x I — X dontgimi X ’te baslangi¢ noktalar, a
ve bitis noktalars b olan vy ve v1 gezilert i¢in u¢ noktalary koruyan bir evirme
olsun. Her s € I igin vs(t) = H(t,s) olmak tzere, her ~ys gezisi baslangig
noktasy a olan bir vs gezisine c¢ekilebiliyorsa, bir b € p~L(b) ile, her s € I
icin Ys(1) = b olur ve H evirmesi X ’te u¢ noktalar koruyan ve vy gezisini
A1 gezisine eviren bir H evirmesine cekilir.

Kamt. H : I x I — X doniisiimii H(t,s) := 44(t) olarak tanimlansm.
Simdilik H'yi stirekli varsayalim.

(po ﬁ)(tvs) = p(’?s(t)) = (poﬁ/s) (t) = ’Ys(t) = H(tvs)

oldugundan, H déniisiimii H déniigiimiiniin bir ¢ekilmigidir. = esitligi 4,
~'nin bir ¢ekilmisi oldugu igin gegerlidir. Her seyden 6nce teoremin kogulla-
rindan H(0,s) = 45(0) = a. H ({1} x I) = {b} oldugundan H({1}xI) c
p~1(b) olur. {1} x I baglantih ve H burekh oldugundan, H ({1} x I) bag-
lantilidir ve p~1(b) ayr1k3 kiimesinin altkiimesi oldugundan, bir b € p~1(b)
ile H ({1} x I) = {b} olur. Sonucta H déniisiimii u¢ noktalar1 koruyan bir
evirmedir. Dolayisiyla H doniigtimiiniin siirekli oldugunu gosterirsek igimiz
biter.

a noktasinin bir agik V' komsgulugu ve a noktasinin bir agik U komgulu-
gunu p|V : V — U topolojik olacak bigimde segelim. g := (p]V)_1 olsun.

H dontigtimii stirekli ve H({0} x I) = {a} oldugundan, bir ¢y > 0 sayisi
H ([0,e0) x I) C U olacak bigimde segilebilir. 45|[0,£9) ve g o (75][0,&0))
doniigtimlerinin her ikisi de 74|[0,£9) doniigiimiiniin 0’da ayni degeri alan
iki ¢ekilmigi oldugundan, Lifsel Doniigtimlerin Tekligi teoreminden birbirine
esittirler, dd.

510, €0) = q o (5[0, €0)) -

I x I'mmn [0,£0) x I agik kiimesinde H = g o H ve H orada siireklidir.
Simdi H’'nin I x I’da siirekli oldugunu savunuyoruz. H' nin bir (¢g,0) €
I x I noktasinda stirekli olmadigini varsayalim.

— inf {t | A, (t,0)'da siirekli degﬂ}

ise 7 > go olur. z := H(1,0) ve & := H(7,0) = 4(7) olsun. & ve z’in
agik V' ve U’ komsguluklarim p|V’ : V' — U’ topolojik olacak bigimde
secelim ve ¢/ := (p|V')™" olsun. H siirekli oldugundan, bir £ > 0 sayisi

3p’nin yerel topolojikliginin basit bir sonucudur ve bir kanit Onerme 8.2.3’iin kanitinda
verilmigtir.
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H (I.(1) x I.(0)) C U’ olacak bicimde secilebilir. Ozel olarak v, (I.(7)) C
U’. Yine Lifsel Doniisiimlerin Tekligi teoreminden

Yol le(1) = ¢ o (vo|1:(7)) (8.1)

elde ederiz. Simdi 7 € I.(7) sayisim 71 < 7 olacak bigimde segelim. H’nin
tanimimdan ve (8.1) esitliginden H(71,0) = (1) € V' olur. Bu durumda
ise H'nin (71, 0)'daki siirekliliginden, bir 0 < § < & saywsim, her s € I5(o)
icin H(r1,s) = As(m1) € V' olacak bicimde secebiliriz.

Bir kez daha Lifsel Doniigiimlerin Tekligi teoreminden, her s € I5(o) i¢in
Y| I.(7) = ¢ o (7s|I(7)) elde ederiz. Dolaysiyla I (1) x Is(o)'da H = ¢ o H
olur ve H orada siireklidir. Bu ise 7'nun tammu, dolayisiyla tg'in varlig ile
geligir. Sonugta varsayimimiz yanligtir ve H tiim I x I’da siireklidir. |

Tanim 8.1.3 Izeyen kosul sajlandijinda p : X — X sirekli déndisimii
gezileri ¢cekme ozelligine sahiptir denir: Her ~v : [0,1] — X gezisi ve
a = v(0) olmak dizere, her a € p~1(a) igin v 'mn p’ye gére 5(0) = a kosulunu
saglayan bir 4 ¢ekilmisi vardur, dd. ([0,1],7,X) ’den (X,p, X)’ 4(0) = a
kosulunu saglayan bir 4 lifsel doniisimi vardur.

Teorem 8.1.4 (Lifsel Doniigtimlerin Varlig:r I) XY Hausdorff uzay-
lam, Z ise basit baglantily, yol baglantils ve yerel yol baglantily olsun. Ayrica
p: Y — X yerel topolojik ve gezileri cekme dzelligine sahip ve f : Z — X sii-
rekli olsun. Bu kosullarda keyfi verilen xo € X, 20 € f~1(x0) veyo € p~1(x0)
icin tek olarak belirli bir f : (Z,f, X) = (Y,p, X) lifsel dontisimi f(zo) =1
olacak bicimde vardar.

Kanit. Her gseyden 6nce aradigimiz f bir lifsel doniiglimdiir ve bu, Teorem
8.1.1’den dolayi, varsa tektir.

f nin tanwme: z € Z keyfi verilsin. Z’de baglangic noktasi zy ve bitig
noktasi z olan ~y gezileri vardir. v : [0,1] — Z bdyle bir gezi olsun. Simdi
~* := f o, X’te baglangi¢ noktas1 zy = f(zo) ve bitis noktast x = f(z)
olan bir gezidir. Kogullarlrmzdan p fonksiyonu y*’1 Yye, ba§1ang1g noktasi yo
olmak iizere tek bir bicimde bir v* gezisine ceker. f (z) := ~v*(1) olarak tanim-
liyoruz. Once bu tanimin kusursuz oldugunu gérelim: Z’de baslangic noktas:
zo ve bitis noktasi z olan bir bagka ~y; gezisi alalim. Z basit baglantili oldu-
gundan v gezisi Z’de ug noktalar1 koruyarak v, gezisine evrilir. Dolayisiyla
~* gezibi uc noktalar: koruyarak v = foy; gezisine evrilir. Teorem 8.1.2’den
dolay1, v* gezisi Y’de u¢ noktalar: koruyarak ~] gezisine evrilir. Dolayisiyla
&*(1) = 'yl(l) ve fnin tanimi kusursuzdur. Elbette f = po f.

fonin siirekliligi: = € Z keyfi verilsin ve V ise y = f (z)'nin bir kom-
sulugu olsun. z'nin bir W komsulugunun f(W) C V olacak bicimde bu-
lunabilecegini gostermeliyiz. p yerel topolojik oldugundan, gerekirse V'yi
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kiigiilterek U := p(V') olmak iizere p|V : V' — U’nun topolojik olmasi sag-
lanir. ¢ = (p|V)_1 olsun. f siirekli ve Z yerel yol baglantili oldugundan,
z’nin bir yol baglantili W komsgulugu f(W) C U olacak bigimde segilebilir.
Simdi zg, xg, z noktalar1 ve v, v* gezileri yukaridaki paragraftakiler olsunlar.
wewWw keyﬁ verilsin. W’de z noktasini w noktasina baglayan bir n gezisi
vardir. n* ;= f 077 gezisi U’da x noktasimi f(w) noktasina baglayan bir gezi-
dir. n* 1= @ on* gezisi n* gezisinin ba§langlg noktasi y ve bitig noktas1 U’da
olan bir ¢ekilmisidir. Dolayisiyla v*n* gezisi v*n* = f o (yn) gezisinin bag-
langi¢ noktasi yg olan bir ¢ekilmigidir ve tanim geregi bu gezinin, V’de olan,
bitis noktasif(w)’dir. Boylece f(W) C V ve f fonksiyonu z’de siireklidir. W

8.2 Ortmeler

Tanim 8.2.1 X we Y topolojik uzaylar olmak tizere bir p : Y — X do-
nigimine, strekli, agik ve ayrik ise bir ortmedir, (Y,p, X) lif uzayina X
tabanly bir orti uzayr ve Y ’ye X ’in bir ortisi denir.

Burada p’nin ayrik olmasmdan ise, her = € X icin Y} lifinin Y’de ayrik
olmasi anlagilacaktir. p(y) = z durumunda p ortmesine gore y noktasi x
noktasinin tizerindedir ve x noktasi ise p értmesine gore y’nin izidir denir.

X tabanli 6rtii uzaylarimiz X tabanli 6zel lif uzaylaridir. X tabanl ortii
uzaylar kategorisinin morfizmleri yine lifsel déniigiimlerdir, dd. go f = p
kogulunu saglayan siirekli f: Y — Z doniigtimleridir.

Tanim 8.2.2 p: Y — X bir drtme ve y € Y olsun. y noktasimin bir V
komgulugu p|V' birebir olacak bi¢imde bulunamayorsa, y noktasina p ’nin veya
(Y,p, X)in bir dallanma mnoktasidir denir. p’nin hi¢ dallanma noktas
yoksa p’ye bir dalsiz 6rtme ve (Y, p, X)’e ise bir dalsiz orti uzayr denir.

Onerme 8.2.3 Bir siirekli p : Y — X donistiminiin bir dalsiz értme ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul yerel topolojik olmasidar.

Kanit. p bir dalsiz 6rtme ise p agik, siirekli ve yerel birebir oldugundan, yerel
topolojiktir. Tersine yerel topolojik p doniistimleri her seyden 6nce siirekli ve
aciktirlar. Ayrica bu p’ler ayriktirlar. Gergekten de y € Y7 ise, y’nin bir V
komsgulugu ile z’in bir U komsulugu p|V : V' — U topolojik olacak bigimde
vardir. Dolayisiyla Y NV = {y} ve bunun bir sonucu olarak Y,/ ayriktir. B

Ornek 8.2.4. Agagida verilen 6rneklerdeki sdylemleri kanitlamay1 problemler olarak bi-
rakiyoruz.

(1) X herhangi bir topolojik uzay ve S herhangi bir ayrik uzay olmak iizere, p :
X X 8 — X doniigimii p(z,s) := x olarak tamimlanirsa, p bir dalsiz értmedir. Boyle
Ortmelere basit 6rtmeler denir.
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(2) 1 <i < nigin (Y;,pi, Xi) 6rtme ise, ([T, Yi,[Ipi,[I; X:) de bir 6rtmedir.

(3) Her t € R igin p(t) := exp2mit = (cos2mit,sin 27it) olmak iizere, (R,p,S') bir
dalsiz 6rtmedir.

(4) p(t1,...,tn) := (exp2mity,...,exp 2mity) olmak iizere, (R", p,S™) bir dalsiz 6rt-
medir.

(5) n € N* ve her z € C igin p,(z) = 2" olmak iizere, p, : C — C bir drtmedir. p;
bir dalsiz 6rtme iken n > 2 igin p,, bir dallanmig 6rtmedir ve bu durumda p,,’nin yagane
dallanma noktasi 0 noktasidir. Buna karsin (C*, p,|C*, C) bir dalsiz 6rtmedir.

(6) (C,exp,C*) bir dalsiz értme uzayidir.

(7) p = pa : C — Co déntigiimii bir ortmedir. Q = Q(w1,w2) ise, p’'nin P temelpara-
lelkenarindaki dallanma noktalar1 0, w1 /2, w2/2 ve (w1 4+ w2)/2 noktalaridir.

Tanim 8.2.5 X,Y topolojik uzaylar olmak tzere bir p : Y — X donii-
stumiine, her x € X noktasimn bir agk U komsulugu ve J # () olmak
iizere, Y 'de agik Vj, j € J kiimeleri p~'(U) = |_|j€JVj ve her j € J igin
p|V; : V; = U topolojik olacak bi¢imde bulunabiliniyorsa, bir yerel diizgiin
ortme diyelim®.

Literatiirde “6rtme” ¢ogunlukla “yerel diizgiin 6rtme” anlaminda kulla-
nilmaktadir.

Her seyden Once yerel diizgiin p 6rtmelerinin 6rten oldugunu belirtelim.
Bu tanimda p herhangi bir déniigiim olarak se¢ilmigtir. Yine de p bu tanima
gore bir yerel diizgiin 6rtme ise, Tanim 8.2.2 anlaminda bir dalsiz ortme-
dir. Basit ortiiler agiktir ki yerel diizgiin értmelerdir. U ve Vj’ler tanmimdaki
gibi iseler, U kiimesi V;’lerle diizgiin bi¢imde ortiilmiistiir ve V}’lere ise
Y’nin U iizerindeki yapraklari veya kesitleri denir. Diizgiin bigimde 6rtii-
len kiimelere kisaca (p'ye gore) diizgiin veya (p’yi) basitlestiren diyelim.
J’yi ayrik topolojiyle alirsak p~!(U) topolojik uzay1 U x J topolojik uzayma
denktir. Her V;

U4>U><S

Sekil 8.2: Basit oOrtii.

yapraginda o(y) := (p(y),j) olarak tammlanan ¢ : p~ ' (U) — U x J
doniigiimii topolojiktir. 71 birinci koordinata izdiigiim olmak tizere, (U X
J,m1,U) basit ortiisii yalmzca bir yerel diizgiin 6rtme degil, bir biitiinsel

4Yerel diizgiin 6rtme” yerine “siirsiz dalsiz értme” de denir.
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diizgiin értmedir. Oziinde U := p~}(U) olmak iizere, ¢ : (U,p|U,U) —
(U x J,m,U) bir lifsel egyapt dontigiimiidiir. Sekil 8.2’deki diyagram de-
gismelidir. Bu durumda yerel diizgiin drtmeler dizgin U kimeleri tzerinde
basit ortiiler gibidirler. Biz (U, p|U,U)’ya da basit diyecegiz ve (U x J,m,U)
lifsel uzayinda yaptiklarimizi, lifsel uzay olarak burada da yapabilecegimizi
unutmayacagiz.

Her yerel diizgiin 6rtme bir dalsiz 6rtmedir, ancak bunun tersi dogru
degildir (bkz. Problem 8.2.3). Eger ayrica U diizgiin kiimesi baglantil ise,
Vi'ler p~1(U)nun baglantih bilesenlerinden bagkalar1 degildir.

Onerme 8.2.6 p:Y — X bir yerel diizgiin ortme ve X baglantils ise, tim
Y2 lifleri es tiglidiir.

Kanit. o bir kardinal say1 olmak iizere X, = {z € X |Y!’in giicii = o}
olsun. X, # 0 ise a € X, keyfi se¢ilsin. a’'nin bir U agik komgulugu diizgiin
bicimde ortiilmiistiir, dolayisiyla U C X,. Oyleyse X, aciktir. Her 3 kardinal
say1s1 icin X bog veya bogtan farkli bir acik kiime oldugundan, farkh o, 3
kardinal sayilar1 i¢in X, # 0 ve Xg # () olmas1 X'in baglantilihg ile celisir.
Dolayisiyla bir « ile X = X,,. |

Onerme 8.2.6’daki « sayisina p yerel diizgiin értmesinin yaprak sayisi
veya dal sayis1 denir.

Ornegin n € N* ve her z € C* i¢in p,(z) = 2" olarak tanimlanirsa,
(C*, pn, C*) yaprak sayis1 n olan bir yerel diizgiin 6rtmedir. Gergekten de
C*da pl(z) # 0 oldugundan, p, yerel topolojiktir. Keyfi verilen a € C*
icin b € C* sayis1 p,(b) = a olacak bigimde segilsin. a ve b noktalarmin
U ve V komguluklarini p,|V : V' — U topolojik olacak bi¢imde segebiliriz.
Bu durumda ¢ := e'’n olmak iizere (pn)~1(U) = | L, €'V oldugundan, U
diizgiin ortilmiistiir.

Diger yandan (C,exp,C*) ise, yaprak sayisi sayilabilir sonsuz olan bir
yerel diizgiin ortmedir. Her z € C* i¢in exp/(z) # 0 oldugundan, exp yerel
topolojiktir. Simdi @ € C* keyfi verildiginde bir b € C’yi expb = a olacak
bigimde segelim. a ve b noktalarinin U ve V' komguluklarini exp |V : V — U
topolojik olacak bi¢imde segebiliriz. V' kiimesi zorunlu olarak 27 genigliginde
bir yatay seride diiser ve exp™!(U) = | ],,,cz(2mim + V) olur.

Basit topolojik 6nermeler igeren asagidaki teoremin kanitini okura bira-
kiyoruz:

Teorem 8.2.7 p:Y — X bir yerel diizgiin értme ise asagrdakiler gegerlidir:
(1) X ’teki U agik kimesi Y 'nin Vj, j € J # 0 a¢ik kimeleri ile dizgin
bi¢imde ortilmis, B C'Y bir baglantily altkime ve p(B) C U ise, bir

Jj € Jile BCVj olur,
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(i) X wzayiman dizgin bi¢imde ortilmis agik altkimeleri X "in topolojisi-
nin bir bazini, bunlarin tizerindeki yapraklarsa Y ‘nin topolojisinin bir
bazim olusturur,

(#ii) X ’in topolojisi Y 'nin p’ye gore bolim topolojisidir.

Teorem 8.2.8 (Cekilmislerin Tekligi) p : X — X bir yerel diizgiin
ortme, Z bir baglantily topolojik uzay ve f : Z — X siirekli olsun. f1, fo :
Z — X strekli fonksiyonlar f’nin cekilmisleri iseler ve bir zg € Z ig¢in

f1(20) = f2(20) ise, f1 = fa.

Kanit. E = {z € Z| f1(z) = f2(2)} olsun. zp € E oldugundan E # (. Eger
E’nin hem acik hem de kapali oldugunu gosterirsek isimiz biter.

z € Z keyfi verilsin. f(z) 'nin bir agik ve diizgiin U komgulugunu alalim.
U’nun {izerindeki yapraklardan biri, biz ona Vi diyelim f;(2)’yi, ve biri, ona
da Vs, diyelim, fa(2)’yi ierecektir. Bu durumda W := f;1(V1) N f; 1(Va)
kiimesi z’nin bir agik komsulugudur.

Eger z € E ise V} = V. Dolayisiyla f1, fo fonksiyonlarimin her ikisi de
W'yi Vi’e resmeder. Diger yandan, po f; = po fo ve p|‘71 Vi = U topolojik
oldugundan fi|W = fo|W, dolaywsiyla W C E olur. Boylece E agiktur.

Simdi z ¢ E olsun. Bu durumda fi(z) # fa(2) oldugundan Vi N Vs = 0
olur. f;(W) C V; oldugundan, her z € W icin fi(z) # fa(z), dolayisiyla
W C Z\FE olur. Dolaywsiyla Z\ E de agiktir, dolayisiyla E kapahdir. |

Bu teorem ile (8.1.1)’in kogullar1 arasindaki farka dikkat edelim. Bura-
daki yerel diizgiin ortme (8.1.1)’deki yerel topolojiklikten daha giigliidiir.
Diger yandan, bu teoremde (8.1.1)’deki Hausdorff’luk kogulundan vazgegil-
misgtir.

Teorem 8.2.9 (Gezileri Cekme Teoremi) p:Y — X bir yerel dizgin
ortme olsun. a € X ve a € p~(a) keyfi verilsinler. X ‘te baslangi¢ noktas
a olan her ~v gezisi, Y 'de baslangi¢c noktasy a olan tek olarak belirli bir 4
gezisine cekilebilir.

Kanit. Teklik (8.2.8)’den ¢ikar; varligi kamtlayalim:

v :[0,1] — X gezisi ve a = v(0) olmak iizere bir a € Y keyfi verilsinler.
I = 0,1], dolayisiyla «(I) kompakt oldugundan, Teorem 8.2.7(ii) ile I'nin
bir 0 = tg < -+ < t, = 1 parcalamisim1 ve diizgiin ortilmis Uy,...,U,
acik kiimelerini, her k = 1,...,n icin 7 ([tx—1,tx]) C Uy olacak bigimde
segebiliriz. U}, diizgiin, dyleyse p~1(Uy) = UjeJk Vij ve p|Vij + Vij — Us
topolojiktir. ¢y := (p|ij)_1 olsun.

1 < i < nigin v; := 7|[ti—1, t;] olsun. Tek olarak belirli bir j € J; ile
a € Vijdir. Simdi 47 := 15 0y gezisi 1 gezisinin a’dan baglayan bir 4
gekilmigidir. Ardindan benzer bigimde 7o gezisi, 41(1)’den baglayan bir 4o
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gezisine ¢ekilir. Boylece devam ederek elde edilen 41,49, ..., %, gezileri ile
=192 - - - Yn gezisi v'nin a’dan baglayan bir ¢ekilmisidir. |

Teoremimizdeki tek olarak belirli 4 ¢ekilmisginin & basglangi¢ noktasini
vurgulamak gerektiginde 4 yerine 4; yazacagiz.

Uyar:: Kapali bir gezinin ¢ekilmisinin kapali olmasi gerekmez! Ornegin
2 <n € N olmak tizere p,, : C* — C*, p,(z) = 2" yerel diizgiin 6rtmesini ele
alalim. £ := et olmak iizere p~ (1) = {1, £, } oldugunu biliyoruz.
Simdi C* tabaninda, k € N* olmak iizere, baglangi¢ ve bitis noktalar1 1 olan
Y (t) := exp (2mikt) ile tanimlanmig 7y : [0, 1] — C* gezilerini ele alalim. Bu
geziler kapali gezilerdir. Bunlar1 C* 6rtiisiine baglangi¢ noktalari yine 1 olan
geziler olarak ¢ekersek, 4% (t) = exp (27”“) olmak tizere 4y : [0, 1] — C* gezi-
lerini elde ederiz. 1 < k < n —1 i¢in 4 nin baglangi¢ noktasi 1, bitig noktasi
ise £¥'dir, dolayisiyla bunlar kapal degildirler; Yk ise birim ¢ember iizerinde
saatin ters yoniinde 1’den £*’ye giden yay parcasidir. Kolayca goriilecegi gibi
A'nin kapali olmasi igin gerek ve yeter kogul n|k olmasidir.

Lemma 8.2.10 p: X — X yerel diizgin ortme, Z bir topolojik uzay ve
B C Z baglantily olsun. f : Z — X ve g : B — X siirekli déndisiimlert
verilsinler ve pog = f|B olsun. Eger f(Z2) bir dizgin U C X agik kimesine
diiserse, bir strekli f Z = X déniistimi p o f = f wve f|B = g olacak
bicimde vardar.

Kanit. a € B olsun. U’'nun tizerindeki yapraklardan tam bir tanesi g(a)’y1

icerir; bunu U ile gésterelim. f 1= (p\U) o f olarak tammlansin. f siireklidir
ve po f = f gegerlidir. Ayrica po f|B = pog ve f(a) = g(a). Boylece g
ve f | B fonksiyonlar1 f|B : B — X fonksiyonun iki ¢ekilmisidir; dolayisiyla
(8.2.8)'den f|B = g olur. [ |

Teorem 8.2.11 (Monodromi Teoremi) p : X — X bir yerel dizgiin
ortme, I = [0,1] olmak dizere H : I x I — X siirekli, H(0,0) = a wve
a € p~Y(a) olsun. Bu kosullarda H 'nin JEI(O,O) = a kosulunu saglayan tek
olarak belirli H cekilmisi vardr.

Kanit. X'in diizgiin agik kiimelerinin ailesi ¢ olsun. V := H~Y(U) ailesi
Q@ = I x I kompakt metrik uzayimizin bir acik ortiisiidiir. KA I Lebesgue
Ortii Onsav1 5.2.14’ten bir § > 0 sayis1, kenar uzunluklar1 §’dan kiiciik olan
her R dikdortgeni en az bir V' € V’ye diigecek bigimde bulunabilir. Béyle bir
R i¢in H(R) en az bir U diizgiin kiimesine diiger. Simdi bir n € N* sayisim
% < J olacak bigimde segip @) karesini
1 . . .

Qi :={(s,t)€Q|Z<s<Zve‘7 . <t<]}

n n

Vi n
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karelerine bolelim ve onlar:

Ql,h Ql,Q, sy Ql,na QQ,I) Q2,27 O >QQ,TL7 Q3,17 e 7Qn,17 Qn,27 e aQn,n

A~

olarak siralayalim. Onsav 8.2.10 ile énce H|Q;; doéniigiimii H(0,0) = a
olacak bigimde H |Q1,1e cekilir. Ardindan Q11 NQ1 2 baglantili oldugundan,
ayni 6nsavla tek bicimde H |Q1,1 doniigimi H |Q1,1UQ1 2 ye genisletilir ve bu
H|Q1,1 U Q1,2'nin ¢ekilmisidir. Benzer sonlu adimda isimiz biter. H, H’nin
bir ¢ekilmisidir ve teklik (8.2.8)’den gikar. [ |

Sonug 8.2.12 p : X — X vyerel diizgiin értme, a,b € X, a € p~Y(a),
70,71 € Gap(X) ve yo ~ur Y1 olsun. Yo ve i gezileri swraswla vy ve v
gezilerinin a’dan baslayan cekilmigleri ise, Yo ~uk V1 -

Kamt. Gergekten de H : 79 ~y, 71 ve H(0,0) = a olsun. H déniigiimii
H’nin (8.2.11)’e gore H(0,0) = a kogulunu saglayan tek olarak belirli gekil-
misi ise, H : Yo ~uk V1- |

Teorem 8.2.13 (Lifsel Doniigtimiin Varlhigs IT) XY Hausdorff topolo-
Jik uzaylar, Z ise yerel yol baglantily ve basit baglantily olsun. p :' Y — X
bir yerel diizgiin ortme ve f : Z — X stirekli olsun. Bu kosullarda keyfi
verilen g € X, z0 € f~(z0) ve yo € 12*1(170) icin tek olarak belirli bir

~

f:(Z, f,X)— (Y,p, X) lifsel doniisimii f(zo) = yo olacak bi¢imde vardur.

Kanit. Dogrudan 8.1.4 ve 8.2.9’dan ¢ikar. |

Teorem 8.2.14 (Lifsel Doniigtimiin Varligy III) Y yol baglantils, Z
basit baglantils, yol baglantily ve yerel yol baglantily, p : Y — X yerel diizgiin
értme, 19 € X, yo € p~Hxo) ve f : (Z,20) — (X, x0) stirekli olsun®. Bu
durumda f (20) = yo kosulunu saglayan bir lifsel dénisimin olmasu igin
gerek ve yeter kosul fu(m1(Z,20)) C pu(m1(Y,y0)) olmasidar.

Kanit. Boyle bir lifsel dontisiim varsa f = po f olacagmmdan, fu = py o f#
olur ve bu, fu(m1(Z,20)) C px(m1(Y,y0))’yi verir.

Simdi fu(m1(Z,20)) C pu(mi(Y,yo)) olsun. z € Z keyfi verilsin. Z yol
baglantili oldugundan bir v € G, .(Z) gezisi vardir. Bu durumda 7 := f o
Y € Gao, f(2) (X). Teorem 8.2.9’dan dolay1 n gezisi, Y de baglangi¢ noktasi yq
olan bir 7 gezisine ¢ekilir. Biz 7(1)’in v’'nin se¢iminden bagimsiz oldugunu,
dolaysiyla f(z) := /(1) tanimmin kusursuz oldugunu savunuyoruz. Simdi
ayrica 7, € gzo,z(Z) ve 77/ =fo '7/ € gzo,f(z)(X) olsun. ’7(7/)_ € Tzo(Z)

5f 1 (Z,20) = (X, x0) siirekli demek, f : Z — X siirekli ve f(z0) = xo demektir.
[v] € m1(Z, 20) igin fu([y]) := [f o 7] olarak tanimlanmigtir (bkz. KA I, 5.208).
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oldugundan varsaymmmuz geregi f(1/(v')]) = [f o (1) )] = [(f o) (F o
)71 = [n(n')"] € px(m1(Y,y0)) olur. Bu ise, bir o € Ty (V) ile [po o] =
[n(n')~] demektir. Dolayisiyla T, (X)’deki p o o ve n(n')~ turlar1 birbirine
evrilebilir (homotoptur). Dolayisiyla bunlarin gek11m1§ler1 olan o ve 77(77 )~
homotoptur. Béylece (1)~ € Ty (V) ve (1) = /(1) olur. Agik¢a f = po f
oldugundan, geriye yalnmzca f 'nin siirekliligini géstermek kaliyor.

z € Z keyfi verilsin. U kiimesi f(z)'nin bir diizgiin agik komgulugu ve V/
ise U iizerinde f (z)’yi igeren yaprak olsun. Z yerel yol baglantili oldugundan,
z noktasinin bir W yol baglantili komgulugu f(W) C U olacak bigimde
segilebilir. Z yol baglantili oldugundan, en az bir v € G, .(Z) vardir; boyle
bir geziyi secip sabit tutalim. W yol baglantili oldugundan, her w € W
icin X € G, .,(W) gezileri vardir. Dolayisiyla w € W igin f(w)’nin tamminda
fo(yA) gezisini kullanabiliriz. Bu durumda o := fo ve ¢ ise o'nin f (z)'den
baglayan ¢ekilmisi olmak iizere f(w) = &(1)olur. Simdi o C f(W) c U
oldugundan o’nin U {izerindeki her yaprakta bir ¢ekilmigi vardir ve f (2) €
V’den baglayan Qekllm1§1 tiimiiyle V yapragima diiser. Ustelik, zorunlu olarak

fw) = (V) (1) = (pIV)"}(f(w)) olur. Béylece fIW = (p|V)~!
(fW) oldugundan f fonksiyonu W’de, dolayisiyla Z’de siireklidir. I

Lemma 8.2.15 Eger p : (Y,yo) — (X,zg) bir yerel dizgin ortme ise,
Py (Y, y0) = mi(X, xo) birebirdir ve py(mi(Y, yo)) kimesi tam da yo ’dan
baslayan, 7 ¢ekilmisleri de tur olan T € T, (X) turlarnin 1] siniflarindan
olusur.

Kanit. 7 € Ty, (Y) ise tanim geregi p4([7]) = [po7]. Simdi 7 := po7 dersek
T € Tzo(X) ve 7 turu 7'min yo’dan baglayan cekilmisidir. Dolayisiyla 7 o~ ¢,
ise 7 =~ ¢y, olur. Bu, px([7]) = [cx] ise [7] = [cy,] olmasi, dd. px'nin birebir
olmasi demektir. Savin kalani agikardir. ]

p: Y — X bir yerel diizgiin 6rtme, a € X ve @ € p~!(a) olsun. Te-
orem 8.2.9’dan dolay1, X’te baglangic noktasi a olan herhangi bir ~ gezisi,
Y’de baglangic noktasi @ olan bir tek 4, gezisine gekilir. Ayrica v,n € G4 4(X)
ve ¥ i 1 ise, (8.2.12)’den 5 ~yuk 7a, dolayisiyla 45(1) = 75(1) oldugunu
biliyoruz. Ozel olarak 7 € T,(X) turlarmin a’dan baslayan gekilmislerine
odaklanirsak ¢ ([7]) := 7a(1) € p~*(a) tanimi kusursuzdur.

o+ (X, a) = p~H(a), a([r]) = 7a(1) (8.2)
doniigiimiine yakindan bakalim.

Onerme 8.2.16 p: (Y,a) — (X, a) bir yerel diizgiin Grtme ise, asagidakiler
gecerlidir:
(i) Y yol baglantily ise ¢g Ortendir.
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(ii) Y basit baglantily ise, ¢z bir tameslemedir.

Kanit. (i) Gergekten de, her b € p~'(a) i¢in en az bir 5 € G,3(Y) gezimiz
var. Bu durumda v := pon € T,(X) olur. 4'nin a’dan baglayan 4, ¢ekilmigi
1 olmak zorundadir. Boylece ¢4 ([7]) = Aa(1) = n(1) = b.

(ii) 7,0 € To(X) icin ¢a([7]) = ¢a([o]) oldugunu varsayalim. 7; ve 7,
bu turlarin a’dan baglayan gekilmisleri ise, ¢ 'nin tanimidan 75 (1) = 65(1)
olur. Bu durumda 7; ve 64 gezileri basit baglantili Y uzaymda baslangic
ve b1t1§ noktalar1 ayni olan iki gezi oldugundan, KA I Teorem 2.9.13’ten

bir H : Ta ~uk 04 evirmesi vardir. Dolayisiyla H := po H: 7 ~uk O
ve biz 1] = [o] elde ederiz. Dolayisiyla ¢; birebirdir. Tamm geregi basit
baglantili uzaylar yol baglantili oldugu igin, (i)’den ¢ ortendir. Sonugta ¢;
bir tameglemedir. |

Ornegin p : R — S, t + (cos 27it, sin 2wit) = exp 27it bir yerel diizgiin
ortme ve R basit baglantih ve a = (1,0) ise, p~!(a) = Z oldugundan ¢, :
71(S', @) — Z bir tam eslemedir; aslinda bu yalmzca bir tam esleme degil bir
grup egyapil doniigimiidiir, ancak konumuz bu degilse de ana fikri verelim.
St C’de diisiinerek, her m € Z igin v,,(t) = exp 2mimt olarak tammlansim.
Bu durumda, her m,n € Z i¢in ¥ Yn = Yman ve her v € T1(S) icin v ~
Ym <= n(7y,0) = n(ym, 0) kolayca gosterilir ve sav bundan gikar.

Not 8.2.17 Cebirden Bazi Bilgiler: G herhangi bir grup ve H C G bir
altgrup olsun. Her g € G icin gHg~' = H ise, H’ye G’de normaldir denir.
H altgrubunun G’de normal olmasi, her ¢ € G i¢in gH = Hg olmasi, dd.
sol yansimiflarinin sag yansiniflarina esit olmasi demektir.

Ng(H):={g|lg€ GvegHg ' = H}

olsun. Ng(H), G’nin bir altgrubudur ve H grubu Ng(H)'de normaldir. Ay-
rica Ng(H) grubu, H’nin normal oldugu G’nin altgruplar1 arasinda C ba-
gitisina gore en biiyiik olamidir. Ng(H)’ye H’nin normallesgtireni denir.
Yine cebirden biliyoruz ki, G/H = {gH|g € G} yan smflar kiimesinin
g1H * goH := (g192)H olarak tamimlanan igleme gore bir grup olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul H'nin G’de normal olmasidir. Boylece Ng(H)/H bir
gruptur. H, H' C G altgruplarma bir g € G ile gH = gH' saglaniyorsa, dd.
H = gH'g™! ise, egleniktir denir.

G etkisiz 6gesi 1 olan bir grup ve M herhangi kiime olmak {izere, bir
¢ : M xG — M dontigimii verilsin. ¢(x, g) yerine yalin olarak x- g yazacagz.
Asagidaki kogullar saglanmigsa G grubu M’de (¢ araciligi ile) sagdan igler
denir:

(i) Vg1, 92 € G Yme M (m-g1) g2 =m-(g192),
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(i) Vme M m-1=m.

G grubunun M’de bir ¢ : G x M — M ile (p aracihg ile) soldan
iglemesi benzer bi¢imde tanimlanir. Biz sagdan igleme ile galisacagiz. G
grubu M’de (¢ araciligy ile) sagdan islerse, her H C G altgrubu da M’de
(¢| M x H araciligy ile) sagdan igler. Her H C G altgrubu G’de dogal bigimde
hem sagdan hem de soldan igler.

Her m,n € M i¢in n = m - g olacak bi¢imde bir g varsa, G gegisli (veya
homojen) igler denir; eger bu tanimdaki g tek olarak belirli ise, G diizgiin
igler denir®. m-G := {m-g| g € G} kiimesine m’in G-yolu denir. m = m-g
kogulunu saglayan m noktalarina ¢’nin sabit noktalari denir. m € M igin
m’yi sabit birakan g’ler G'nin bir G, := {g € G|m - g = m} altgrubunu
olugturur; bu altgruba m’nin sabitleyici (veya izotropi) altgrubu denir.
G’nin 1 etkisiz 6gesinin digindaki gelerinin sabit noktalar1 yoksa G sabit
noktasiz (veya serbest) igler denir. Her m € M i¢in m - g = m yalnizca
g = 1 i¢in saglanmigsa G etkin igler denir. m,m’ € M igin

m ~cmi<=m em- -G

ile M’de bir denklik bagintisi tanimlanir. Bu denklik bagintisina gére m’nin
denklik sinifi m’in G-yolu olan m-G’dir. Bu denklik simiflarinin kiimesi M/G
ile gosterilir. [m]g := m - G yazilir; baglamdan anlasildiginda da [m]g yerine
yalin olarak [m] yazilir.

Her g € G i¢in bir ¢4 : M — M déniisiimii ¢g(m) := m-g ile tanimlansin.
¢4 € Per M oldugunu gorelim: Her m € M icinm =m- (g tg) = (m-g~1)-g
oldugundan, ¢, ortendir. ¢4(m) = ¢4(n) ise, m - g = n - g ve buradan da
m=m-(gg7") =(m-g9)-g" =n-g)-9g7" =n-(gg") = n elde
edilir. Dolayisiyla ¢4 ayn1 zamanda birebir, sonugta bir tamesgleme olur. Diger
yandan ¢p(¢g(m)) = (m-g)-h = m - (gh) = ¢gn(m) olur. Dolayisiyla
®(g) := ¢, ile tanimlanan ® : G — Per MP bir grup yap1 doniigiimiidiir”. ®
doniiglimiiniin birebir olmasi igin gerek ve yeter kogul G'nin etkin iglemesidir.
Tersine bize bir ® : G — Per M P verilseydi G grubu, = - g := ¢(x,g) =
®(g)(z) olarak tamimlarsak, ¢ ile M’de sagdan igler.

Her m € M i¢in ¢y, : G — m - G doniigimi ¢,,(g) := m - g olarak
tanmimlansin. Bu bir 6rten doniigiimdiir. Ayrica ¢, (g1) = ¢m(g2) <= m =
m - (gagy’) <= g2g7 " € G <= g2 € Grng1. Boylece ¢y, doniigiimii m - G
ile G971 yan siiflar1 arasinda bir tameglemedir. A

(X, p, X) bir yerel diizgiin 6rtme ve a € X olsun. Bir & € p~'(a) segelim.

5Diizgiin igler” yerine “normal isler” veya “Galois isler” de denir.
"Burada Per M°? ile grup isleminin ters sirada uygulandigi grup yapisi1 gosterilmektedir
(bkz. KA Is.418). G soldan isleseydi ® : G — Per M bir grup yapi doniigimi olurdu.
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v € Gap(X)'in a’dan baglayan tek olarak belirli 4, cekilmisi ile
d . "Ay& = ’A)/&(l) (83)

olarak tanimlayalim, dd. a-4, noktasi y'nin a’dan baglayan ¢ekilmisinin bitis
noktasidir. yn tamml ise (@ - 95) - a5, = @ - (yn), oldugu kolayca goriiliir.
1 € Gap(X), v ~uk 1 ve 1 gezisi n'nin baglangi¢ noktasi @ olan bir ¢ekilmisi
ise, 4(1) = 7(1) oldugundan a-9; = a - 7 olur. Dolayisiyla a - 9, ashinda [7]
denklik siifina baghdir ve a - [y] := 4(1) tanimi kusursuzdur.

Simdi v € G, (X) ve € Gy o(X) olsunlar. 4 gezisi 7'nin @’dan baglayan
¢ekilmisi ve 7 ise n'nin b’den baslayan g¢ekilmisi ise, yn’nin a’dan baglayan
¢ekilmisi 47 olmak tizere, (a-v)-n = a-(yn) oldugundan (a-[v])-[n] = a-[yn]
olur. Ozellikle 7 € T,(X) bir tur ise, her a € p~'(a) icin a - [7] € p~!(a)
oldugundan

¢:p7(a) x m(X,a) = p~(a), 6@ [r]) =a-[r]=a 7o =7a(1) (8.4)

ile 1 (X, a) grubu p~!(a)’da sagdan isler. Bu ¢ ve @ € p~!(a) icin biraz yu-
karida tanimlanan ¢; déniigtimii (8.2)’deki ¢4 doniisiimii ile értiigiir. Onerme
8.2.16’dan biliyoruz ki X yol baglantily ise, m (X,a) grubu p~'(a)’da gegisli
1sler; eger X basit baglantili ise ¢4 birebirdir. Dolayisiyla X yol baglantils
ve basit baglantily ise, 71 (X, a) grubu p~'(a) da diizgiin isler.

Lemma 8.2.18 p: X = X bir yerel diizgiin 6rtme, X ve X yol baglantil
ve p(a) = a ise, py(mi(Y,a)) grubunun m(X,a) grubundaki yan siniflarinin
kiimesi p~1(a) saps ile es giiclidiir.

Kanit. (8.4)teki tammla G := 7 (X, a) grubu p~!(a) sapinda sagdan isler.
X yol baglantili oldugundan, G’nin gegisli igledigini biliyoruz. Dolayisiyla a
bgesinin a-G yolu p~!(a) sapidir. Bir [7] € G'nin a'nin G4 izotropi grubunda
olmasi tam da 7'nun a’dan basglayan 7 c¢ekilmisinin kapali olmasi, bu da
[7] = p4([7]) € pu(m1(X,a)) olmas: demektir. Bu, savi verir. [ |

Not 8.2.19 Tanimlardan goriilecegi gibi py (7 (X ,a)) altgrubu a’nin segi-
mine baghdir. Simdi a1, as € p~!(a) olsun. X yol baglantih ise, (8.2.16)’dan,
m1(X, a) grubunun p~!(a) sapinda gegisli isledigini biliyoruz. [r] € 71 (X, a)
ile o = ay - [7] olsun, dd. 7'min a;’den baglayan 7 ¢ekilmiginin bitis nok-
tast ag olsun. Simdi o € T,(X)’in Go’den baglayan 6 ¢ekilmiginin bitig nok-
tasimn yine dag olmasi 707~ € To(X) turunun a;’den baglayan ¢ekilmisi-
nin G; olmasma denktir. Bagka sozlerle, ao = aj - [7] ise, 4y = a9 - [0]
olmasi @1 = dy - ([7][o][7~]) olmasma denktir. Béylece py(mi(X,a2)) =
[Tlp4 (71 (X, a1))[7~] olur. Dolayswyla ejer X yol baglantily ise, (X, a) 'nin
pa(m1(X,41)) ve py(m1 (Y, a2)) altgruplar birbirinin eslenigidirler. A
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Herhangi bir (Y, p, X) ortii uzay1 i¢gin f : Y — Y lifsel egyap1 doniigiim-
lerine, dd. p = p o f kosulunu saglayan f : Y — Y topolojik déniigiimlerine
(Y,p, X) ortii uzaymnin deste doniigiimleri denir. Bunlarmm kiimesini D,
veya D(Y/X) ile gosterirsek fonksiyonlarmm o bilegim islemine gére D), bir
gruptur. 8

Teorem 8.2.20 X yol baglantily ve yerel yol baglantily olmak tizere, (Y, p, X)
ve (Y',p', X) iki yol baglantily yerel diizgiin értme, xo € X, yo € p~(x0) ve
yh € (0) (o) olsun. Asagudakiler gecerlidir:

(i) Her f :' Y — Y’ lifsel doniigimi bir yerel diizgin értmedir, dd. f
stirekli ve p' o f = p ise, [ bir yerel diizgiin ortmedir.

(i1) Bir f :'Y — Y lifsel doniisimiinin olmas igin gerek ve yeter kosul
p#(m1(Y,0)) m 1 (X, x0) 'da ply(m(Y',y0)) wn bir altgrubunun esle-
nigi olmasidar.

(iii) p vep' drtmelerinin denk olmast igin gerek ve yeter kosul, p4(m1(Y, yo))
ve ply(m1 (Y, yp)) m m1(X, x0) ‘da eslenik olmasidar.

(i) G :=m(X,z0) ve H := py(m(Y,v0)) ise, D, = Ng(H)/H.

Kanit. (i) a € X keyfi verilsin. Bu noktanin her iki 6rtmeye gore de diiz-
giin olan acgik ve baglantili U komsuluklar1 vardir; U boyle olsun. p~1(U) ve
(p')~1(U) kiimeleri ayrik baglantil acik kiimelerin birlegimleridirler. Bunlar-
dan yo'1 iceren V ve f(y;)’1 iceren V' olsun. p|V : V = U ve p'|V' : V! - U
topolojik déniigiimler ve p’ o f = p oldugundan, f|V = (p'|V')~to (p|V) :
V. — V/ déniisiimii topolojiktir. p~H(U) = |;c; V; ise, f~H(V’) kiimesi
Vi N f71(yh) # 0 kosulunu saglayan V;’lerin ayrik birlesimidir. Dolayisiyla
f:Y — Y’ yerel diizgiin 6rtmedir.

(ii) ¥4 € p~*(wo) keyfi verilsin. 71 (X, 29) grubu (p') ~(zo) sapinda gegisli
islediginden, bir [7] € m(X,zo) ile yi = y; - [7] olur. Not 8.2.19’a gore
pu(m (Y, y)) = [tlpa(m (Y, yp)) 7]~ esitligi saglanir. Teorem 8.2.14’ten
dolay1, f(yo) = y{ kosulunu saglayan bir lifsel doniisiimiin olmas i¢in gerek
ve yeter kosul py(mi(Y,y0)) C px(mi(Y’,y;)) olmasidir. Bu iki bilgi savi
verir.

(iii) Esleniklik (ii)’den dolay1 gereklidir. Simdi kogulumuz saglansim. Bu
durumda bir 7 € T, (X) ile pu(mi(Y,v0)) = [tlpg(m (Y, yp))[r]~! olur.
Bu ise, yj := y( - [7] olmak tizere, py(m1(Y,v0)) = px(m1 (Y, y;)) demektir.
Dolayisiyla (8.2.14)’ten dolay1 f(yo) = y{ kosulunu saglayan f : Y — Y7,
ve g(y)) = yo kosulunu saglayan g : Y/ — Y lifsel doniisiimlerimiz vardir.
gof 1Y — Y lifsel doniigiimii i¢in (go f)(yo) = yo olur; dolayisiyla (8.1.1)’den

8Genelde Deck(Y/X) veya Deck,(Y/X) gosterimleri yaygmdir. Ancak p fonksiyonu,
kendiliginden X ve Y’yi biinyesinde barindirdigindan, D, yalin gosterimini yegledik.
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g o f = Idy. Benzer bi¢imde g o f = Idy~ elde edilir. Boylece (Y,p, X) ve
(Y',p', X) lifsel uzaylar1 denktirler.

(iv) Her f € D,(Y/X) bir lifsel doniigiimdiir; bu nedenle (8.1.1)’den
dolay1 f dontigiimii f(yo) degeri ile tek olarak belirlenmigtir. Y yol baglantih
oldugundan G grubu p~!(xq) sapinda gecisli isler; dolayisiyla bir [7] € G ile
f(yo) = yo - [7] olur. Not 8.2.19’dan dolayr p4(mi (Y, f(yo)) = [r]H[r]7 .
Teorem 8.2.14’ten dolay1 [7]H|[7]™! C H olur. Dolayisiyla [7] € Ng(H) olur.
Bir [0] € G ile yo-[7] = yo-[0] ise, yo = yo- ([7][o]™!) olur; bu da [7][0] ! € H
demektir. Bu ise, [7]'nin Ng(H)/H’deki denklik sinifim [7]7 ile gosterirsek
[7]g = [o]u demektir. Dolayisiyla [7]g yalmzca f’ye baghdir ve f — [7]g
ile tanimlanan D, (Y/X) — Ng(H)/H doéniigtimii birebirdir.

Eger [7] € Ng(H) ise H = [7|H[r]™* = py(m (Y, yo - [7])) oldugundan,
(8.1.1)’den dolayr f(yo) = yo - [r] olan bir f € D,(Y/X) vardir ve f —
[7]g oldugundan, doniisiimiimiiz értendir. Geriye dontigiimiimiiziin bir yap1
doniigiimii oldugunu gérmek kaliyor.

Simdi [r] € m(X,z0) ve y € p~'(x0) keyfi verilsinler. 7'nm 7’den bag-
layan cekilmigini 7, ile gosterirsek tanim geregi y - [7] = 7,(1). Simdi f €
D,(Y/X)ise, foT, = T, olur, dd. fof, doniisiimii 7'nin f(y)'den baglayan
¢ekilmigidir. Dolayisiyla

fly-1r]) = F(7y (1) = (F o 7y) (1) = Ty (1) = f(w) - [7] (8.5)

olur. Boylece f,g € Dy(Y/X) ve f(yo) = vo - [7] ve g(v0) = vo - [o] ise,
(8.5)'ten (g o f)(yo) = g(f(y0)) = g(yo - [7]) = g(yo) - [7]) = (yo - [0]) - [7] =
Yo - ([o][r]) olur. Bu ise g o f +— [o][7] demektir ve igimiz biter. [ |

Do6nme Sayilar:: Biz donme sayilarini agilar tizerinden tanimladik. Son-
ra déonme saylarinin integrallerle verilebilecegini gordiik. Simdi ise dénme
sayilariin topolojik olarak tanimlanabilecegini gosterecegiz.

v : [0,1] — C kapali gezisi verilsin ve w ¢ v olsun. Bu durumda 7(t) :=
4(t) — w ile tanimlanan 7 gezisinin izi C*’dadir. v kapali oldugundan 7 da
kapalidir. a := n(0) = n(1) olsun. a € exp~!(a)’dan keyfi secilsin. exp : C —
C* bir yerel diizglin 6rtme oldugundan, n gezisi baglangi¢ noktasi @ olan bir
i : [0,1] — C gezisine gekilebilir.  kapali oldugundan, bu gezinin b bitig
noktasi da exp~!(a) = a+ 2miZ sapindadir. Bu durumda 5 (7(1) — 7(0)) €
Z. Simdi 7 : [0,1] — C gezisi n’'nin baglangig noktasi a; ve bitig noktasi by
olan bir bagka cekilmisi ise,

1 1
(1 (0
S (i(1) = (0)) =
oldugunu savunuyoruz. Gergekten de exp 7 ()

= exp7)(t) oldugundan, bag-
lantili [0, 1] uzayinda tanmimh ve Z-degerli o := 5 (i —

7)) siirekli fonksiyonu
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sabittir. Dolayisiyla bir m € Z ile, her t igin 71 (¢) — 7(t) = 2mim olur. Bu-
radan 7(1) — 7(0) = 71 (1) — 71(0) elde edilir.

Onerme 8.2.21 ~:[0,1] — C bir kapal gezi, w ¢ 7, ve ) gezisi (C, exp, C*)
yerel diizgiin orti uzayinda 1 := v — w gezisinin herhangi bir ¢ekilmigi ise,

n(y,w) = = (i(1) - 7(0)).

2T

Kanit. Bu 6nermeyi parcali C' simifindan v gezileri icin kanitlamakla yeti-
necegiz. Bunun iginse C! smmifindan geziler icin kanitlamak yeterlidir.  gezisi
C! siifindan olsun. 7 gezisi (C, exp, C*)’de v —w’nin bir ¢ekilmisi olsun. Bu
durumda exp 7(t) = v(t) — w oldugundan,

V() =4 () expi(t) = 7' () (4(t) — w)
olur. Boylece 7/ (t) = +'(t)/(v(t) — w) ile

1 /
n(%w)zl./ a :1/ )y
2mi Jyz—w 27 Jo y(t) —w

1 [t 1
2wt Jo 2mi

Problemler
Problem 8.2.1 p:R3? — R?, p(xq, 10, 73) := (21, 22) Ve
V = {(cos 27t,sin 27t t) |t € R}

vida egrisi olmak iizere, p|V : V — S'’in bir yerel diizgiin 6rtme oldugunu
gosteriniz.

Problem 8.2.2 p:R — S, p(t) := €2™ icin (R,p, Sl)’in bir yerel diizgiin
ortme oldugunun gosteriniz. Ayni p ile

(R%,p xid,S' xR) ve (S'xR,idxp,S" xS
tigliilerinin de birer yerel diizgilin 6rtme oldugunu gosteriniz. Diger yandan

p|(=2,2) : (=2,2) — SVin bir dalsiz 6rtme oldugunu, ancak yerel diizgiin
ortme olmadigini gosteriniz.
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Problem 8.2.3 p : (—2,2) — S! déniisiimii p(t) := (cos27t,sin 27t) ol-
sun. p'nin bir dalsiz 6rtme oldugunu, ancak (1,0) € S! noktasmin hig bir
komsulugunun diizgiin értilemeyecegini kamtlayiniz.

Problem 8.2.4 XY Hausdorff topolojik uzaylar, X yol baglantili ve p :
Y — X yerel topolojik olsun. Asagidaki 6nermelerin denkligini kanitlayiniz:
(i) Her v € Gup(X) ve her @ € p~1(a) igin y'nin a’dan baglayan bir gekilmisi
vardir.

(ii) Her son noktasiz 4 : [0,1) — Y gezisi de, eger v = po# son noktasiz gezisi
[0, 1]de bir geziye genisletilebiliyorsa, [0, 1]’de bir geziye genisletilebilir.

Problem 8.2.5 X Y Hausdorff topolojik uzaylar, X yol baglantili ve p :
Y — X yerel diizgiin 6rtme ise, bir 6nceki problemdeki (i) ve (ii)'nin sag-
landigini gosteriniz.

Problem 8.2.6 X :=C\{£1}, Y := C\(5+7Z) ise, (Y, sin, X)'in bir yerel
diizgiin 6rtme oldugunu gosteriniz. v : [0,1] — X gezileri v;(t) = 1 — 7%
ve y2(t) = —1 + €™ olarak verilsinler. 11 := y1y2 ve 19 := 271 gezilerinin
baglangi¢ noktalar1 0 € Y olan ¢ekilmigleri i¢in 71 (1) = 27 ve 7j2(1) = —27
oldugunu gosteriniz. Buradan da (X, 0) 1n degismeli olmadigin gosteriniz.

8.3 Evrensel Ortmeler

Bu kesimde tiim gezilerimizin parametre araligini I = [0, 1] olarak segelim.
p: (Y yo) = (X, x0) yerel diizgiin 6rtme ise

Py m1(Y,90) = m1(X, 20)

dontigiimii birebirdir (bkz. (8.2.15)). Bunu, eger ayrica X ve Y uzaylarimiz
yol baglantili secersek, kabaca goyle yorumlayabiliriz: Y 'nin, dd. 6rten uza-
yin m1(Y) temel grubu, érttigli uzaym m(X) grubundan daha kiigiliktiir.
Olabilecek en kiigiik grup basit gruptur; bu ise Y'nin basit baglantili ol-
masi demektir. Y'nin basit baglantili olmasi durumunda ise, (8.2.18)’den Y
ortiisiiniin saplarinim 71 (X, zg) ile esgii¢lii oldugunu biliyoruz. Ayrica Y 'nin
yerel yol baglantili olmasin istersek, her yol baglantili p" : (Y, y() — (X, o)
yerel diizgiin 6rtmesi igin, f(yo) = y kosulunu saglayan bir f : (Y,p, X) —
(Y',p', X) lifsel doniiglimii vardir (bkz. (8.2.14)). Teorem 8.2.20(i)’den bu f
lifsel doniigiimiiniin bir yerel diizgiin 6rtme oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
(Y, p, X) ortiisii, X'in her yerel diizgiin ortiisiinii yerel diizgiin bigimde orter.
Boyle bir ortii, eger varsa, evrensel adim hak eder.
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Y # Z
X
Sekil 8.3: Evrensel ortii.

Tanim 8.3.1 Birp:Y — X yerel diizgiin ortmesine su kosul saglandiginda
X in bir evrensel ortistudir denir: Z 'nin baglantily oldugu her q : Z — X
yerel dizgiin ortmesi ve p(yo) = q(z0) kosulunu saglayan her yo € Y wve
20 € Z igin, f(yo) = 2o kosulunu saglayan bir tek f: (Y,p, X) — (Z,q,X)
lifsel dondistimi vardir (bkz. Sekil 8.3).

Lemma 8.3.2 XY, Z baglantily uzaylar ve (Y,p, X), (Z,q, X) iki evrensel
orti ise, bunlar lifsel uzaylar olarak esyapilidir.

Kanit. yo € Y ve 2y € Z 6geleri p(yo) = q(z0) olacak bigimde keyfi verilsin-
ler. Tamundan dolay1 f : (Y,p, X) — (Z,¢,X) ve g : (Z,¢,X) — (Y,p, X)
lifsel dontigiimleri f(yo) = 20 ve g(z0) = yo olacak bi¢imde vardir. Bu du-
rumda g o f doniigtimii (Y, p, X) lif uzayindan kendisine (g o f)(yo) = o
kosulunu saglayan bir lifsel dontigiimdiir. Ancak Idy de (Y, p, X) lif uzayn-
dan kendisine Idy (yg) = yo kogulunu saglayan bir bagka lifsel dontigtimdiir.
Evrensel ortiinlin tanimindan, bu kogulu saglayan bir tek lifsel doniistimi-
miiz vardir; dolaywsiyla g o f = Idy ve benzer irdelemelerle f o g = Idy
olur. Dolayisiyla g = f~! ve X tabanh (Y,p, X), (Z,q, X) lif uzaylar, lifsel
uzaylar olarak egyapilidir. Sonugta X’in bir evrensel ortiisii varsa bu, egyapi
disinda tek olarak belirlidir. |

X, Y, Z Hausdorff uzaylar1 olmak {izere, Y yerel yol baglantili ve basit
baglantili olsun. Her yerel diizgiin p : ¥ — X bir evrensel 6rtmedir. ¢ :
Z — X de bir yerel diizgii 6rtme ise, go f = p kosulunu saglayan bir siirekli
f:Y — Z doniigiimi vardir. Bir anlamda X’in evrensel ortiileri en biiyiik
ortiilerdir.

Simdi baz1 X uzaylarinin evrensel Ortiilerinin varhiginmi arastiracagiz. X
basit baglantili olmak iizere, p : X — X bir evrensel 6rtii olacaksa Onerme
8.2.16’dan biliyoruz ki, her x € X icin p~!(z) ve m (X, z) es giiclii olmah-
dirlar. Eger ayrica X’i baglantih varsayarsak, her x € X i¢in 7 (X, z) =
7m1(X) olur. Bu durumda eger U C X agik kiimesi diizgiin ortiillmiigse,
(p_l(U),p|p_1(U), U) ortii uzaymm, 71 (X) ayrik topolojiyle ahnmak {izere
(Uxm1(X),p1,U) ortii uzayi ile egyapili oldugunu biliyoruz; burada p; birinci
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koordinata izdiigimdiir. Uygun X uzaylari i¢in evrensel ortiiniin varhiginin
degisik kanitlar1 vardir. Bunlardan biri bu tip U’larla X'i ortiip, bunlari uy-
gun bicimde yapistirarak (X,p,X)’i elde etmektir (bkz. [32]). Biz bu yolu
izlemeyecegiz.

Tanim 8.3.3 X bir topolojik uzay ve U C X ag¢ik olsun. U ’daki her kapals
v gezisi X ’te sifira evrilebilirse, U ya tyi diyelim. X topolojik uzayina, her
x € X noktasvmn bir iyt komsulugu varsa, yar: yerel basit baglantilidir
denir. Yol baglantily, yerel yol baglantily ve yary yerel basit baglantily topolojik
uzaylara kisaca yeterince baglantily denir.

Ozel olarak, her D,(x) C C dairesi basit baglantili oldugundan, her
X C C agk kiimesinin her x noktasinin bir (¢ok) iyi komgulugu vardir.
Dolayisiyla, her B C C bdélgesi yeterince baglantilidir.

Her n € N* igin C,,, diizlemde, merkezi (1/n,0)’da ve yarigap1 1/n olan
cember olmak iizere X := J, oy« Cn olsun. X'’e Hawaii kiipeleri denir. X
yol baglantili, yerel yol baglantili ancak yar1 yerel basit baglantili degildir.
X x [0, 1] silindirinin tabanin bir kapakla kapatarak elde ettigimiz uzay yari
yerel basit baglantili, ancak yerel basit baglantlh degildir.

P X o5 X yerel diizgiin 6rtme ve X basit baglantily ise, X wuzayr yare
yerel basit baglantily olmak zorundadir. Gergekten de a € X verildiginde
a’nin diizgiin ortiillmiig bir agik U komsulugunu segelim ve V' ise U iizerinde
bir yaprak ve a € Vﬂp Y(a) olsun. Simdi v € T,(U ) ise, § == (p|V)
gezisi bir yandan ~'nin gek11m1§1 diger yandansa Xte kapalidir. X basﬂ:

baglantlh oldugundan 4 ~ 0 Simdi H : A~ X 0 ise, H := p o H olmak iizere
H:~ X 0, boylece U iyidir.

Teorem 8.3.4 (Evrensel Ortiiniin Varlig1) Her yeterince baglantile X
Hausdorff topolojik uzaynin birp : X — X evrensel értiisi vardir ve evrensel
ortiilert basit baglantilidar.

Kanit. (a) X wve p’nin tamema: Bir ¢ € X noktasim segip sabit tutalim.
Her z € X i¢in Ggo(X) 1= Guu(X)/ ~uk olsun; a € G, 5(X)'in denklik
simifini da [a] ile gosterelim. X := e x Gao(X) ve p: X — X doniigiimii
a € Gu.(X) igin p([a]) := x olarak tanimlansm. Bu tammla p~!(z) =
G,z (X) oldugu apagiktir. X’te tanimlayacagimiz uygun bir topolojiyle p’nin
bir evrensel 6rtme olmasini saglayacagiz. Genellikle gezilerimizin parametre
araligim I = [0, 1] alacagiz; bir a gezisi i¢in a(1), bu gezinin bitig noktasini
gosterecektir.

(b) X ’in topolojisi: [] € X noktasi keyfi verilsin ve a € G, (X)) olsun.
U C X kiimesi x noktasinin bir iyi komgulugu ise,

U(le]) := {[8]| 3y € U, 36 € G,y (U) 6yle ki 8 = ad}



8.3. EVRENSEL ORTMELER 647

olsun. Once bu tammin kusursuz oldugun, dd. §'nin se¢iminden bagimsiz

oldugunu gérelim: 6,8" € G, (U) olsun. U iyi oldugundan §(d")~ £ 0 olur.
KA T Teorem 2.9.13’tin kanitindaki argiimanla § ~,; ¢’ dolayisiyla ad ~
ad' ve buradan da [3)'mn, dolayisiyla U([a])’mn tanimm kusursuz olur®. Eger
18] € U([a]) ve B € Guy(X) olmak dizere, V kiimesi ynin V C U kosulunu
saglayan bir iyi komsulugu ise V([3]) € U([a]). Gergekten de bir § € G, ,(U)
ile = ad. Simdi [y] € V([8]) ise, bir z € V ve bir & € G, (V) ile v = 5.
Dolayisiyla v = add’ ve [y] € U([a]) olur.

B(la]) := {U([a]) |U, ’in bir iyi komgulugu}

olsun. Simdi U([a]), V([e]) € B(|e]) ise, 2’'in W € U NV olacak bicimde
bir iyi W komsulugu vardir. Agikca W ([a]) € U([a]) N V([e]). Dolayisiyla
X'te B([a]) ailesini [a] noktasimn bir komsuluk baz1 kabul eden bir topoloji
vardir. X bu topolojiyle almacaktir.

(c) p: X 5 X yerel diizgiin ortmedir. Gergekten de, her iyi U igin
p|U(Ja]) : U([a]) — U déniigiimii topolojiktir ve = € U ise, p~*(U) =
UiajeGa.. () U([a]). Teorem 8.2.9'dan dolay1, p gezileri ekme 6zelligine sa-
hiptir.

(d) X bir Hausdorff uzaypder. [a],[8] € X ve a(l) ==z # y = B(1)
olsun. X bir Hausdorff uzay1 oldugundan, x ve y noktalarimin U ve V iyi
komsuluklar1 UNV = () olacak bicimde secilebilir. O zaman U ([a])NV ([8]) =
() olur. Simdi x = y ve [a] # [B] olsun. U, z’in bir iyi komgulugu ise,
U([a])NTU([B]) = 0 olmak zorundadur. Tersini varsayalim ve [y] bu arakesitte
olsun. Bu durumda, eger v(1) = c ise, 6,0’ € G, ((U) ile [A] = [ad] ve [A] =
[80"] olur. Dolayisiyla [a][d] = [8][¢’] ve buradan da U’'nun basit baglantili,
dolayisiyla KA T Teorem 2.9.13 ile [§] = [0’] oldugunu gozetirsek [a] = [f]
olur ve bu bir celigkidir.

(e) X baglantihdyr. Once X'in yol baglantilh oldugunu gorelim: cq, izi a
olan sabit gezi olmak iizere [c,] € X. Biz her [7] € X noktasmmn, X'teki
bir 4 gezisi ile [¢,] noktasmma baglanabilecegini gosterecegiz. v € G4 (X)
olmak iizere [y] € X keyfi verilsin. Her s,t € I icin ~4(t) := ~(st) olarak
tanmimlansin (7, gezisi ][0, s]’den bir parametre degisimi ile elde edilmis-
tir.). 70 = ¢4 ve v5(1) = ~(s) oldugunu belirtelim. 4 : I — X déniigiimii
A(t) := [y olarak tamimlansin. Simdi 4'nin siirekli oldugunu gosterelim.
7 € I keyfi verilsin. 4(7)’m bir V komsulugu verilsin. U, ()’ bir iyi
komsulugu olmak iizere, genellikten bir sey kaybetmeden V = U([y,]) ala-
biliriz. v stirekli oldugundan, 7'in I’da bir I* komsgulugu v(I*) C U olacak

9Eger U basit baglantil ise, dogrudan KA I Teorem 2.9.13ten & ~; &' elde edilir.
Katmanllara odaklanirsak, onlar yerel basit baglantili olduklarindan, U daha bagtan basit
baglantili secilir.
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icimde vardir. Eger 7 < t € I* ise [v] = [v+7|[7,t]] ve v([7,t]) C U oldu-
gundan 4([r,t]) € U(Jer]), ve benzer bigimde ¢ € I* olmak iizere t < T ise,
A([t,7]) € U([az]) olur. Ozetle 4(I*) C U([ewr]). Béylece 4 fonksiyonu 7'da,
ve 7 keyfi segildiginden I’da siireklidir. Dolayisiyla 4 gezisi [y9] = [¢,] nokta-
st [y] noktasima baglar. X’in herhangi herhangi bir noktas [ca]’ya bir yolla
baglanabildiginden, X’in herhangi iki noktasi birbirine bir yolla baglanabilir.
Ozetle X yol baglantiidir. Ayrica B bazindaki U([a]) yol baglantili, dolay:-
siyla X yerel yol baglantili oldugundan, X baglantili olur. Ayrica po 4y =~
oldugundan, 4 gezisi v'nin bir ¢ekilmisidir.

(f) Simdi X’in basit baglantilh oldugunu gérelim: X yol baglantili ol-
dugundan, m; (X' , [ca])'nin basit oldugunu goérmek yeterlidir. §imdi X’te bir
Y € Tiea) (X) turu keyfi verilsin. Bu durumda v := po 4 € T,(X) olur ve
4 turu v turunun [c,]'dan baglayan ¢ekilmigidir. ~, gezileri (e)’deki geziler
olmak ftizere, H(t,s) := v5(t) ile tamimlanan H : I x I — X evirmesi ¢,
sabit gezisini v’ya evirir. H nin H ¢ekilmisi ise, (8.1.2)’den dolay1 Cle,] Sabit
gezisini 4’ya evirir, dd. 4 ~ 0.

(2) Sonugta Teorem 8.1.4’ten dolay1 (X, p, X) evrenseldir. (Y, q, X) bir
bagka evrensel ortii ise, bunlar (8.3.2)’den dolay lifsel uzay olarak denktirler.
Sonug olarak X ve Y topolojik olarak denktirler; bdylece X basit baglantih
oldugundan Y de basit baglantilidir. |

Teorem 8.3.5 Y basit baglantil ve X ise yol baglantils ve yerel yol baglantilr
olmak tizere, (Y,p, X) yerel diizgiin értmesi verilsin. Asaqidakiler gecerlidir:

(i) D, grubu, her p~1(z) sapinda diizgiin isler.
(i1) m(X) = D,, dd. bu gruplar esyapilsdar.

Kamnit. (i) Dogrudan evrensel ortiintin tamimidan ¢ikar. a € X ve by, by €
p~!(a) olsunlar. Evrensel 6rtiiniin tanimidan, tek olarak belirli birer f,g :
(Y,p,X) — (Y,p, X) lifsel doniigtimii, f(b1) = by ve g(by) = b1 olacak
bi¢gimde vardir. Yine evrensel ortiiniin tanimindan go f = Idy ve fog = Idy.
Dolayisiyla f, g topolojik, béylece f € D, ve f(b1) = b olur. Demek ki, D,
grubu p’nin saplarinda diizgiin igler.
(ii) m(Y") grubu basit oldugundan, sav dogrudan (8.2.20)(iv)’ten ¢ikar.
|

Ornek 8.3.6. (1) C basit baglantili oldugundan (C,exp,C*) yerel diizgiin értmesi ev-
renseldir. Her m € Z igin ¢, : C — C donislimi tm(z) := 2z + 2wim otelemeleri
olmak iizere, agikca tm, € Dexp. Diger yandan f € Deyp keyfi verilsin. Tanim geregi
exp(f(0)) = exp0 = 1 olmak zorundadir. Dolayisiyla bir m € Z ile f(0) = 2mim
olur. Sonugta f(0) = ¢, (0) oldugundan, evrensel ortii tanmmmindan f = ¢, olur. Bdy-
lece T1(C*) = Dexp = {tm |m € Z} 2 Z olur.
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(2) C™ sol yaridiizlem olmak iizere, p : C~ — D* doniiglimii p(z) = e* olarak ta-
nimlansin. C~ basit baglantili ve p bir yerel diizgiin 6értme oldugundan, bu bir evrensel
ortidir.

(3) R-dogrusal bagimsiz w1, w2 € Cile Q = Zwi + Zwz ve g : C — T olsun. w € Q
i¢in t,(2) := z + w olmak {lizere, 6rnek (1)’dekine benzer irdelemelerle 71 (Tq) = Dy
{tw |w € Q} 2 Z X Z elde edilir.

Problemler

Problem 8.3.1 X baglantili ve yerel yol baglantili topolojik uzay, p: Y —
X bir evrensel értii, a € X ve b € p~!(a) olsun. Her f € D,, igin ®(f) := f(b)
olarak tanimlanan ® : D, — p~!(a) déniisiimiiniin bir tamegleme oldugunu
gosteriniz.

Problem 8.3.2 p: Y — X evrensel orti ise, ¢([y]) := p(y) ile tanim-
lanan ¢ : Y/D, — X ile tanimlanan ¢ doniigiimiiniin topolojik oldugunu
gosteriniz.

Problem 8.3.3 ne N*vep: D — D, z — 2" olsun. & := expi%”k, 1<
k < n olmak {izere ¢, : D — D dontisiimii ¢k (z) := &z olarak tanimlansin.
D, ={L ¢1,...,¢n} oldugunu kanitlayiniz.

8.4 Katmanhlar

Tanim 8.4.1 X bir Hausdorff topolojik uzay olmak tizere, her a € X dge-
sitnin bir U agik komsulugu, R™de a¢ik bir V' a¢ik kiimesi ve bir ¢ : U — V
topolojik doniistimi bulunabiliyorsa, X bir n-boyutlu katmanlidir denir.
(U, 9, V) dglistine, veya yaln bicimde (U, ) ikilisine X ’te bir harita de-
nir. X wzayinda bir A = {(Ui, i) }.c; haritalar ailesine, X = J,-; U; sag-
lanmassa bir atlas denir.'®

i€l el

Katmanlilar yerel olarak R™’deki bir B, topu gibi olduklarindan yerel
yol baglantili, yerel basit baglantili, dolayisiyla yari-yerel basit baglantilidir.
Yol baglantili, dolayisiyla baglantili katmanlilar yeterince baglantili olduk-
larindan, (8.3.4)’ten agagidaki teorem elde edilir:

Teorem 8.4.2 Her baglantily katmanhinin basit baglantils bir evrensel ortisi
vardar.

10Kimi yazar “katmanli” yerine “topolojik katmanl” der. Biz kisaca “katmanli” diyecegiz.
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Onerme 8.4.3 X ve X baglantily katmanlhilar olmak dzere p : X > X
yerel topolojik olsun. Ayrica X basit baglantily ve p gezileri ¢cekme ézelligine
sahipse p dontstimi topolojiktir, dolayisiyla X ’te basit baglantilidar.

Kamt. i € X ve a := p(a) ve I = [0,1] olsun.

(1) p ortendir. Gergekten de x € X keyfi verilsin. X’te bir v : [ — X
gezisini baglangic noktasi a ve bitig noktasi x olacak bigimde secelim. 4 gezisi
~v'min bir ¢ekilmigi ve & = 4(1) ise, p(z) = x.

(2) p birebirdir. a1,éd2 € X ve p(a;) = p(az) = a oldugunu varsayalim.
5 : I — X gezisini 4(0) = a1 ve 4(1) = ag olacak bigimde secelim. v := po# :
I — X, baglangig noktasi ve bitig noktasi a olan bir kapal gezidir. X basit
baglantili oldugundan, v’y1 X te baglangi¢c noktasi ve bitig noktasi a olan ¢,
sabit gezisine eviren bir {7s}secr evrimi vy = 7 ve 91 = ¢, olacak bi¢imde
vardir. Teorem 8.1.2’den dolay1 her bir v, gezisi X’te bir Ys gezisine, {Ys}ser
bir evirme, 4 = 4p ve her s igin 45(0) = a1 ve her s, s’ € I igin Y5(1) = Js(1)
olacak bicimde evrilir. Boylece

az =5(1) =%(1) =n1) =a

olur; dolayisiyla p birebirdir.
(1) ve (2)’den p bir tam eslemedir; ayrica yerel topolojik oldugu igin agik
ve stireklidir. Boylece p bir topolojik déniigtimdiir. |

Teorem 8.4.4 X ve X katmanl olmak lizere, bir p : X = X dalsiz ortme-
sinin bir yerel diizgiin 6rtme olmast icin gerek ve yeter kosul gezileri ¢cekme
ozelliginin olmasidar.

Kanit. (1) Teorem 8.2.9’da yerel diizgiin értmelerin gezileri ¢ekme ozelligi
oldugunu kanitladik.

(2) Simdi p gezileri ¢ekme ozelligine sahip olsun. X’in her z noktasi
icin X’te baglangi¢ noktasi x olan geziler vardir; bu ve p’nin gezileri ¢ekme
ozelliginden p orten olmak zorundadir. Simdi a € X keyfi verilsin ve U ise
bu noktanin basit baglantili bir komsulugu olsun. p~!(U)’nun baglantili bi-
legenlerine parcgalanist |—|je J Uj olsun. Her 5 € J i¢in p|Uj : Uj — U’nun
da gezileri gekme 6zelligi oldugunu savunuyoruz. Gergekten de a; € Uj ve
p(a;) =: a;j € U olsun. U’da baglangi¢ noktasi a; olan bir v gezisi verildiginde
p bunu X’de baglangi¢ noktasi a olan bir 4 gezisine ¢eker. 4 baglantili oldu-
gundan, p~!(U)'nun baglantili bilegenlerinden bir tanesindedir ve AN Uj £ 0
oldugundan, 4 C Uj olmak zorundadir. Ozetle p|Uj gezileri ¢eker. Sonugta

U ; ve U baglantih katmanhlar, U basit baglantili ve p|Uj gezileri gekme 6zel-
ligine sahip oldugundan, Onerme 8.4.3’ten her j € J icin p|U; topolojiktir;
dolayisiyla p : X — X yerel diizgiin 6rtmedir. |
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Teorem 8.4.5 X wve Y baglantily katmanhlar, Y basit baglantils ise, her
yerel diizgin p: Y — X oOrtisi evrenseldir.

Kanit. Dogrudan tanim ve 8.2.13’ten ¢ikar. |

(X, T) topolojik uzay1 verilsin. T topolojisinin bir sayilabilir bazi varsa,
kisaca X’in topolojisi sayilabilir denir.

Lemma 8.4.6 X,Y topolojik uzaylar ve f : X — 'Y siirekli, agik ve drten
olsun. X “in topolojisi sayilabilirse Y 'ninki de saylabilir.

Kamt. B, X’in sayilabilir bir bazi ise, f(B) := {f(U)|U € B}’'nin Y’nin
topolojisinin bir bazi oldugunu savunuyoruz.

f bir agik doniigiim oldugundan, her U € B i¢in f(U) agktir. V C Y
agik kiimesi keyfi verilsin ve y € V olsun. f 6rten oldugundan f(x) = y olan
bir € X vardwr. f siirekli ve B bir baz oldugundan, bir U, € B kiimesi
z €U, C f~1(V) ve f(U,) C V olacak bigimde segilebilir. Her y € V icin
y € f(Uy) oldugundan V' = {J, ¢y f(Uy) olur ve bu, savi kanitlar. |

Teorem 8.4.7 (Poincaré-Volterra) X baglantile bir katmanl ve Y sa-
ylabilir bir baze olan Hausdorff topolojik uzay olsun. Eger bir f : X — 'Y
siirekli déndigiimii her y € Y icin, f~(y) sapr ayrik olacak bigimde varsa,
X in de bir saylabilir bir baz vardar.

Kanit. B, Y’nin topolojisinin sayilabilir bir bazi olsun. i/ ise X’in agagidaki
iki kogulu saglayan agik altuzaylarinin ailesi olsun:

(i) U’nun topolojisi sayilabilir,

(ii) U bir V € Bigin f~1(V)’nin bir baglantil bilegenidir.
(a) U'nun X’in topolojisinin bir bazi oldugunu savunuyoruz. X katmanlhsi-
nin her (U', ¢/, V') haritas: i¢in U 'niin topolojisi sayilabilirdir. Simdi X'in
bir A agik kiimesi ve z € A keyfi segilsinler. X yerel kompakt Hausdorff
uzayl ve f ayrik oldugundan, z noktasimmin goreceli kompakt bir W € A
komsulugu OW N f~1(f(z)) = 0 olacak bigimde secilebilir. Haritalarin to-
polojileri sayilabilir oldugundan W ’nin topolojisi sayilabilir. f siirekli oldu-
gundan f(OW) kompakttir ve bir Hausdorff uzayimin kompakt altkiimesi
olarak kapalidir ve f(z) noktasim igermez. Dolayisiyla bir V' € B kiimesi
f(z) € Vve VN f(OW) = () olacak bigimde vardir. Simdi U agik kiimesi
f~1(V)'nin 2’1 iceren baglantili bileseni olsun. Simdi U N W = ) oldugun-
dan x € U C W € A, dolaysiyla U € U olur. Boylece U, X’in bir bazidir.

(b) Uy € U keyfi verilsin. Ancak sayilabilir goklukta U € U i¢in UyNU # ()

oldugunu savunuyoruz. Up'in topolojisi sayilabilir oldugundan, her V' € B
icin f~1(V)’nin baglantili bilesenlerinden ancak sayilabilir tanesi Uy’1 keser.
B’nin sayilabilirligi savi verir.
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(¢) Simdi U’nun sayilabilir oldugunu savunuyoruz. Bir U* € U segilip
sabit tutulsun. Uy = U* olmak tizere, Uy, Uy,..., U, € U ve 1 < ¢ < n i¢in
U;_1 NU; # B kosulunu saglayan n-zincirlerinin son pargalar1 olan U, lerin
ailesini U, ile gosterelim. X baglantil oldugundan U = J, e Un oldugunu
gérmeyi okura birakiyoruz. Dolayisiyla, her U, in sayilabilir oldugunu gor-
mek yeterlidir. Uy = {U*} elbette sayilabilir. U, sayilabilirse, (b)’den dolay:
Uy 41 sayilabilir. Bu, savi tamamlar. |

Problemler

Problem 8.4.1 Katmanl tamiminda Hausdorff’luk kogulunun gereksiz ol-
madigini, dd. haritalarla ortiilebilen bir X topolojik uzayinin mutlaka Ha-
usdorff uzay1 olmasi gerekmedigini érnekleyiniz.

Problem 8.4.2 Baglantili X katmanlisi i¢in asagidaki onermelerin denk
oldugunu kanitlayiniz:
(i) X’in topolojisinin sayilabilir bir baz1 vardir.
(ii) X kompakt tiiketilebilir, dd. K,, C X kompakt altkiimeleri Ky C Ky C
- ve X =J,,>¢ Kn olacak bicimde vardir.

Problem 8.4.3 X bir katmanlh, X' C X kompakt ve (z,) C K ise, bu
dizinin yakinsak bir altdizisinin oldugunu kanitlayiniz.

Problem 8.4.4 X bir katmanli ve Y bir Hausdorff topolojik uzay olmak
iizere, gezileri cekme 6zelligine sahip her dalsiz p : Y — X 6rtmesinin aslinda
bir yerel diizgiin 6rtme oldugunu gosteriniz.

8.5 Riemann Yiizeyleri

Simdiye kadar elimizde U C C, agik bir kiime olmak iizere, f : U —
Cwo tipindeki fonksiyonlar i¢in tanimlanmig bir holomorfluk kavrami var.
Riemann’in diigiincesi bir X yiizeyi ve U C X agik kiimesi verildiginde
f : U — C4 tipindeki fonksiyonlar igin bir holomorfluk kavrami tanimlamak
olmustur.

Uzlagma: Bundan sonra yalnizca kompleks 1-boyutlu, dolayisiyla reel 2-
boyutlu katmanlilarla galisacagiz.

Simdi bize 2-boyutlu bir X katmanlsi verilsin. (U, ;) ve (Uj, ;) bu
katmanhda U;; := U; N U; # 0 kosulunu saglayan iki harita olsun. k €
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Sekil 8.4: Uyumlu haritalar.

Noo := N U {oo} olmak {izere
wji = (0;1Us5) o (@ilUij) ™" = 0i(Uij) = ¢ (Us5) (8.6)

doniisiimii C* simuifindansa (U;, ;) ve (Uj, ;) haritalan CF-uyumludur,
eger j; doniistimii biholomorfsa (U;, ;) ve (Uj, ;) haritalarr holomorf
(veya analitik) uyumludur denir. ¢;; doniiglimlerine ise koordinat de-
gisimi denir. Anlatim kolaylagtirmak agisindan, U; N U; = 0 oldugunda
da (U;, ¢i) ve (Uj, ;) haritalarima C* veya holomorf uyumludur diyelim. X
uzaymizdaki bir 2 atlasina, bu atlastaki haritalar birbiriyle holomorf (veya
C*) uyumlu iseler, bir kompleks (veya bir C¥) atlas denir. X te 2, A’ komp-
leks (veya CF) atlaslar verilsin. 2 kompleks (veya C¥) atlasmin her haritasi
2l kompleks (veya C*) atlasinin her haritasi ile holomorf (veya C*) uyumlu
ise, 2 ve 2 atlaslar1 birbirine denktir denir ve bu 2 ~ 2’ ile gosterilir. X
iizerindeki kompleks (veya C*) atlaslar kiimesinde ~ bir denklik bagintisidir.
Bu bagintiya gore 20'min denklik simifini [2(] ile gosterelim.

Tanmim 8.5.1 2-boyutlu X katmanhsindaki A kompleks (veya C*) atlaslare-
mn [A] denklik simiflarma X 'te kompleks (veya C*) yapalar denir.

X’te A, A" kompleks (veya CF) atlaslar1 icin 2 ~ 2’ olmas1 2 U A niin
de X'te bir kompleks (veya C¥) atlasi olmasina denktir. Bu nedenle, 2* :=
Uarepq 2’ de X’te bir kompleks (veya C*) atlastir. Elbette her 2 € [¥]
igin A" C A*, dd. 2A* atlas1 [A]da C bagmmtisina gore maksimaldir. Agikga
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21* kompleks (veya C*) atlasi 2'nin her bir haritasi ile holomorf (veya C¥)
uyumlu olan X’teki tim haritalarin ailesidir.

Tamim 8.5.2 X, 2-boyutlu bir katmanli ve [] ise X ’te bir kompleks (veya
C*¥) yapr olmak iizere, X = (X, [2]) ikilisine bir kompleks (veya C*) kat-
manly denir.

Uzlagma: [] kompleks yapisi 2 veya 2* ile tek olarak belirli oldugu i¢in
(X, [2(]) yerine yalin olarak (X,2A*) veya (X,2) da yazacagiz. Eger sz ko-
nusu A atlasi belli ise, X = (X, [2]) kompleks katmanlsi yerine kisaca X
kompleks katmanlisindan s6z edebiliriz. (U, o) ikilisi X kompleks katmanli-
smin bir haritas: olsun dedigimizde kast edilen (U, ) € A* olacaktir.

Not 8.5.3 (1) X katmanlisinda 2 herhangi tiirden bir atlas ve U C X bir
agik altkiime ise, A|U := {UNV |V € A} da U’da aym tiirden bir atlas ve
(U, [2A|U]) aym tiirden bir yapidir ve biz U agik alt kiimelerini hep bu yap:
ile alinmig varsayacagiz.

(2) 2 hangi tiirden atlas olursa olsun, (U, ¢, V') € 2 ise, her agtk Uy C U
icin Vi := ¢(U1) olmak iizere (Uy,p|Ui, V1) € A*. Bu nedenle a € U igin,
gerektiginde V11 ¢(a) merkezli yeterince kiigiik acik top olarak segebiliriz.
(a)-merkezli agik topumuzu herhangi bir » > 0 igin 0-merkezli r-yaricaph
agik topa biholomorf resmedebildigimizden (X, ) katmanhsi ve a € X nasil
verilirse verilsin a € U kosulunu saglayan (U,v, B,) € 2* haritalarimiz
vardir.

(3) Id,Id doniigiimleri Id(z) = z ve Id(z) = Z olmak iizere, C’deki
(C,Id,C) ve (C,Id,C) haritalar1 holomorf uyumlu degillerdir; dolayisiyla
2 = {(C,1d,C)} ve & = {(C,Id,C)} atlaslar1 C’de iki farkh kompleks yap1

tanumlar. A

Genelde X = (X, [2l]) yerine yalin olarak X = (X,2() yazilir; biz de
c¢ogunlukla boyle yapacagiz. Katmanlilar yerel olarak B, agik toplar1 gibi
olduklarindan yerel yol baglantili, yerel baglantili ve yerel basit baglantili
uzaylardir.

Tanim 8.5.4 Baglantilh kompleks katmanhlara Riemann ytizeyleri diye-
ceqiz.

Kimi yazarlar Riemann yiizeylerinin “baglantili 7 olmasini istemezler. O-
ziinde bu gergek anlamda bir genelleme degildir. Soyle ki, bir Riemann ytize-
yinde ¢aligmak, onun her bir baglantili bileseninde ¢alismaya denktir. Cogu
teoremlerimiz baglantili kompleks katmanlilar i¢in gecerli oldugundan genel
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yaklagim, “baglantililigi” Riemann yiizeyi kavramina katmaktir. Kimi yazar-
lar Riemann yiizeylerinin topolojilerinin ikinci sayilabilir olmasini isterler.
Ancak Rado, baglantili Riemann yiizeylerinin topolojilerinin ikinci sayila-
bilir oldugunu kanitlamigtir; bu nedenle bu kosulu Riemann yiizeyi tanimi
icine almadik.

Tanim 8.5.5 X = (X,[A]),Y = (Y,[B]) iki kompleks katmanl (veya C*
katmanhsi) olsun. A = {(Ui, i) };e; ve B ={(Vj 1)} olsun. f: X =Y

strekli dontistimine, heri € 1,5 € J i¢cin

pjofopr toiUin fTHV)) — v;(V5) (8.7)

klasik anlamda holomorf (veya C* simafindan) ise, X kompleks katmanlisin-
dan (veya C* katmanhsindan) Y kompleks katmanhsina (veya C* katmanl-
sina) bir holomorf déniigtimdiir (veya bir C* doniigiimiidiir) denir. Eger
f tamesleme ve f ve f~V’in her ikisi de holomorf (veya C* déniisiimii) ise,
f biholomorftur veya bianalitiktir(veya C* esyapr doniisimiidiir, dd.
CF diffeomorfizmidir) denir. X kompleks katmanhsindan Y kompleks kat-
manlisina biholomorf bir f dondisimi varsa, X, Y ye analitik denktir veya
izomorftur diyecek ve bunu X =) ile gosterecegiz.

X kompleks katmanlisindan ) kompleks katmanlisina holomorf doénii-
stimlerin kiimesini H(X,)Y) ile gosterecegiz. S6z konusu [2], [B] kompleks
yapilar1 belli oldugunda, yaln olarak X,) yerine X,Y ve H(X,)) yerine
H(X,Y) gosterimini yegleyecegiz. Bir X katmanhsindaki iki [2] , [B] komp-
leks yapilar1 igin [] # [B] iken yine de (X, [A]), (X, [B]) kompleks katman-
lhilar1 analitik denk olabilirler (bkz. Problem 8.5.4)!

Ornek 8.5.6. U C C bostan farkh bir acik kiime ve Idy : U — U 6zdeslik déniisiimii
olmak tizere, 2 := {(U,1dy)} bir kompleks atlas ve (U,2) bir kompleks katmanli, U bir
bolge ise bir Riemann yiizeyidir. Her § # U C C agik kiimesini bundan sonra bu (U, 2)
kompleks katmanlisi olarak ele alacagiz. U bir bolge ise (U,2l), 6zellikle de (C,2) bir
Riemann yiizeyidir.

U cC Cagkve f:U — C ise, elimizde f i¢gin daha 6nce tanimlanmig
bir holomorfluk kavrami var; buna, vurgulamak gerektiginde klasik anlamda
holomorfluk diyelim. Simdi U ve C kompleks katmanli olarak alindiginda
f U — C’nin bir holomorf déniisim olmasi tam da f'nin klasik anlamda
bir holomorf fonksiyon olmasi demektir.

Tanim 8.5.7 X bir kompleks katmanl, C ise {(C,1d¢)} atlaswyla alinmas
Riemann yiizeyi olmak dzere, f : X — C holomorf doniisimlerine X ’te

holomorf fonksiyonlar denir ve bu durumda H(X,C) yerine yalin olarak
H(X) yazlr. Yine

Aut X :={f|f: X — X biholomorf}
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olarak tanimlanr.

Y C X agik olmak iizere bir f:Y — C fonksiyonunun holomorf olmasi,
her (U, ¢) € A haritasi igin fo ™! : p(UNY) — C fonksiyonunun klasik
anlamda holomorf olmas1 demektir. Y’deki holomorf fonksiyonlarin kiimesi
yine yalin olarak H(Y") ile gosterilir.

Kompleks katmanlhlar arasindaki holomorf déniigtimlerin bilesimi de ho-
lomorftur. Her i € I # () i¢in bir U; € C agik kiimesi verilsin ve U := Uicr Ui
olsun. Klasik anlamdaki Yerel-Tiimel-Ilke sunu soyler: Bir f : U — C
fonksiyonunun holomorf olmasi igin gerek ve yeter kosul, her f|U; kisitla-
miginin holomorf olmasidir. Yerel-Tiimel-Ilke holomorf doniisiimler icin de
gecerlidir: X,Y kompleks katmanhlar, her i € I # () i¢in U; C X bir agk
altkiime, X = (J;c; Ui ve f : X — Y olmak iizere, f'nin bir holomorf do-
niigiim olmasi igin gerek ve yeter kosul, her i € I i¢in f|U; : U; — Y’nin bir
holomorf déniisiim olmasidir.

Not 8.5.8 (1) Eger (X,2() bir kompleks katmanh ve (U,p,V) € 2 ise,
¢ : U — V doniigimii (U, 2A|U) kompleks katmanhisindan V' kompleks kat-
manlisina bir biholomorf déniigimdiir.

(2) Bir (X, [2(]) kompleks katmanli bir anlamda yerel olarak C’de bir
acik kiime gibidir. a € X ise, atlasimizda a € U kosulunu saglayan en az bir
(U, ¢, V) haritamiz vardir. U’da yapmak istediklerimizi V’de yapmak isteriz.
Ancak a noktasim igeren birden fazla haritamiz olabileceginden ve koordinat
degisimlerimizin biholomorf olmasini istedigimizden a i¢in tamimlayacagimiz
kavramlar biholomorf doniigiimlere gore degismez olmak zorundadir. A

Uzlasma: U C C, acik ve S? bir Riemann yiizeyi olarak ele alindiginda
bunlar sirasiyla érnek (8.5.15) (1) ve (2)’de verilen 2 kompleks atlaslarinin
belirledigi kompleks yapi ile alinacaktirlar. Bu durumda simdi verdigimiz
f € H(U,Cy) tamimi KA T Tanim 3.6.8 ile ortiisiir.

X = (X,2) herhangi bir kompleks katmanh olmak iizere, f € H(X,C)
holomorf dontigtimlerine daha 6énce X’te holomorf fonksiyonlar demis ve bun-
larin kiimesini yalin olarak #(X) ile gostermistik.

X,Y kompleks katmanhlar ve f : X — Y stiirekli olsun. Bu kosullarda
f’nin holomorf olmasi, her agck V" C Y ve her h € H(V) igin ho f €
H(f~1(V)) olmast demektir. Béylece, her f : X — Y holomorf fonksiyonu
her acitk V C Y igin bir

fPHV) = HTHV)), (he o f)

fonksiyonu tanimlar. f*(h)’ye h'nin f ile geri ¢ekilmisi denir. Dogal iglem-
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lerle #(U)’lar birer halkadir ve f*: H(V) — H(f~1(V)) bir halka yapido-
niigtimidiir.

X,Y ve Z kompleks katmanllar, f : X — Y ve g : Y — Z holomorf
dontigiimlerse, g o f : X — Z doniisimii de holomorftur. W C Z acik,
V=g Y(W) ve U= f~5V) olmak iizere (g o f)* = f* o g* olur.

Su basit gergegi belirtmekte yarar var: Her 21 kompleks atlasi ayni za-
manda her k € Ny icin bir C* atlasidir ve kompleks katmanlilar arasidaki
her holomorf déniisiim aym zamanda her k € N, icin bir C* déniisiimiidiir.

Teorem 8.5.9 (Yap1 Cekme ilkesi) X bir Hausdorff topolojik uzay ve
X bir kompleks katmanly olmak izere p : X = X bir dalsiz ortme, dd. yerel
topolojik olsun. Bu kosullarda X de p dontistimiinit yerel biholomorf kilan,
tek olarak belirly bir kompleks yapr vardur.

Kanit. (1) X teki kompleks yap1 2 atlasi ile tanimlanmig olsun. Her & € X
i¢in, @ = p(Z) olmak iizere, bir (U, ¢) € [A] haritast z € U ve #’in agik bir
U komsulugu p|U U — U topolojik olacak bicimde vardir. ¢ := =po (p]U)
olmak tizere (U P), X’de bir haritadir. Bu tiir haritalarmn ailesine 2 dersek,
Gjo(p) =0 0 ~1 biholomorf oldugundan 2, X te bir kompleks atlastir

ve p: <X , [QA[D — (X, []) yerel biholomorftur.
(2) A, X de bir bagka kompleks atlas ve p : (X, [Qi’D — (X, [2]) ye-

1

rel biholomorf olsun. Bu durumda bir tamegleme olan Id : (X ) [91’}

(X' , [QLD yerel biholomorf, dolayisiyla biholomorf olur. Boylece [QA[’} =[]
ve [2] yapisi tek olarak belirlidir. ]

(8.5.9) ile tek olarak belirli olan Xdeki 2 yapisina 2’nin X’e cekilmisi
denir.

Teorem 8.5.10 (Boliim ilkesi) X bir kompleks katmank ve Y bir Haus-
dorff topolojik uzay ve p : X — 'Y yerel topolojik ve érten olsun. X ’te aym
sapta verilen a,b noktalar: i¢in her zaman bu noktalarin U,V komsuluklar:
ve bir ¢ : (U,a) — (V,b) biholomorf doniisimi p|U = p o ¢ olacak bigimde
bulunabiliyorsa, Y ’de p’yi yerel biholomorf kilan bir tek kompleks yapr vardar.

Kanit. X katmanhsimin 20* maksimal atlasindan, p|U : U — p(U) topolojik
olan (U, h) haritalarindan olugturdugumuz atlas 2 olsun. 2 ve A* atlas-
lar1 X’te ayni kompleks yapiy1 tanimlarlar. Bu durumda B := {(p(U), h o
(p|U)~1| (U, h) € A} olsun. p érten oldugundan, B’deki haritalarmn tanim
bolgeleri Y'yi orter. Simdi koordinat dontisiimlerinin biholomorf oldugunu
gorelim: (U, h),(V,g9) € A, a € U, b € V ve p(a) = p(b) = ¢ olsun. Bu du-
rumda a, b noktalarinin sirasiyla U’, V' komsuluklar1 U’ ¢ U, V' C V ve bir
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¢ : (U';a) = (V',b) biholomorf déniisiimii p|U’ = po ¢ olacak bigimde bulu-
nabilir. Bu durumda (p|V’)~to(p|U’) = ¢ olur. Dolaysiyla ho(p|U)~!(c)nin
bir komsulugundaki go (p|V) ™o (p|U)oh~! koordinat déniisiimii gopoh™*
biholomorf doniigiimiidiir. Dolayisiyla 2B’deki haritalarimiz holomorf uyum-
ludurlar.

h o (p|U)~! ve h biholomorf olduklarindan p|U biholomorftur. Y deki
kompleks yapinin tekligi apaciktir. |

Yapr Cekme Tlkesi ve Boliim Ilkesi aynen C* katmanllar icin de gecerli-
dir.

X bir topolojik uzay ve Top X := {f|f : X — X topolojik} olsun.
G C Top X bir altgrup olsun. ¢ : X xG — X doniismii z-g = ¢(x,¢) := g(z)
olarak tamimlanirsa, G grubu ¢ aracihigl ile sagdan igler. x € X i¢in [z] =
x-G = G(x):={g(x)|g € G} kilmesi z'in G izidir. X/G := {[z]|z € X}
ve ¢ : X = X/G ise q(z) := [z] olarak tanimlanan boliim dontigiimi olsun.
X/G’yi ¢'nun tanimladigr boliim topolojisiyle ele alacagz.

Lemma 8.5.11 ¢: X — X/G donisimi agik, drten ve streklidir.

Kanit. Tanim geregi g orten ve siireklidir. Simdi A € X bir acik kiimeyse,
her g € G bir topolojik doniigiim oldugundan, g(A) da agiktir. Dolayisiyla
g (q(A)) = Ugec 9(A4) agiktir. Dolayisiyla g(A) agiktur. [ |

Lemma 8.5.12 XY, Z topolojik uzaylar, f : X — 'Y édrten ve Y 'nin topo-
lojisi f’nin tamimladige bélim topolojisi olsun. g : Y — Z igin h : X — Z
fonksiyonu g o f fonksiyonu olsun. Bu durumda h ac¢iksa g de agiktir. EGer
f ve g agiksa h de agiktor.

Kanit. f ve g agiksa h = g o f'nin de acgik oldugu asikérdir. Geriye h
aciksa ¢’'nin de acgik oldugunu gérmek kaliyor. Simdi A acik olsun. f Orten
oldugundan, her B C Y igin f(f~1(B)) = B olur. Buradan h(f~!(B)) =
g(f(f~1(B))) = g(B) elde edilir. B aciksa f~!(B) aciktir, dolayisiyla g(B) =
h(f~Y(B)) agiktir. [

Tanim 8.5.13 X bir topolojik uzay ve G C Top X olmak tizere, her kom-
pakt K C X i¢in
{g€Glg(K)NK #0}

sonlu ise, G grubu X te stireksiz (veya kesintili) isler denir.

Teorem 8.5.14 B C C, bir bélge ve G C M6b altgrubu asagrdaki kosullars
saglasin:

(1) Her g € G i¢in g(B) = B.
(ii) 1d # g € G ise, g’'nin B’de sabit noktasi yoktur.
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(i1i) G grubu B’de siireksiz isler.
Bu kogullarda B/G uzayr q : B — B/G doniisimini yerel biholomorf kilan
tek olarak belirli bir kompleks yapiya sahiptir.

Kanit. (i)’den dolay1 G C Top B. Simdi ¢ : B — B/G, (z — G(z)) bolim
doniisiimii olsun ve B/G boliim topolojisiyle alinsin. Onsav 8.5.11’den g
dontigiimii siirekli, orten ve agiktir. Dolayisiyla B baglantili oldugundan B/G
de baglantilidir. b € B ve A C B igin ¢(b) ve ¢(A) yerine [b] ve [A] yazalim.

Simdi B/G’nin bir Hausdorff uzay1 oldugunu goérelim: Simdi by, by € B
ve [b1] # [b2] olsun. Elbette bu durumda by # by olur. Simdi r» > 0 ve n € N*
i¢in Ay, := D, /,(b1) ve By := D, ,(b2) olarak tammlansm. r > 0 sayisimi
K := A U By C B olacak bicimde secelim. Her n € N* icin

[An] N [Bn] # 0 (8.8)

oldugunu varsayalim. Dolayisiyla, her n € N* i¢in bir a,, € A,, ve bir g, € G
ogesi gn(ay) € By, olacak bigimde vardir. Dolayisiyla g, (K) N K D g,(A,)N
By, # 0. (iii) kogulumuzdan dolay1 {g,, | n € N*} kiimesi sonludur. Dolayisiyla
bir ng ve bir g € G ile her n > ng i¢in g, = g olur. Buradan ise

by = lim gn(an)= lim g(an) = g(b1)
elde edilir ki bu, [b1] # [bo] ile geligir. Dolayisiyla (8.8) varsayimi yanligtir.
Simdi bir n i¢in [A,] N [By,] = 0 olsun. ¢ donisiimii agik oldugundan [A,]
ve [By] kiimeleri acgik kiimelerdir; bunlardan ilki b;’in, ikincisi ise be’nin
agik komguluklaridir ve bu noktalar1 ayirirlar. Dolayisiyla B/G uzayimiz
Hausdorfftur.

Her z € B igin z merkezli bir kapali K, dairesini K, C B olacak bigimde
segelim. Simdi Id # g € G ve g(K,)NK # (0 olsun. (ii)’den dolay1 g(z) # z ve
g bir topolojik doniisiim oldugundan, K, ’'nin yarigapin kiigiilterek g(K,) N
K = 0 olmasim saglarz. (iii)’ten dolay1 ancak sonlu sayida g € G igin
g(K,)NK # 0. Az énceki adimla su sonuca ulagiriz: Her z € B igin z merkezli
bir kapall K, C B dairesi, her Id # g € G i¢in g(K,)NK, = @olacak bigimde
seglleblhr q donu@umu siirekli ve acik oldugundan, ¢, := q|K olmak tizere

K, — [K.] doniigtimii siirekli ve agik olan bir tameglemedir, dolayisiyla
topOIOJlktlr.

B bir kompleks katmanli, B/G bir Hausdorff topolojik uzay ve ¢ : B —
B/G yerel topolojik ve értendir. Simdi z, w € B noktalar1 ¢'nun ayni saplnda
ise, bir g € G ile w = g( ) olur. g bir Mébius déniigiimii ve V := g(K )C B
oldugundan, g|K K. — V biholomorftur ve g, =qo g|K » gegerlidir. Boy-
lece (8.5.10) un tiim kogullar1 saglanir. Dolayisiyla B/G uzay: g doniisiimiini
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yerel biholomorf kilan tek olarak belirli bir kompleks yapiya sahiptir. |

Bu teorem c¢ok énemlidir. Ileride Birbicimlendirme Teoremi 8.10.3 ile
tiim Riemann yiizeylerinin bu bigimde elde edilebilecegini gorecegiz.

Ornek 8.5.15. Simdi bir kag drnek verelim.

(1) X = Co olsun. X bir Hausdorff topolojik uzaydir. Uy := C, Vy := C ve
wo : Up — Up 06zdeslik doniisiimii, Uy := C%, := Coo\{0}, Vi :==Cve 1 : U1 = V4
dontisimi ¢1(€) := 1/¢ olarak tanimlansin; uzlagmamiz geregi ¢1(oc0) = 0 oldugunu
ammsatalim. (Uy, ¢o) ve (U1, ¢1)’ler Coo’da birer haritadirlar. Coo = Up UU; oldugundan,
A == {(Ui, ¢i)|i = 0,1} bir atlastir. Up N Uy = C* ve her z € C* igin (105" )(2) = 2
oldugundan, (¢1]|C*) o (¢o|C*)™! : C* — C* doniisiimii biholomorftur. Dolayisiyla 2 bir
kompleks atlastir ve biz kisaca Co Riemann yiizeyinden soz ettigimizde daima bu (Coo, 2A)
Riemann yiizeyini anlayacagiz.

(2) X = S? olsun. X bir Hausdorff topolojik uzaydir. Daha 6nceki irdelemelerimizden
biliyoruz ki, S$*’de (Un,on) ve (Us, ps) birer haritadirlar. Uy U Us = S? oldugundan,
A = {(Un,¢n), (Us,ps)} ailesi S*’de bir atlastir. Uns = Unx N Us = S*\ {N, S} ve
po(Uns) = C* = ¢1(Uns). Diger yandan, her z € C* igin (gps o L,DEl) (2) = % oldugundan,
ps o gp;\[l : C* — C* biholomorftur. Béylece 2 bir kompleks atlastir. S* baglantilidir ve
biz S? Riemann yiizeyi dedigimizde daima bu (S? ) anlagilacaktir.

(3) (C*)" = C*\ {(0,0)} da
(20, 21) ~ (wo, w1) :<== 3N € C* (20, 21) = Awo, w1) (= (Awo, Aw1))

ile bir denklik bagintisi tanmimlanir. Bu denklik bagintisimin denklik simiflarinin kiimesi
P!(C) ile gosterilir ve bir boyutlu kompleks projektif uzay olarak adlandirilir. (2o, z1)’nin
denklik smifini [zo : 21] ile gosterelim. P'(C) = (C*)*/ ~ béliim topolojisi ile alinacaktir.
Bu uzayin bir baglantili Hausdorff uzay: oldugunu gérmeyi okura birakiyoruz.

U() = {[Z() : Zl] S PI(C) |20 #0} ve Uy = {[Zo : Zl] GPl((CHZl 7é 0}

olsun. P'(C) = Up U Uz oldugu apagiktir. Diger yandan, o ([z0 : 21]) := 21/20 ve p1([20 :
z1]) := zo/z ile tanmimlanan o : Uy — C ve ¢1 : U1 — C doniigiimleri topolojiktirler.
wot(z) =[1: 2] ve 7 (2) = [z : 1] oldugu kolayca goriiliir. Diger yandan @o(Up N U;) =
C* = ¢1(UoNUy). Her z € C* igin (1095 ") (2) = ¢1([1 : 2]) = 1/z oldugundan p1 09,
biholomorftur. Dolayisiyla {(Us, o, C), (U1, ¢1,C)}, P*(C)’de bir kompleks atlastir. P*(C)
daima bu kompleks yapi ile alinir. f : Coo — P'(C) doniisiimii, her z € Cigin f(z) := [z : 1]
ve f(oo) :=[1:0] olarak tanimlansin. f biholomorftur.
(4) w1, w2 € C* kompleks sayilar1 R-dogrusal bagimsiz, dd. Z—; ¢ R olsun.

Q= Zuwr + Zwz = {mw1 + nw2 |m,n € Z}

olmak tizere, her w € Q igin ¢, : Coo = Co dOniiglimii ¢, (2) = z + w Otelemesi olsun.
Bu durumda Gq = {tu|w € Q} C Mob bir altgruptur ve B = C olmak tiizere Te-
orem 8.5.14’{in kogullar1 saglanir. Dolayisiyla C/Gg’da g : C — C/G boliim dontigtimiini
yerel biholomorf kilan tek olarak belirli bir kompleks yap1 vardir. Bu yap1 ile C/Gq bir
Riemann yiizeyidir.

C'de z1Raz2 <= z1 — 22 €  ile bir denklik bagintisi tanimlanir. Bu denklik bagin-
tisina gore z € C'nin denklik sinifin1 z + Q’dir ve bu ise [z] = Ga(z)’den bagkas: degildir.
Bu nedenle T := C/Rq = C/Gq olur ve biz C/Gq yerine, Gq’y1 dogrudan belirleyen 2
ile To = C/Rq gosterimini yegleyecegiz. C — Tq boliim doniigiimiinii yine g ile gosterecek
ve [z] = q(z) yazacagiz. K := {sw; + twz|s,t € [0,1]} bir kompakt kiime ve To = ¢(K)
oldugundan, T kompakttir.
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To uzaymmizi K paralelkenarindan denk noktalari dzdegleyerek elde ederiz (bkz. Se-
kil 6.4). Kogulumuzdan, her z igin tek olarak belirli ¢1,%2 € R sayilari z = tiwi + taws
olacak bigimde bulunabilir. S' := {z € C||z| = 1} birim gember ve t1,t2 € R olmak iizere

Pg(trwr + tawe)) = P([trwr + tews]) 1= (62"“1,62””2)

ile tammlanan v : To — S' x S! déniigiimiiniin topolojik oldugunu gérmeyi okura biraki-
yoruz.
(5) Holomorf fonksiyonlarmm graflari: U C C acik ve f € H(U) ile

Gr:={(z,f(2)]|zeU}cC?

olsun ve Gy kiimesi C?’deki goreli topoloji ile almsm. Simdi 71 : Gy — U fonksiyonu
71(%2, f(2)) := z ile tamimlanan birinci koordinata izdiigiim olsun. (G, w1, U) bir kompleks
harita ve A = {(Gy,m1,U)} ise Gy de bir kompleks atlastir. Béylece (G, 2) bir kompleks
katmanhdir. Ayrica U baglantili ise Gy de baglantihdir, dolayisiyla (G, 2() bir Riemann
yizeyidir.

(6) Bu Ornek kanitsiz bazi bilgiler kullanacagimiz bir bilgilendirme 6rnegi olacaktir
ve yerel olarak bir holomorf fonksiyonun grafi olan 6zel kompleks katmanlisina iligkindir.
z = x 414y ve w = u+ v olmak tizere, (z,w) € C? noktas: (x,y,u,v) € R* ile 6zdes kilinir.
U C C? agk olmak fizere

9 _1(0 9\ 9 _1(9 .0
8z 2\0x 0y)’ 0z 2\0zx Oy
o _1(o 0N 9 _1(0 .0
ow 2\0u Ov)’ Oow 2\0u Ov
olarak tanimlamr. C* smifindan bir F : U — C fonksiyonuna U’da %—g =0 ve g—g =

0 ise U’da holomorftur denir. Gergel analizden bilinen kapali fonksiyonlar teoreminin
kompleks analizde de gegerli olan benzeri vardir: F' : U — C fonksiyonu holomorf, X :=
{(z,w) € U|F(z,w) =0} ve a = (20,wo) € U olmak iizere 95 (a) # 0 ise, Dy(z0) ve
D, (wo) daireleri Dy(z0) X Dy(wo) C U wve bir holomorf ¢ : Dy(z0) — D,(wo) fonksiyonu

Xrp(a) := X N (Dr(20) X Dp(wo)) = {(z,¢(2) | 2 € Dr(20)} (8.9)

olacak bi¢imde vardur. Benzeri %—I:(a) # 0 i¢in gegerlidir.
Simdi F : C*> — C holomorf ve

X ={(z,w) €C2|F(z,w):0}

olsun. X’in bir holomorf fonksiyonun grafi olmasi gerekmez; ancak yukaridaki teoremden
goriiyoruz ki, her z € X icin 2Z(z) ve 2£(z) tiirevlerinden en az biri 0’dan farkh ise —ki

bu durumda F' fonksiyonu z noktasinda diizgiindiir veya tekil degildir denir— X yerel
olarak z = ¥(w) veya w = (%) tipinde bir holomorf fonksiyonun grafidir. Eger 2Z(a) # 0
ve (8.9) durumundaysak 7 birinci koordinata izdiiglim ise, (X ,(a), 71, Dr(20)) X te bir

haritadir. Eger %—f(a) # 0 ise, bu kez uygun r, p ve bir holomorf ¢ : D,(wo) — Dy (20)
ile X,, = {(¢(w),w)|w € D,(wo)} olur. Bu kez 72 ikinci koordinata izdiigiim ise,

(Xr,p(a), 2, Dy(wo)) X'te bir haritadir. Sonugta, her © € X noktasinda F' fonksiyonu
diizgiinse bu haritalar X’te bir 2 kompleks atlasi olustururlar ve (X,2) bir kompleks
katmanhidir. Gergekten de bu haritalar arasindaki koordinat doniigiimleri ya z — z veya
w — w ozdeslik dontigiimleri, ya da z — ¢(z) veya w +— ¥ (w) holomorf doniigiimleridir-
ler. U = C? durumunda X = {(z,w) | F(z,w) = 0}’a bir analitik egri, eger F' € C[z, w]
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bir polinomsa bir cebirsel egri denir. Cebirsel Geometri’'nin énemli bir teoremi p poli-
nomu pargalanamazsa X’in baglantili oldugunu sdyler; bu durumda (X,2l) bir Riemann
yizeyidir. X ’ten “egri” olarak s6z etmek yerlegmis bir adlandirmadir.

Ornegin F(z,w) = z — w? polinomu ve X = F~'(0) olsun. Bu durumda (z,w) €
X <= 2z = w? =: (w) oldugundan, X cebirsel egrisi z = 1)(w) fonksiyonunun grafidir.
Diger yandan %5 (z,w) = 2w oldugundan, (z,w) € X\{(0,0)} i¢in 2Z(z,w) # 0 olur ve
X\{(0,0) yerel olarak bir holomorf fonksiyonun grafidir; bu holomorf fonksiyon ise /z ile
gosterilir. Bu X, daha énce yaptigimiz gibi C'nin iki ayrik 6rnegini alip, negatif eksenler
boyunca kesip yapistirmalarla elde edilen yiizeyden daha yalindir.

vy - e c—L ¢
l al
p‘ /’é exp log
X c
Sekil 8.5

X,Y Riemann yizeyleri ve p : Y — X bir holomorf 6rtii olsun. Y, X
izerinde bir Riemann bélgesidir denir. Bu durumda herhangi bir f: Y —
C(Cs) holomorf (meromorf) fonksiyonuna dogal bigimde bir ¢ok degerli
g : X — C(C) fonksiyonu karsihik getirilir. z € X ve p~1(z) = {y;},e ise,
g ¢ok degerli fonksiyonumuz x noktasinda f(y;), j € J degerlerini alir. §imdi
p Ortiisii y € Y noktasinda yerel biholomorf ve p(y) = x ise, x noktasimn
bir agtk U komgulugu ve y noktasimin bir agik V' komgulugu p|V : V. — U
biholomorf olacak i¢imde segilebilir. Bu durumda g := f o(p]V)_1 fonksiyonu
g'nin U’da bir holomorf (meromorf) dalidir (bkz. ekil 8.5). Bu nedenle, kimi
yazarlar f fonksiyonu X te ¢ok degerli bir holomorf (meromorf) fonksiyondur
der.

OrneginY =C, X =C*, p=-exp ve f =1d : C — C 6zdeslik doniigiimii
ise, g = log oldugu agikardir.

Ergin Fonksiyonlarin Riemann Yiizeyleri: KA I Altkisim 3.5.4'te
inceledigimiz ergin fonksiyonlara yeniden dénelim. Orada log ve &/ ergin
fonksiyonlar: i¢in onlar1 tek degerli fonksiyonlar yapan tanim bdlgeleri ver-
migtik. Simdi o tanmim bdélgelerinin birer Riemann yiizeyi oldugunu biliyoruz.
Bu ise tiim ergin fonksiyonlar i¢in gecerlidir. Burada klasik anlamdaki ana
fikri verecek, bazilarini okurun kolayca gorebilecegi baz bilgiler sunacagiz.
Kisim 8.9’da ise uygun bir dil geligtirdikten sonra tiim bunlar kanitlanacak-
tir.

KA I'de daireler zinciri boyunca analitik genislemeleri incelemistik. Eger
Dy, Dy C Cy agik daireler ve fr € H(Dy) olmak tizere, D1 N Dy # ) ve
D1 N Dyde fi = fo ise, fo fonksiyonu fi’in dolaysiz analitik geniglemesi
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Rf ™ C

Sekil 8.6: Ergin analitik fonksiyon.

demis ve bu durumu (fy, D1) 9 (f2, D2) ile gostermigtik.

Simdi bize bir agtk D C C, dairesi ve bir f € H(D) verilsin. Genellikten
bir sey kaybetmeden D’nin merkezini 0 segebiliriz. f’nin bir Z zincirinden
asagidaki verileri anlayalim:

d d d d

Bu zincirlerin kiimesini 3 ile gosterirsek

nz
G? = UDzZ ve Gj:= U G?
=0 ASKY

olsun. Her G% ve G + acikca yol baglantilidir.

f ile f'nin ergin fonksiyonunu gostermistik (bkz. KA I Altkisim 3.5.4).
Bizim amacimiz, genelde ¢ok degerli olan bu f fonksiyonlarindan, tanim bol-
gelerini uygun Riemann yiizeyleri secerek tek degerli holomorf fonksiyonlar
elde etmektir. Temel sikint1 bir z’nin birden fazla Z € 3 ve j icin z € DjZ

kosulunu sagladiginda karsimiza cikar. Ise 6nce farkli fonksiyon elemanlar-
daki daireleri ayirarak baglayacagiz.

Ry= || DIfx{j}x{zy= || U’

Z€35,0<j<nz Z€35,0<j<ng

olsun. Burada UjZ = D]-Z x {j} x {Z} alinmgtr. U]-Z’yi garpim topolojiyle
alirsak gpjz (¢,4,Z) = ¢ olarak tanimlanan (ij U jZ — D]-Z doniisimii topo-
lojiktir. Ry, genelde baglantili olmayan, bir Hausdorff topolojik uzaydir ve
A = {(UjZ,cij,DjZ) | Z €37,0<j<ng}ise Rf’de bir kompleks yap1 olur.
Ry, genelde baglantili olmayan bir kompleks katmanhdir. 7 (2, j, Z) := z ola-
rak tanimlanan 7 : Ry — Gy doniisiimii yerel biholomorf ve ortendir. Simdi

Rf’de bir ~ denklik bagintisini g6yle tanimlayacagiz:

(2,5, 2) = (¢,§, 7)) = 2 =2/ ve DJ-Z N DjZ,l’de ij = fﬁ/ (8.10)
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Simdi Ry := }A%f/ ~ove q Rf — Ry boliim doniisiimiimiiz olsun.
~ ile Dy ve Dy, bolgeleri U boyunca yapistiriir. R;’yi boliim topolo-
jisiyle alacagiz. Boliim Ilkesi 8.5.10 ile Ry'de g’yu yerel biholomorf kilan
tek olarak belirli bir kompleks yap1 ve R;’'nin baglantili oldugunu gérmeyi
okura birakiyoruz. Dolayisiyla Ry bir Riemann yiizeyidir. (2, j, 2) € Rf igin
(2,7, Z) :==q(2,j, Z) yazalim ve bir F': Ry — C fonksiyonunu F([z, j, Z]) :=
fJZ (z) ile tanimlayalim; bu tamm (8.10)’dan dolay1 kusursuzdur. Sonunda
Sekil 8.6’daki gibi bir durumla kargilagiriz. Burada 7([z, j, Z]) = z izdiigiim-
diir. Bu diyagram degismelidir ve tiim 7, 7, ¢ ve F' fonksiyonlar: holomorftur;
bunlarm ilk ti¢ii yerel biholomorftur. Cok degerli f ergin fonksiyonuna bir
Gy C C bolgesini yerel biholomorf érten bir Ry Riemann ytizeyi karsihik
getirilmistir ve F ise f ergin fonksiyonuna kargilik getirilen tek degerli holo-
morf fonksiyondur. Ry, Gy iizerinde bir Riemann bolgesi oldugundan sunu
goriiyoruz: Ergin fonksiyonlarimaz bizi dogal bicimde G C Co bélgeleri dize-
rinde Riemann bolgeleri olan Riemann ylizeylerine gotirir. Burada kanitsiz
verdigimiz, okurun gorebilecegini umdugumusz seyler Kisim 8.9’da, yeni bir
dil geligtirilerek kanitlanacaktar.

Biz (f, D) analitik fonksiyon elemanlarmin analitik geniglemelerini in-
celedik. Bu genisletmelerdeki temel dayanagimiz analitik fonksiyonlar igin
Ozdeslik Teoremi olmustur. Ancak meromorf fonksiyonlar icin de Ozdeslik
Teoremi’miz var. Dolayisiyla daireler zinciri boyunca meromorf genisleme-
leri de benzer bicimde inceleyebiliriz. Kanitsiz verecegimiz agagidaki teorem
gecerlidir:

Teorem 8.5.16 Her X Riemann yizeyinde sabit olmayan bir meromorf
fonksiyon vardir; dolayisiyla X Riemann yiizeyi bir G C Cy bdlgesinin or-
tisidir. Ozel olarak, her kompakt Riemann yiizeyi Coo 'un bir ortistidir.

Riemann yiizeylerinin taniminda herhangi bir fonksiyon elemanindan
yola ¢ikmadik. Tanmimimizin analitik geniglemelerle hicbir bagintis1 yoktu!
Ancak bu teorem bize, ilk bakigta daha genel gbriinen bu soyut tanimla kla-
sik anlamdaki Riemann yiizeylerinden daha fazlasini kazanmadigimizi sOyler.
Ozellikle, her Riemann yiizeyinin topolojisinin sayilabilir bir baz1 vardr.

Problemler
Problem 8.5.1 C’deki A = {(C,Id, C} atlas: i¢in
A ={(U,,V)|U,V C C agk ve ¢ : U — V biholomorf}

oldugunu gosteriniz.
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Problem 8.5.2 (U, p, V), X'te bir kompleks harita olsun. W C C agik ve
f:V — W biholomorf ise, (U, f o ¢, W) de X’te bir kompleks haritadir ve

bu harita ¢’nin uyumlu oldugu her harita ile uyumludur; kanitlayiniz.

Problem 8.5.3 X = (X,2() bir Riemann yiizeyi, a € X ve f : X — C
olsun. Asagidaki 6nermelerin denk oldugunu kanitlayimiz.
(i) a € U kosulunu saglayan bir (U, ¢) € 2 igin fop~! fonksiyonu ¢(a)’da
holomorftur.

(ii) a € U kosulunu saglayan her (U, ¢) € 2 igin fop! fonksiyonu ¢(a)’da
holomorftur.

Problem 8.5.4 C’de 2 = {(C,1d,C)} ve A = {(C,1d, C} kompleks atlas-
larinin farkh kompleks yapi tammmladigmi, dd. [2] # [A] oldugunu, ancak
yine de T : (C,2]) — (C,[2]) doniisiimiiniin biholomorf, dolayisiyla (C,2l])
ve (C, [A]) Riemann yiizeylerinin analitik denk oldugunu kanitlayiniz.

Problem 8.5.5 C’de 2 = {(C,Id,C)} ve t : C — D herhangi bir topolojik
doniigiim olmak tizere, A" = {(C,¢,D)} atlaslar igin [2A] # [2] oldugunu
gosteriniz.

Problem 8.5.6 X = (X, [2]) bir Riemann yiizeyi, W ise a € X noktasimin
bir agik komgulugu ve f : W\{a} — C holomorf olsun. ¢ € U kogulunu
saglayan her (U, ) € 2 igin f o ¢! fonksiyonunun ¢(a)’da bir kaldirilabi-
lir tekilligi (veya bir kutup noktasi veya bir esash tekilliginin) olmasi igin
gerek ve yeter kosul bir tek (U, ) € 2 i¢in f o p~! fonksiyonunun ¢(a)’da
bir kaldirilabilir tekilligi (veya bir kutup noktasi veya bir esash tekilliginin)
olmasidir; bunu kanitlayimniz.

Problem 8.5.7 ¢: (C?)* — P béliim doniisiimii olmak iizere, f : (C?)*
Cooveg: P — Cx, w # 0ise f(z,w) := z/w =: g([z : w)]) ve f(z,0) :=
oo = ¢g([z : 0)]) olarak tamimlansim. f’nin siirekli, agik ve o6rten g’'nin bir
topolojik doniisiim oldugunu gosteriniz.

Problem 8.5.8 B, G, K. ve q.’ler Teorem 8.5.147{in kanitindakiler olmak
iizere, A := {([K.],¢; !, K) | 2 € B}'nin B/G’de bir kompleks yap1 tanimla-
digini kamtlayiniz.

Problem 8.5.9 wj,ws € C oOgeleri R-bagimsiz ise, her z € C tek olarak
belirli z1(2),z2(z) € R ile z = z1(2)w1 + 22(2)wz olur. 7 : C — S x S
déniigiimii 7(z) = (e2™1(®) ¢2m22(2)) olarak tammlansim. Q = Q(wy,ws)
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kafesi olsun. 7’nin toplamsal C grubundan S x S ¢arpim grubuna bir grup
yapr doniismii ve kerm =  oldugunu, ardindan buradan elde edilen ¢ :
C/kerm(=Tq) — S x S grup egyap: dontigiimiiniin ayni zamanda topolojik
oldugunu gosteriniz.

Problem 8.5.10 —co < a < b < 400, S = {z+iy|a <y < b} ve her
n € Z i¢in T, (z) = z + n Otelemesi olmak iizere, G = {T,, |n € Z} olsun.
S/G Riemann yiizeyinin H(0; e~2™, ¢=27) halkasina analitik denk oldugunu
kanitlayiniz.

Problem 8.5.11 S bir énceki problemdeki serit olmak iizere, f € H(S) ve
her z € S igin f(z + 1) = f(2) ise, fnin S’de f(z) = S5 _ a,e?™™* gibi
bir Fourier acilimi oldugunu kamtlayiniz.

8.6 Temel Teoremler

C ve C,’da holomorf ve meromorf fonksiyonlara iligkin bildigimiz ¢ogu temel
teorem olduklar1 gibi Riemann yiizeylerine aktarilirlar. Bazilarin1 vermekle
yetinecegiz ve boylece daha 6nce C veya C i¢in kazandigimiz ¢ogu teorem
daha genel teoremlerin 6zel halleri olacaklardir.

Tanmim 8.6.1 X bir Riemann yiizeyi olmak tzere, bir f € H(X,Cs) holo-
morf doniisimiine f % oo ise X ’te bir meromorf fonksiyon denir ve X ‘teki
meromorf fonksiyonlarin kimesi M(X) ile gosterilir.

Teorem 8.6.2 (6zde§lik Teoremi) X Riemann yizeyi, Y bir kompleks
katmanl ve f1, fo : X = Y holomorf donistimler olsunlar. A C X kiimesinin
X ’te bir a yigulma noktasy var ve f1|A = fa| A ise, fi = fa.

Kanit. X kiimesinin bir F altkiimesini gOyle olusturacagiz: x’in bir acik
U komgulugunda f1|U = fo|U ise ve ancak bu durumda =z € E olarak
tammlayacagiz. E tanim geregi aciktir. a € E ve dolayisiyla E # () ol-
dugunu savunuyoruz. b; := f;(a) olmak tizere Y’de (Uj,;, V;) haritalarim
b; € U; olacak bigimde secelim. Simdi X’te bir (U, ¢, V') haritasini a € U
ve U baglantili olacak ve f;(U) C U; olacak bigimde segelim. Bu durumda
;o fiop~!:V — C fonksiyonlar1 V C C baglantili kiimesinde klasik an-
lamda holomorf olan ve V’de ¢(a)’da bir yigilma noktasi olan p(ANU)’da
ortiigen iki fonksiyondur. Dolayisiyla C’deki Ozdeslik Teoremi’ne gére bu iki
fonksiyon V’de gakigir; bunun sonucu olarak fi|U = f3|U ve U C E olur.
Simdi E’nin kapali oldugunu savunuyoruz. b € 9F olsun. fi ve fo fonk-
siyonlar1 tamim geregi X'’te stirekli olduklarindan f;(b) = fa(b) =: ¢ olur.
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Bu kez, yukarida oldugu gibi, X ’te b’yi igeren baglantih bir (U’, ¢’, V') ha-
ritasiyla Y’de ¢’yi igeren bir (W, ) haritasim f;(U’) C W olacak bigimde
segersek, klasik anlamda holomorf olan g; := 9o f; o (¢’ )_1 : V' — C fonksi-
yonlar1 ¢'(E N U’)’de gakigirlar; ancak ¢ (E N U’) kiimesi V'’ bolgesinde bir
¢’ (b) y1g1lma noktasina sahip oldugundan, C’deki Ozdeslik Teoremi’nden do-
lay1 g1, g2 fonksiyonlar1 V"’ de ¢akigirlar, dolayisiyla f1, fo fonksiyonlar: U de
gakigirlar. Dolayisiyla b € E ve E kapalidir.

Sonugta F kiimesi baglantili X uzayimin bogtan farkl, hem agik hem de
kapali altkiimesi oldugundan, £ = X olur. ]

Teorem 8.6.2’de Y olarak C’yi segersek Riemann yiizeylerinde holomorf
fonksiyonlar i¢in 6zdeglik teoremini, eger Y olarak C..’'u alirsak meromorf
fonksiyonlar icin 6zdeslik teoremini elde ederiz. Ozellikle f € M(X) mero-
morf fonksiyonu sabit degil ise, her a € Co icin f~!(a) kiimesi X te kapali
ve ayriktir, dd. yerel sonludur. Dolayisiyla f'nin co degerini aldigi yerlere
f'nin kutup yerleri dersek f’nin kutup yerleri X’te yerel sonludur.

Tanim 8.6.3 X bir Riemann ylizeyi ve U C X ag¢ik ise, U’da meromorf
bir f fonksiyonundan sunu anlayacagiz: U nun bir agtk U’ altkimesi

(i) U\U" ayrik ve f|U' : U" — C holomorf ve
(ii) her a € U\U' igin lim,_,q | f(x)| = 400 olacak bigimde vardur.

U\U"niin noktalarma f’nin kutup noktalar1 denir. Her a € A := U\U’
icin f(a) = oo olarak tanimlayarak f’yi bir f: U — Cu fonksiyonuna
genigletirsek f'nin meromorf olmasi f 'nin holomorf olmasina denktir. Ta-
nim 8.6.3, KA I Tanim 3.9.4 ile ortiigiir. U’daki meromorf fonksiyonlarin
kiimesi M(U) ile gosterilir. Okur aynen KA I Teorem 3.9.9 gibi agagidaki
teoremi kanitlayabilir:

Teorem 8.6.4 X bir Riemann yizeyi ise M(X) bir cisimdir.

X bir kompleks katmanl, U C X agik ve D, ise C’de 0 merkezli r yari-
gaph herhangi bir agik daire olmak {izere bir biholomorf f : (U,a) — (D,,0)
doniisiimii varsa, U’ya bir a-merkezli disk diyelim. T+ Cayley doniisiimii
(bkz. 5.573) olmak iizere T'" : (H, i) — (D, 0) biholomorf oldugundan, H {ist
yaridiizlemi bir ¢ merkezli disktir. Bu 6érnek ve Riemann Doniigiim Teoremi,
bir a-merkezli U diskini her zaman goziimiizde bir bi¢imde orta yerinde a’nin
oldugu bir ylizey diski olarak tasarlamanin dogru olmadigini sdyler. Bu ta-
nimda D, yerine D, (c) dairelerini de kullanabiliriz. (U, ¢, V') katmanhmizin
bir haritas: ise, her z,y € U i¢in dy(x,y) := d(¢(z), ¢(y)) ile U’da bir met-
rik tanimlanir. Dolayisiyla, her katmanli bir yerel metrik uzayidir. a € U ve
c = ¢(a) ve Dy(c) C V ise, Uf(a) := ¢ Y(D,(c)) = {z € Uldy(z,a) <}
kiimesi a-merkezli bir disktir.
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X = (X, [2]) bir kompleks katmanli ise, a € X nasil verilirse verilsin, is-
tenildigi kadar kii¢iikk bir U C X agik kiimesi ve biholomorf bir ¢ : (U, a) —
(D,,0) déniisiimii (U, o, D,) € [2] olacak bicimde bulunabilir. Ozetle yete-
rince kiigiik a-merkezli (U, ¢) disklerimiz vardir. Bu durumda elbette U bir
bolgedir.

Teorem 8.6.5 (Agik Doniisiim Teoremi III) X Riemann yizeyi ve Y
herhangi bir kompleks katmanly ise, sabit olmayan f : X — Y holomorf
doniistimleri acik dontstimlerdir.

Kamt. A C X acgk kiimesi ve a € A keyfi verilsin. a merkezli (U, ¢, D,)
haritasim U C A olacak bicimde segelim ve (V, ¢, D,) ise f(a) merkezli
bir disk olsun. Bu durumda 8.6.2 Ozdeslik Teoremi'nden dolay1 f|U sabit
degildir. Bunun bir sonucu olarak h = ¢ o f o p~! : D, — D, holomorf
fonksiyonu sabit degildir ve KA I Agik Doniigiim Teoremi 1.8.16’dan dolay1
W := h(D,) C D, agiktir. Dolaysiyla =1 (W) = f(U) agiktir. Sonugta, her
a € Aigin f(A) kiimesi f(a)'mn bir f(U) komsgulugunu igerdiginden, f(A)
aciktr. |

Sonug 8.6.6 X,Y Riemann yizeyleri, f : X — Y fonksiyonu bir tames-
leme ve holomorf ise, f biholomorftur.

Kanit. f birebir oldugundan sabit degildir, dolayisiyla (8.6.5)’e gore f acik-
tir. Sonugta f bir topolojik doniiglimdiir. b € Y keyfi verilsin ve a € X nok-
tast b := f(a) olacak bigimde segilsin. X’te a merkezli (U, p, D,) haritasim
ve Y’de b merkezli (V, 4, D,) haritalarimi f(U) = V olacak bi¢imde segersek
h=1o fop ': D, — D, holomorf fonksiyonu bir tamesleme oldugundan,
KA Onerme 1.8.17 ile biholomorftur. Dolayisiyla f|U : U — V biholomorf-
tur; ozellikle f~1|V = (f|U)~! fonksiyonu V’de holomorftur. Yerel-Tiimel
Ilke’den dolay1 f~! holomorftur. |

Sonug 8.6.7 Y Riemann yiizeyi, X kompleks katmanlh ve f :' Y — X
holomorf donisimi sabit degilse (Y, f, X) bir érti uzayuder.

Teorem 8.6.8 (Rad6é Teoremi) Riemann yizeylerinin topolojileri sayi-
labilir.

Kanit. Dogrudan (8.5.16), (8.6.7) ve Poincaré-Volterra Teoremi'nden ¢ikar.
|

X Riemann yiizeylerinde bir holomorf veya meromorf fonksiyonun yerel
ozelliklerini ayrica incelemenin hig bir anlami yoktur; ¢linkd bunlar herhangi
bir U C C agik kiimesindeki holomorf fonksiyonlarin yerel ¢zellikleriyle ayni-
dir. Bu nedenle genellikle tiimel 6zelliklere odaklanilir. Yine de simdi, tiimel
ozellik i¢in gereksindigimiz bir yerel 6zellige donecegiz.
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X bir Riemann yiizeyi, Q C X acik, a € Q ve f: Q\{a} — C holomorf
olsun. Riemann yiizeyimizde i = 1,2 i¢in (U;, ¢;) haritalarn a € U; C Q
olacak bigimde verildiginde U = U; N Us agik kiimesi de a noktasini igerir
ve (U, p;|U) da yiizeyimizin bir haritasidir. V; := ¢;(U) olmak tizere, z € U
icin z = p1(x) ve w = @a(x) yazalim ve 2y := pi(a) ve wy = pa(a) olsun.
Bu durumda Vi\{z0}'da fi(2) = (fopi!') (2) ve Vo\{wo}'da fo(w) :=
( fopy 1) (w) olarak tanimlanan fonksiyonlar holomorfturlar. f;’in zp’da ve
fo'nin wy’da Laurent agilimlar: sirasiyla

+o0o
fi(z) = Z an (z — 20)" ve fo(w Z by, (w — wp)"

olsunlar. Elbette, her n i¢in a,, = b, olmasim1 bekleyemeyiz. Bir ng € Z
icin an, # 0 ve her n < ng tam sayis1 icinse a,, = 0 olsun, dd. ng =
min {n|a, #0} = ord,, fi olsun. fo = fop,' = fop;lopiow,! =
fiop12 oldugundan, Vo\{wg}’da fo(w) = f1(¢p12(w)) olur. Dolayisiyla fo'nin
wp’daki Laurent agithmim f1’in zp’daki agihminda z yerine p12(w) yazarak
buluruz. 12 : Vo — Vi ise p12(wgy) = zo kosulunu saglayan bir biholomorf
doniigiim oldugundan ¢}, (wp) # 0, ve wp'm bir komgulugunda z = ¢12(w)
igin

z — 20 = p12(w) — p12(wo) chw wo)", c1 #0

olur. fi(z) = any(z — 20)™ + ... oldugundan fo(w) = anp,c1(w — wp)™ +
. olur. Ayrica, by, = ap,c1 # 0 oldugu icin ng = ordy, fo = ord,, fi
olur. Dolayisiyla a € Q@ C X ve f € H(Q2\{a}) ise, Riemann yiizeyimizin
a noktasini igeren herhangi bir (U, ¢) atlasi ile ord f, := ord,(, (f o go_l)
tanimi kusursuzdur.
Simdi holomorf déniigiimlerin yerel davraniginin KA I Teorem 1.8.13 ve
1.8.14’te anlatilanin aynisi oldugunu kanitlayacagiz.

Teorem 8.6.9 (Holomorf Doniisiimlerin Yerel Davranisi) X Riemann
ylzeyi, Y kompleks katmanl ve f : X — Y sabit olmayan bir holomorf donii-

stim olsun. a € X ve b= f(a) ise, a merkezli bir (U, p, D,.) diski, b merkezli

bir (V,,D,) diski ve tek olarak belirli bir n € N* sayiss F = 1o fop™1:

D, — D, doniisiimi F'(z) = 2" olacak bigimde vardur.

Kanit. X'te a merkezli (Uy, 1, D,,) diski ile Y’de b merkezli (V,4,D,)
diskini f(Uy) C V olacak bigimde segehm. Bu durumda Fj := o fop;!

D,, — D, sabit olmayan ve Fi(0) = 0 kosulunu saglayan bir holomorf
fonksiyondur. 0 noktasi F;’in n. dereceden bir sifir yeri olsun. Bu n tek
olarak belirlidir. D, ’deki degiskeni ( ile gosterelim. KA I Teorem 1.8.13’ten
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dolay1, 0 noktasinin bir W C D, agik komsulugu ve 0’da birinci dereceden
sifir yeri olan bir h € H(W) fonksiyonu, her ¢ € W igin F1(¢) = (h(¢))"
olacak bigimde vardir. h'(0) # 0 oldugundan, z = h(¢) fonksiyonu 0’
bir W’ komsgulugunu bir D, dairesine biholomorf sekilde resmeder. U :=
o H(W') ve ¢ := ho (¢1|U) olmak iizere (U, ¢, D;), X'te a merkezli bir
disktir, ayrica f(U) C V ve F = ¢ o fop ! : D, — D, déniisiimii i¢in
F(z) = Fi(h™'(2)) = F1(¢) = (R(¢)™ = 2" olur. u

Teorem 8.6.9’daki n sayisina f fonksiyonunun ¢ noktasindaki kathihigi
denir; bunu p(f,a) ile gosterelim. p(f,a) > 2 ise, a noktasina f fonksi-
yonun dallanma noktasi ve b = f(a) degerine ise f fonksiyonunun bir
kritik degeri denir. Tiim olay KA I Teorem 1.8.13 ve KA I Teorem 1.8.14
teoremlerinde dile getirilenlerin aynisidir. a ve b noktalarinin A ve B acik
komsuluklar1 f(A) = B ve her y € B\{b} icin AN f~1(y) = {z1,...,7,}
tam n Ogeli olacak bicimde bulunabilir. f’nin her bir x;’deki kathihg 1°dir;
dolayisiyla f, her bir z; noktasinda yerel topolojiktir. f’nin kritik noktalar:
tami tamina f’nin yerel topolojik olmadig1 noktalardir. Tim bu sdylenenler
ise p(f,a)’'nin 6ztinde bir topolojik kavram oldugunu soyler.

Sonug 8.6.10 X,Y kompleks katmanblar, f : (X,a) — (Y,b) holomorf ve
p(fya) > 1 olsun. Yeterince kiigiik a merkezli U diskleri igin: (a) f|U agiktar,
(b) 1) NU = {a} ve (c) her x € U\{a} icin u(f,a) =1 saglanar. f 'nin
a’da yerel biholomorf olmasy i¢in gerek ve yeter kosul u(f,a) = 1 olmasidar.

Kanit. KA I Teorem 1.8.13, KA I Teorem 1.8.14 ve Teorem 8.6.9. |

Buradan dogrudan asagidaki teorem gikar:

Teorem 8.6.11 (Agik Déniisiim Teoremi IV) Kompleks katmanlilar
arasindaki f : X =Y holomorf déniisiimi hi¢bir yerde yerel sabit olmasin.
Bu durumda f bir agik dénisimdir, f’nin her sapt ve f’nin dallanma nok-
talarmin kiimesi yerel sonludur. Ejer ayrica f birebirse, f diontsimi X i
Y 'nin f(X) a¢ik altkiimesine biholomorf resmeder.

Teorem 8.6.12 (Maksimum Ilkesi) X bir Riemann yiizeyi ve f : X — C
holomorf fonksiyonu sabit degilse | f| fonksiyonu X ’te maksimumunu alamaz.

Kanit. Bir an igin bir a € X ile r := |f(a)] = maxzex |f(x)| oldugunu
varsayalim. Bu durumda bir yandan f(X) C D,, diger yandan f(X) agk
oldugundan f(X) C D, olur ve bu, r = |f(a)| ile gelisir. [ |

X bir kompleks katmanl, U C X agk, a € U ve f € H(U\{a}) olsun.
(U, ¢, V) katmanhmizin a € U kogulunu saglayan herhangi bir haritas: olmak
lizere, f o ¢ ~! fonksiyonunun ¢(a) noktasinda bir kaldirilabilir tekil noktas
(veya bir kutup yeri veya bir esash tekil noktasi) varsa, f fonksiyonunun
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a noktasinda bir kaldirilabilir tekil noktas:1 (veya bir kutup yeri veya
bir esasli tekil noktasi) vardir denir. Koordinat degigimleri biholomorf
oldugundan, bu tanimlar haritanin se¢ciminden bagimsizdirlar.

Teorem 8.6.13 (Riemann Kaldirilabilir Tekillik Teoremi) X bir kom-
pleks katmanh, U C X agik, a € U ve f € H(U\{a}) olsun. f fonksiyonu
a noktasiman bir komsulugunda sinarl ise, a noktasina tek bicimde holomorf
genisletilebilir.

Kamit. X’te a noktasini igeren bir (V,@, W) haritasim V' C U olacak
bigimde secelim. b = (a) olmak iizere, g := f o ¢! fonksiyonu KA I
2.6.14(iii) ten dolay1 b’ye holomorf genigler. Dolayisiyla f = g o ¢ fonksiyonu
a noktasmma f(a) := ¢(b) ile holomorf genigler ve bu geniglemenin tekligi
apagiktir. |

Sonug 8.6.14 (Kaldirilabilirlik Teoremi) X,Y kompleks katmanlilar
ve A C X kiimesi X ’te yerel sonlu olsun. f : X — Y siirekli déniistimai
X\A’da holomorf ise, X 'te de holomorftur.

Kanit. Dogrudan (8.6.13)’ten gikar. [ |

Onerme 8.6.15 (Holomorfluk Olctii 1) X,Y ve Z kompleks katmanl-
lar, f : X =Y sirekli ve g : Y — Z holomorf ve a¢ik olsun. Bu kosullarda
go f holomorfsa f de holomorftur.

Kanit. a € X keyfi verilsin. b := f(a) ve ¢ := g(b) olsun.

(i) go f fonksiyonu a noktasinda yerel sabit olsun. Bu durumda a merkezli
bir V pargast ile f(V) C g~'(c) olur. (8.6.11)’den dolay1 g~!(c) sap1 yerel
sonludur, boylece f(V) C {a} ve f doniisiimii a’da holomorf olur.

(ii) g o f fonksiyonu a noktasinda yerel sabit olmasm. (8.6.14)'ten dolay1
a noktasin bir U komsulugunu, f déniigtimii U\{a}’da holomorf olacak
bi¢imde bulmak yeterlidir. (8.6.10)’dan dolay1 b noktasinin bir V' agik kom-
sulugu, her y € V\{b} i¢in u(g,y) = 1 olacak bigimde segilebilir; elbette g
doniigtimii V'\{b}'de yerel biholomorftur. Simdi a noktasinin bir U komsu-
lugu f(U) CV vec¢ (go f)(U\{a}) olacak bigimde segelim. Bu durumda,
her z € U\{a} i¢in g fonksiyonu f(z)’de yerel biholomorf oldugundan, V’ye
diigen f(z) merkezli bir P C V diskinde g|P biholomorftur. Bu durumda
W:=UnfY(P)de f = (g|P)"!o(go f) holomorftur. n

Sonug 8.6.16 XY Riemann yizeyleri ve p: Y — X bir dalsiz értme ise,
D, C AutY.

Onerme 8.6.17 (Holomorfluk Olgiitii 2) X, Y, Z holomorf katmanhlar
olmak tizere, f : X — 'Y drten, acik ve holomorf bir doniisim ve g:Y — Z
stirekli olsun. Bu durumda g o f holomorfsa g de holomorftur.
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Kanit. f’nin dallanma noktalarinin kiimesine A dersek, A yerel sonludur.
B:={y € Y|f!(y) C A} olsun. Bnin Y’de yerel sonlu oldugunu savu-
nuyoruz. X uzayimiz A N U’'nun sonlu oldugu U agik kiimeleriyle ortiiliir.
Gergekten de Y uzayi, U bu tipten olmak {izere, f(U) agik kiimeleriyle ortii-
lir ve agikga f(U) N B sonludur. (8.6.14)'ten dolay1 ¢g’nin Y\ B’de holomorf
oldugunu gostermek yeterlidir. y € Y\ B keyfi verilsin. f orten oldugunda
bir x € X\A ile f(z) = y olur. f fonksiyonu z’te yerel biholomorf oldu-
gundan, x noktasinim bir agik U komsulugunu y’nin agik f(U) komsuluguna
biholomorf resmeder. Dolayisiyla g|f(U) = (g o f) o (f]U)~! holomorftur.
(8.6.17)’den g holomorftur. Saplarin egit olmasi durumundaysa g holomorf
ve tamesgleme olacagindan, biholomorftur. |

Teorem 8.6.18 (Bilesenlere Ayirma) X, Y, Z kompleks katmanlilar, p :
X — Y orten, agik ve holomorf olsun. f : X — Z ise, p’nin her sapinda
sabit olan bir holomorf déniisim olsun. Bu durumda tek olarak belirli bir
holomorf g :' Y — Z ile f = gop. Ejer f ve p aym saplara sahipseler g
biholomorftur.

Kamt. y € Y ve z € p~(y) # 0 icin g(y) := f(x) tammm kusursuzdur.
f = g o p saglanir ve g’nin tekligi apaciktir. Simdi ¢g’nin holomorf oldugunu
gorelim: W C Z aqk ise f~'(W) aciktir. p bir acik déniisiim oldugu icin
g Y (W) = p(f~1(W)) acik, dolayisiyla g siirekli olur. (8.6.17)’den dolay1 g
holomorftur. Saplarin ayni olmasi durumunda g bir tameglemedir; dolayisiyla
Acik Déniigim Teoremi ile g biholomorftur. |

Ornek 8.6.19. R-dogrusal bagimsiz w1, ws € C’nin gerdigi kafes Q olmak iizere, kanonik
q : C — T bolim doniiglimiimiiz agik, érten ve holomorftur. Bize bir f € H(Tq,Cx) =
M(Tq) verilmigse F := foq € K(Q)dir. Diger yandan bize bir F € K(Q) verilmisse,
(8.6.18)’in kogullar1 saglandigindan, tek olarak belirli bir f € M(Tq) ile F' = f o g olur.
Dolaysiyla K(Q) eliptik fonksiyonlarine incelemek M(Tq) meromorf fonksiyonlarini in-
celemeye denktir. Boylece Altkisim 6.7.3’te kazandigimiz eliptik fonksiyonlara iligkin te-
oremlerimiz M(Tq) meromorf fonksiyonlarina iligkin teoremlerdir.

C

C/G = Ty Cos

Sekil 8.7
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Teorem 8.6.20 X,Y Riemann yizeyleri ve f : X — Y sabit olmayan
bir holomorf donisim olsun. Eger ayrica X kompaktsa f ortendir ve Y de
kompakttur.

Kamit. Agik Doniisiim Teoremi’nden dolayi f aciktir. Diger yandan, f sii-
rekli oldugundan f(X) kiimesi kompakttir ve bir Hausdorff uzayinin kom-
pakt altkiimesi olarak kapalidir. Sonugta Y baglantih bir uzay ve f(X) # ()
kiimesi bu uzaym hem kapal hem de agik bir altkiimesi oldugundan, f(X) =
Y ve Y de kompakttir. |

Bu teorem yalnizca kompakt X Riemann yiizeylerine iligkindir, C’de bir
kargiligi yoktur; C’nin higbir altkiimesi, dogal topolojisiyle alinmak kaydiyla,
bir kompakt Riemann yiizeyi degildir. Teorem 8.6.20 daha énce kanitlanan
bazi teoremlerin kolayca ¢ikarilmasini saglar.

Sonug 8.6.21 X bir kompakt Riemann yizeyi ise, her f : X — C holomorf
fonksiyonu sabittir, dd. H(X) = C.

Kanit. f : X — C holomorf ve sabit degilse (8.6.20)’den dolay1 f(X) =
C’nin kompakt olmas1 gerekir; bu s6z konusu degildir. |

Sonug 8.6.22 (Liouville) Her sinurly holomorf f : C — C fonksiyonu
sabittir.

Kanit. f : C — C fonksiyonu holomorf ve siirh ise, (8.6.13) ile bir F' :
Co — C fonksiyonuna holomorf genisletilebilir; dolayisiyla 6nce F', ardindan
f sabittir. ]

Sonug 8.6.23 (Cebirin Anateoremi) Derecesi n > 1 olan her p € C|z]
polinomu her w € C degerini alir; 6zellikle sifur yeri vardar.

Kanit. p’yi p(co) = co tanimiyla sabit olmayan bir holomorf p € H(Cy,)’ye
genigletiriz. (8.6.20)’den p ortendir, dolayisiyla her w € C degerini alir; 6zel-
likle bir sifir yeri vardir. ]

Sonug 8.6.24 M(Cy) = C(z), dd. her meromorf f : Coo — Cs bir ras-

yonel fonksiyondur.

Kamt. f : Co,x — C, meromorf olsun. Co, kompakt oldugundan f’nin
sonlu sayida kutup noktalar: vardir. Bunlar aq,...,a, olsunlar. co noktasi
bir kutup noktasi olmasin ve fonksiyonumuzun a; noktasindaki esas kismi
h; olsun. Bu durumda g := f — Y | h; ise, g € H(Coo,C) ve 8.6.21’den g
sabit olur. Dolayisiyla bir ¢ € Cile f = Y I | h; + ¢ € C(z) olur. Eger oo
noktas1 f’nin bir kutup yeri ise, % € M(Cq ) 'nin bir kutup yeri degildir. Az
once kanitlanandan 1/f rasyonel, dolayisiyla f rasyonel olur. |
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Sonug 8.6.25 (Liouville I) f € K(Q)NH(C) ise f sabittir.

Kamt. Ornek 8.6.19°dan bir g € H(Tq,C) ile f = goq. (8.6.21)'den g
sabittir, dolayisiyla f sabittir. |

Sonug 8.6.26 f € K(Q) sabit degilse, her w € Cs, degerini alur.

Kamit. Ornek 8.6.19°dan bir g € H(Tq, Cs) ile f = goq. Buradan ¢g(Tg) =
Coo oldugundan, f(Tq) = Cy olur. [ |

Bu sonucu Liouville III 6.7.12 de igerir.

Riemann yiizeylerinde harmonik fonksiyonlar konusuna girmeyecegiz. X
bir Riemann yiizeyi, a € X ve a’min bir €2 komsulugunda tamimli C-degerli
bir f fonksiyonu verilsin. U C € olmak iizere, bir (U, p, V) haritasi i¢in
f o ¢! fonksiyonu V’de harmonikse f fonksiyonu a’da harmoniktir de-
nir. Koordinat doniigiimleri biholomorf olduklarindan, bu tanim kartin segi-
minden bagimsizdir. f fonksiyonu her a € ) noktasinda harmonikse, 2’da
harmoniktir denir. Holomorf ve meromorf fonksiyonlarda oldugu gibi C’de
harmonik fonksiyonlara iligkin cogu teorem Riemann yiizeylerine aktarilir.

Problemler

Problem 8.6.1 X bir kompleks katmanli A C X kapali ve ayrik bir alt
kiime ve f € H(X\A) olsun. f’nin X’te meromorf bir fonksiyona genis-
letilebilmesi i¢in gerek ve yeter kogul, her a € A noktasinin f’nin ya bir
kaldirilabilir tekil noktasi ya da bir kutup noktasi olmasidir; kanitlayiniz.

Problem 8.6.2 Riemann yiizeylerinde her meromorf f fonksiyonun iki ho-
lomorf g,h fonksiyonu ile f = g/h olarak yazilamayacagim ornekleyiniz.
Bunun Teorem 6.4.9’dan farkinin kaynag: nedir?

Problem 8.6.3 C’de R-bagimsiz wy, ws ve w},w) ikilileri verilsinler. Zw; +
Zwy = Zwy + ZwY olmasi igin gerek ve yeter kosul det A = 1 kogulunu
saglayan bir A € M?*2(Z) ile

(-1

Problem 8.6.4 w;,wy € C* kompleks sayilar1 R-dogrusal bagimsiz ve 2 =
Zw1 + Zwsy olsun. £ bir bagka kafes ve Q C Q' ise, dogal ¢ : Tq — Tay,

olmasidir; kanitlayiniz.
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([2] = 24+ Q= [2] = z + ') holomorf oldugunu kanitlayimiz. Ayrica, ¢'nin
ancak ve ancak = ' ise biholomorf oldugunu gosteriniz.

Problem 8.6.5 Q C C bir kafes ve o € C* ise
¢o:Tog—Tq, z4+Q— az+ afd

doniisiimiiniin biholomorf oldugunu gosteriniz.

Problem 8.6.6 2 C C bir kafes ve ¢ : C — C/Q boliim doniigiimil ise,
bunun bir evrensel 6rtme oldugunu gosteriniz ve D, grubunu belirleyiniz.

Problem 8.6.7 X Y Riemann yiizeyleri ve f : X — Y sabit olmayan
bir holomorf fonksiyon ise, A := {a € X|u(f,a) > 1}'nin ayrik oldugunu
gosteriniz.

8.7 Holomorf Ortmeler

Onerme 8.7.1 X bir kompleks katmanh, Y bir Riemann yiizeyi vep : Y —
X holomorf donisimi sabit degilse (Y, p, X) bir orti uzayudur.

Kanit. p tamm geregi siireklidir, Ozdeslik Teoreminin bir sonucu olarak
ayriktir ve Ac¢ik Doniisiim Teoremi’nden dolay: ise agiktar. |

X,Y ve p Onerme 8.7.1°deki gibi olmak iizere, p 6rtmesinin y dallanma
noktalarim tam da u(p,y) > 2 olan noktalardir. Biz “6rtme” tanimini, Ri-
emann yiizeyleri arasindaki sabit olmayan her holomorf doniigiim bir 6rtme
olacak bicimde verdik. Bu durumda Onerme 8.2.3 su sekli alr:

Onerme 8.7.2 X bir kompleks katmanly, Y bir Riemann yizeyi vep : Y —
X holomorf déniisimi sabit degilse p’nin bir dalsiz drtme olmast i¢in gerek
ve yeter kosul p’nin yerel topolojik, dolaysiyla yerel biholomorf olmasidar.

Bu 6nermeye iligkin standart ¢rnekler, daha 6nce de s6z ettigimiz exp :
C — C* dalsiz értmesi ve f,(z) = 2", n € N* olmak iizere, f,|C*: C* — C*
dalsiz ortmeleridir.

Teorem 8.7.3 X,Y wve Z Riemann ylizeyleri vep : Y — X bir dalsiz 6rtme
olsun. Eger ayrica p holomorfsa, her holomorf f : Z — X dénigiminin her
f:Z =Y cekilmisi de holomorftur.

Kamt. Dogrudan Onerme 8.6.15’ten cikar. |

Ornek 8.7.4. Bir fonksiyonun logaritmasi: X basit baglantili bir Riemann ylizeyi
ve f : X — C* bir holomorf fonksiyon ve exp : C — C* olsun. Biz exp f = f kosulunu
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saglayan f € H(X) holomorf fonksiyonlarmi ariyoruz. Bir zo € X ve bir ¢ € C ile
expc = f(xo) olsun. (8.2.13)’ten f’nin f(xo) = ¢ kogulunu saglayan tek olarak belirli
bir f : X — C gekilmisi vardir. (8.7.3)ten dolay1 f € H(X). Bu bir ¢oziimdiir ve tiim
diger ¢oziimlerin ise f + 2mim, m € Z ile verildigi asikardir. Tanim geregi log f = f
problemimizin (z0) = ¢ kogulunu saglayan ¢oziimidiir.

Q, Y iki kafes olmak iizere Ty ve Tqy toruslari, her biri S' x S'’e topolo-
jik denk olduklarindan birbirine topolojik denktirler. Buna karsin asagidaki
teorem gecerlidir:

.« a B
C——¢C C—C C+—C
B
pop P o top
¢
To T Tey To
stl

Sekil 8.8: Toruslarin denkligi.

Teorem 8.7.5 Tq ve T toruslarinin analitik denk olmalar: i¢in gerek ve
yeter kosul bir a € C* ile ' = af) olmasidur.

Kamt. (1) Eger bir a € C* ile ' = aQ) ise, f(z) = az ile tanumlanan
biholomorf f : C — C doniigiimii bize Ty ve Tq arasindan bir biholomorf
doniisiim verir.

Simdi bir ¢ : Tq — T biholomorf doniiglimii verilsin. Gerekirse bir
sabit ekleyerek genellikten bir gsey kaybetmeden ¢(0*) = 0 varsayabili-
riz. 8.8’deki ortadaki diyagramdan goriilecegi gibi ¢ o p holomorf doéniigtimii
a(0) = 0 kogulunu saglayan bir a : C — C holomorf fonksiyonuna, benzer
bicimde en sagdaki diyagramdan goriilecegi gibi, ¢~' o p’ holomorf fonksi-
yonu ise 4(0) = 0 kogulunu saglayan bir 8 : C — C holomorf fonksiyonuna
gekilir. foa doniistimii To'nin 6zdeslik doniigiimiiniin ¢ekilmigi olarak 6zdeg-
lik déniigiimiidiir. Benzer bigimde « o 5 da 6zdeslik doniistimiidiir. Sonugta
a € Aut C ve (7.4.1)’den dolay1, uygun a,b € C ve a # 0 ile a(z) = az + b
olur. Ancak a(0) = 0’dan b = 0 olur ve igimiz biter.

Biz bu sonuca goyle de ulagabilirdik. Q = Zwy + Zws ve Q' = Zw| +
Zwholsun. Herhangi bir f : T — T holomorf doniigtimii i¢in bir F : C — C
holomorf déniisiimii ile p’ o F = f o p saglansm. Ornegin f = ¢ ve F = a.
Bu durumda, her m,n € Z ve her z € C i¢in

F(z + mwy + nwa) = F(2) + mu(2)w] + n.(2)wh
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olur. Burada m, ve n, fonksiyonlarimin yerel sabit oldugunu gérmeyi okura
birakiyoruz. Bu esitlikte tiireve gegersek F'(z+mwi +nws) = F'(z) olur, dd.
F’ fonksiyonu Q’ya gore bir ¢ift dongiilii holomorf fonksiyondur, dolayisiyla
Liouville I 6.7.9’dan dolay1 F” sabittir. Bunun sonucu olarak uygun a,b € C
ile F(z) = az + b olur. Eger ayrica F'(0) = 0 se¢migsek a # 0, F(z) = az
ve dolayisiyla a2 C Q' elde ederiz. Eger f’yi biholomorf segmigsek ayrica
a 1Y C Q, dolaysiyla ' = aa™'Q' C a2 C ; buradan da ' = afQ elde
ederiz. |

X,Y topolojik uzaylar arasindaki bir siirekli f : Y — X dOniistimiine,
eger ayrica her kompakt kiimenin ters resmi de kompakt ise bir uygun
doniisiim denir.

Lemma 8.7.6 Yerel kompakt uzaylar arasindakt her uygun donisim kapa-
hdwr, dd. kapal kiimeleri kapaly kiimelere resmeder.

Kanit. f: X — Y bir uygun doniigiim ve A C X bir kapali altkiime olsun.
b € Y\f(A) keyfi verilsin. b'nin bir agck W komgulugunun W N f(A) = 0
olacak bi¢cimde bulunabilecegini gostermek yeterlidir. b'nin bir agik V' kom-
sulugunu V' kompakt olacak bicimde secelim. Dolayisiyla f~1(V) N A kom-
pakttir; buradan da V N f(A) = f ( 1) ﬁA) kompakt olur. Boylece
W :=V\ (VN f(A)) aqk kiimesi b'nin bir komgulugudur ve W N f(A4) = 0.

|

Onerme 8.7.7 X,Y yerel kompakt Hausdorff uzaylar, p : Y — X ayrik
ve uygunsa asagidakiler gecerlidir:
(i) Her x € X i¢in p~'(z) sonludur.
(ii) Her x € X ve p~Y(x)’%in her V. komsulugu icin x’in bir U komsulugu
p Y (U) C V olacak bigimde vardar.

Kanit. (i) Her # € X icin p~!(z) ayrik ve kompakttir, dolayisiyla sonludur.

(i) z € X ve V kiimesi p~!(z)’in bir agik komsulugu olsun. Y'\V kapah
oldugundan A := p(Y'\V) kapalidir. z ¢ A oldugundan, U := X\ A kiimesi
2’in bir acik komsulugu ve p~*(U) C V olur. |

Teorem 8.7.8 X,Y yerel kompakt Hausdorff uzaylar: arasindaki p : Y —
X uygun dalsiz ortmeleri yerel dizgindir.

Kanit. € X keyfi verilsin. Onerme 8.7.7(i)’den dolay1 p~!(z) sonludur.
i # j igin y; # y; olmak {izere, p~1(x) = {y1,...,yn} olsun. p yerel topolojik
oldugundan, y; noktasinin bir V; agik komsgulugu ile x’in bir agik U; kom-
sulugu p|V; : V; — U; topolojik olacak bi¢imde vardir. Burada V;'leri ayrik
secebiliriz. V := V4 LI -- UV, kiimesi p~!(z)’in bir agik komsulugu oldugun-
dan, Onerme 8.7.7(ii) ile 2’in bir agkk U C ()}, U; komsulugu p~1(U) C V
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olacak bigimde vardir. W; := V; N p~1(U) dersek p~1(U) = Wy U --- U W,
ve her i igin p|W; : W; — U topolojiktir. Dolayisiyla p bir yerel diizgiin
ortmedir. |

Simdi X, Y Riemann yiizeyleri ve f : X — Y sabit olmayan bir uygun
holomorf déniigiim olsun. Agik Doniigiim Teoremi 8.6.5’ten dolay1 f(X) #
() acik ve f uygun oldugundan, f(X) kapahdir. Y baglantili oldugundan
f(X) =Y olur. f'nin dallanma noktalarimin kiimesine A dersek, (8.6.9)’dan
dolay1 A kapali ve ayriktir. f uygun oldugundan, f'nin B := f(A) kritik
degerler kiimesi kapalidir.

Y = Y\B ve X’ := X\f}B) C X\A olsun. Bu durumda f|X’ :
X’ — Y’ bir uygun dalsiz 6rtmedir. Teorem 8.7.8’den dolay1 bu értme yerel
diizgiindiir. Onerme 8.2.6’dan dolay1, her y € Y icin f~!(y) sap1 esgiigliidiir.
Onerme 8.7.7(i)’den dolayiysa bu saplar sonludur. Dolayisiyla tek olarak
belirli bir n € N* ile her y € Y’ i¢in f~1(y) sap1 n dgelidir, dd. her y € Y’
degeri X"’ deki n farklh noktada alimir. Bu durumda f fonksiyonu, n yaprakh
bir Srtiidiir denir. Simdi uygun bir tanimla, kathliklariyla sayilmak {izere,
f'nin her y € Y degerini n kez almasini saglayacagiz. Her y € Y igin

m(fy) = Y, plfx)

zef~1(y)

olarak tanimlansin. Biz f fonksiyonu y degerini m(f,y) kez alir diyecegiz.

Teorem 8.7.9 X,Y Riemann yiizeyleri ve f : X — Y ise sabit olmayan
bir uygun holomorf fonksiyon olsun. Her y € Y i¢in m(f,y) = n olacak bi-
¢imde bir n € N* dogal sayist vardir; dolayiswyla f fonksiyonu her y degerini,
kathilhklaryla sayplmak tzere, n kez alir.

Kanit. A, B, X’ ve Y’ teorem oOncesi irdelemelerdeki gibi olsunlar. f or-
tiislinlin yaprak sayist n € N* olsun. Geriye her b € B kritik degeri icin de
m(f,b) = n oldugunu gérmek kaliyor. f uygun oldugundan f~!(b) sonludur;
f7t) = {a1,...,a,} vei = 1,...,7 i¢in u(f,a;) = k; olsun. Teorem 8.6.9
ve izleyen irdelemelerden sunu biliyoruz: a; noktalarinin ayrik U; komguluk-
lar1 ve b noktasimin V; komsuluklari, her y € V;\{b} igin f~1(b) N U; kiimesi
k; 6geli olacak bicimde bulunabilir. Onerme 8.7.7(ii)’den dolay1, b noktasinin
bir V.C Ni_; Vi komgulugu f~1(V) c |Ji_, U; olacak bigimde bulunabilir.
Her y € Y/ NV i¢in f~!(y) kiimesinin 6ge sayis1 bir yandan ki + --- + ki,
diger yandan n’dir. Boylece, her y € Y i¢in m(f,y) = n olur. |

Sonug 8.7.10 X bir kompakt Riemann yiizeyi ise, sabit olmayan herhangi
bir f : X — Co meromorf fonksiyonu her degeri, katlhiliklarwyla saylmak
tizere aym coklukta alr. Ozellikle, kathlklarwyla saydmak tzere, f nin kutup
yerlerinin sayist ve sufir yerlerinin sayisy birbirine esittir.
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Kanit. f bir uygun holomorf doéniigiimdiir; sav teoremden ¢ikar. |

Problemler

Problem 8.7.1 X bir kompakt Riemann yiizeyi olsun. Eger X’te yalnizca
bir noktada birinci dereceden bir kutup yeri olan bir meromorf fonksiyon
varsa, X ylizeyi Coo'a analitik denktir.

Problem 8.7.2 X,Y Riemann yiizeyleri, f : X — Y sabit olmayan, bir
uygun holomorf déniigiim olsun. A := {x € X |u(f,z) > 1} ise, f(A)'nmn
ayrik oldugunu gosteriniz.

8.8 Picard Teoremleri

Diizlemde birbirini dik kesen C7,Cy ¢emberleri verilsinler; bunlarin gevre-
ledikleri acik daireler D7, Dy olsun (bkz. Sekil 8.9). Ayrica C; gemberinin,
C5’nin my-merkezinden gegmedigini varsayalim. Cy tizerinde z1, 29, z3 nokta-
larin: sekildeki gibi secelim. 7" Mébius doniistimiinii 7'(z1) = 0, T'(22) = 1 ve
T(z3) = oo olacak sekilde segelim. Bu durumda 7'(D2) = H ve T(C3) = Ry
olur. T doniigiimii, C; gemberini, 0 ve 1 noktalarindan gecip R,’a dik olan
bir ¢embere resmeder. Bu ¢ember, ¢aplarindan biri [0, 1] kapali aralig olan
bir gemberdir; yani sekilde sagdaki gember. Bu ¢gembere C' ve cevreledigi agik
daireye D diyelim. Di" := Dy N Dy, D] := D1\(AUD;), D* := DNH ve
D~ := DNH"™ olsun. T déniisiimii D; dairesini ya D’ye, ya da Cy\D’ye
resmeder. Ancak T(D;) C H oldugundan, T(D;) = D olmak zorundadur.
Elbette (D) = D*, T(Dy) = D~ ve T[A] = [0, 1].

o, ¥

0 v 1

22
Z3

Sekil 8.9
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A yaymdaki © 4 yansimasini Cy gemberindeki O¢, yansimasi olarak ta-
nimlamigtik, dd. ©4 = O,. Tanim geregi O¢, = T~ ! o Id o T' oldugunu
biliyoruz. T' ve T~! déniisiimleri, Mébius ¢emberlerini Mébius ¢emberlerine
resmeder ve biholomorf oldugundan acilar1 yonleriyle korur. Id de Mobius
¢emberlerini M6bius gemberlerine resmeder, ancak acilar: yonlerini degigtire-
rek korur. Dolayisiyla © 4 doniisiimii, birbirini dik kesen Mobius cemberlerini
birbirini dik kesen Mobius cemberlerine resmeder. Ozellikle © 4 doniigiimii
birbirin dik kesen Cy ve Cy ¢emberlerini birbirini dik kesen M&bius ¢ember-
lerine resmeder. © 4 doniigtimii Cy’de bir 6zdeglik doniigiimii oldugundan,
O4(C) = Cy ve ozellikle © 4(z;) = z,1 = 1,2. Dolayisiyla ©4(C1) Mo-
bius ¢gemberi 27, zo noktalarindan gegip C5’ye dik olmak zorundadir; boyle
tek bir ¢ember oldugundan ©4(C;) = C1. Dolayisiyla w € C1\{z1, 22} ise
w* == O4(2) € C1\{21, 22} olur; w € CF(Cy) ise w* € C (CF). Ayrica,
i = 1,2 i¢in w ve z;’den gegip C}’e dik olan bir ¢ember, w* ve z;’den gecip
C7’e dik olan bir ¢cembere resmedilir.

Simdi yukaridaki irdelemeleri C; = S = 9D ve D1 = D 6zel durumuna
uygulayacagiz. A C D kogeleri sonsuzda olan bir hiberbolik 7-ii¢geni olsun
ve A’nmin higbir kenar1 bir cap olmasin. Bagka sozlerle A’'nin a, b, ¢ koseleri
S! birim ¢emberindedir ve kenarlar1 0’dan ge¢cmez. Yukarida séylenenlerden
su gikar: A’y1 [a, b]x, [b,c|r ve [c, a]r kenarlarinda yansitarak, koseleri yine
S’de olan, Aj, As, Az gibi ii¢ yeni m-iiggeni elde ederiz. Bunlar1 kendi ke-
narlarinda yansitarak, ayni tipten alt1 yeni w-iiggeni elde ederiz. Bu iglemi
yineleyerek elde ettigimiz m-licgenlerimizin koseleri disindaki noktalarinin
birlesimi D’dir. Her yansitma goziimiize daha kii¢lik goriinen w-iiggenleri
verse de bunlarin w-alanlar1 birbirine esittir; nedeni ise bu iiggenlerin i¢ agi-
lariin toplaminin daima sifir olmasi ve Gauss-Bonnet Teoremi’dir. D’nin bu

ortmelerinin goze en hog goziikenleri, a € S keyfi olmak iizere b := a exp %,
¢ = bexp % olanlaridir. Bu durumda [a,b]:, [b,c|r ve [c,alr yaylarmin

oklidik uzunluklar: birbirine egittir; A bir tiir egskenar {icgen gibidir.

Simdi bir p : D — C\{0, 1} yerel diizgiin 6rtmesi tammlamak istiyoruz.
Araclarmmiz Riemann Déniigiim Teoremi ile Schwarz Yansima Ilkesi olacak-
tir. Olugturacagimiz p doniigiimii, Sekil 8.10°daki ortadaki boyali olan agkin
hiperbolik 7-liggenin A i¢ini, Riemann Doniigiim Teoremi ile H’ye uygun
bicimde biholomorf resmedecektir. A’nin kendi kenarlarinda yansimalar: A;
hiperbolik 7-iicgenleri olsun. Bundan sonra Schwarz Yansima Ilkesi devreye
girecek ve pyi AU cy U Ai’ye p]AZ : A; = H~ biholomorf olacak bicimde
genisletilecektir (C7 burada C;’den ug noktalar: atilarak elde edilen acik yay-
dir!). Sonra A;’ler kendi kenarlarinda yansitilarak alt1 yeni A;; hiperbolik
m-liggene ulagihir ve bu iglem siirdiiriiliirse, bir p : D — C\{0, 1} yerel diizgiin
ortmesine ulagilir, 6yle ki p her boyali licgenin ic¢ini H’ye, her beyaz iiggenin
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Sekil 8.10

i¢ini H™’ye biholomorf resmeder.

L oc:= bexp 2mi

A hiperbolik m-iiggenimizin koseleri a := ¢, b := aexp 22* 2”
olsun. Bu, hi¢bir kenari ¢ap olmayan bir w-iiggenidir. Rlemann Donu@um
Teoremi'nden dolay1 bir biholomorf ¢ : A>D déniigiimiimiiz vardir. Ote
yandan Teorem 7.7.6’ya gore bu doniisiim bir topolojik ® : A — D donu—
siimiine genigletilebilir. T Mobius doniisiimiinii 7(D) = H, T(S!) = Ry ve
T(®(a)) = oo, T(®(b)) = 0 ve T(®(c)) = 1 olacak bi¢imde segelim. Sonugta
f=Top: A — H biholomorftur ve topolojik F := T o ® : A — Hy
dontigiimiine F(a) = oo, F(b) = 0 ve F(¢) = 1 olacak bicimde genisler.
Burada H,, = HUR,,, H'nin C.,’daki kapamsidir, ayrica OsoH = Ry, oldu-
gunu biliyoruz. Simdi F' doniigiimii Cy kenarmm I; := |00, 0]’a, Cy kenarim
Iy :=]0,1]’e ve C5 kenarini ise I3 = [1, 00]’a topolojik olarak resmeder.

Simdi A 7- liggenimizi C; kenarlarinda yansitarak A1, Ao, Az m-liggenle-
rini elde ederiz. Once p]A yi f olarak tammliyoruz. Dolay1s1yla P donu@u—
miimiiz A 7- uggenlnl biholomorf olarak H’ye resmeder. O¢; : A — A; bian-
tiholomorf ve @ o = O¢; oldugundan, p]A :=1Ido fo @_i Ido fo O,
doniisiimii Ay yi biholomorf H™ye resmeder. Boylece yansima ilkesi ile p\A
dontigtimii AU cy U Ay’ ye biholomorf olarak genisletilir ve bu kiimeyi biho-
lomorf olarak H U I; UH~ ¢ C\{0,1}’e resmeder. Her A;/nin A ile ortak
olmayan iki yeni Cj;, Cjo kenar1 vardir. Bu kez A; m-iiggenini bu yeni kenar-
larda yansitarak A;1, Ao tiggenlerini elde ederiz. Bu yansimalar ©¢,; olmak
lizere p|AU = foO¢, oBO¢,; d('jniigiimii bir biholomorf ve iki biantiholo-
morf doniigiimiin birlegimi olarak AU yi blholomorf olarak H’ ye resmeder.
Bu olay yinelenerek, D’ye diisen ayrik A A,,A”,Awk,Amkl, Az]klma ... T
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tiggenlerine ulagiriz. p’nin bu tiggenlere nasil genigletilecegini artik biliyoruz.
p doniigiimi, bu tiggenlerden ¢ift damgali olanlarini, dd. Sekil 8.10’da bo-
yal1 tiggenleri biholomorf olarak H'ye, tek damgali olanlari, yani seklimizdeki
beyaz liggenleri ise biholomorf olarak H™’ye resmeder.

p fonksiyonunu dA\{a, b, c}’de F olarak tammlayalm. z; € C; N D nok-
talarm keyfi secelim ve z; := F(2;) € I; olsun. z; noktasin yeterince kiiciik
ve C;’ye gore simetrik bir V; komgulugunu secelim. Bu durumda p fonksi-
yonu V;’i z;'nin z-eksenine gore simetrik bir U;(z;) komguluguna resmeder.
U (z;) = Ui(z;) NH ve U; (z;) := U(xz;) NH™ ise, p doniisiimii AN Vyyi
biholomorf U (x;)’e, A; N V;'yi ise biholomorf U; (x;)’e resmeder ve ayrica
p|C; N'V; topolojiktir. Teorem 7.3.21’den dolay1 p|V; : V; — U;(z;) biholo-
morftur!. Eger V;, yeterince kiiciik secilirse, yukaridaki yansimalarimizda,
her biri U;(x;)’ye biholomorf resmedilen ayrik agik kiimelere taginir. Sonugta
asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 8.8.1 p:D — C\{0, 1} yerel biholomorf déniigimi bir yerel diiz-
gtin 6rtmedar.

D’de yaptigimizi H'de de yapabiliriz. Ornegin Sekil 8.11°de gosterilen A
mg-licgeni ile baglanabilir.

Ay A As
< C o s >
Ay
0 1 2 T
Sekil 8.11

D’de yaptigimizi burada tekrarlayalim. Su yeterlidir: Ardigik yansitma-
larla A’nin altim1 doldurun, ardindan bunu siirekli olarak bir birim saga ve
sola kaydirin ve her kaydirmada tiggenlerimizin rengini degistirin. Boylece
bir py : H — C\{0, 1} olugturmay1 problem olarak birakiyoruz.

Teorem 8.8.2 (Picard’mm Kiigiikk Teoremi) f : C — C, meromorf
fonksiyonu birbirinden farkl i¢ a, b, c € Coo degerlerini almayorsa, f sabittir.

Kanit. Bir Mdébius doniigiimiiyle a,b, ¢ noktalar1 0,1, co noktalarina res-
medilebileceginden, daha bagtan f fonksiyonumuzun 0,1, 00 degerlerini al-

1 Aslinda Ui;(x) olarak AU Ccyu Al ve Vi(z) olarak H LI L LIH~ de alinabilir.
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madigini varsayabiliriz. Bu durumda f : C — C\{0, 1} holomorf olur. Te-
orem 8.8.1’den dolay1 bir p : D — C\{0, 1} yerel diizgiin értmemiz vardir.
Teorem 8.2.13’ten dolay1 bir siirekli f C — D dontigiimi f =po f olacak
bicimde vardir.Teorem 8.7.3’ten dolay1 f holomorftur. Liouville Teoremi’den
dolay1 f sabittir, dolayisiyla f sabittir. |

U C Cx olsun. KA T Tamm 3.4.7’den dolayr, ¥ € M(U) ailesinin
C(U,C) icinde normal olmasi, her (f,) C F dizisinin ps metrigine gore
bir yakinsak altdizisinin olmasi1 demektir. Bu normallige kisaca p.-normal
diyelim. Bu altdizinin limitine f dersek, KA I Teorem 3.9.19’dan dolayi, ya
f € M(U) yada f = oo. Yine aym1 teoremden dolay1, bir F C H(U)’den
yola gikmigsak F ailesi poo-normalse ya f € H(U) ya da f = oo oldugunu
biliyoruz.

Teorem 8.8.3 (Montel) U C C agik, a,b € C, a # b ve F C H(U)
ailesindeki her f € F i¢in f(U) C C\{a, b} ise, F ailesi poo-normaldir.

Kanit. Bir ailenin normal olmasi bir yerel 6zellik oldugundan, savi basit bag-
lantili bélgeler i¢in kamitlamak yeterlidir. U = B basit baglantili olsun. Ge-
nellikten bir sey kaybetmeden {a,b} = {0,1} alabiliriz. p : D — C\{0, 1} do-
niigiimii (8.8.1)’deki yerel diizgiin 6rtmemiz olsun. Yine (8.8.1) ve 8.7.3ten,
her f € F doniistimi igin p o f f k0§ulunu saglayan bir f B — D
holomorf fonksiyonu vardir. Bu durumda F := {f|f € F} ailesi C(B,C)
normaldir, ancak bunun F i¢in dogru olmasi gerekmez. Simdi bir (f,) C F
dizisi verilsin. zg € B noktasi keyfi secelim. C,, kompakt ve tam metrik
uzay oldugundan, (f,(zp)) dizisinin bir yakinsak altdizisi vardir. Bu altdiziyi
yine (fn(20)) olarak gosterelim. wy = lim f,,(zp) olsun.

(1) wo ¢ {0,1, 00} olsun. F normal oldugundan, (f,) dizsinin C(B,C)’de
yakinsak bir altdizisi vardir; yalinlik agisindan bu altdiziyi yine ( fn) ile gos-
terelim. ¢ := lim f,, dd. lim p(f,,g) = 0 olsun. Biz ¢ € H(B) oldugunu
biliyoruz. Diger yandan agikca ||g||p < 1. Eger bir z; € B noktasinda
lg(z1)] = 1 olsaydi, maksimum ilkesinden g = ¢ sabit ve |¢] = 1 olurdu
ki bu, lim |f,(20)| = 1 ve lim f,,(20) = wo ¢ {0, 1,00} ile celisir. Dolayisiyla,
her z € B igin |g(z)| < 1 olur. Simdi K C B kompakt kiimesi keyfi verilsin.
lgllx < rx < 1 segersek, fn = g oldugundan bir nx dogal sayisi, her
n > ng igin || fn|| < rg olacak sekilde secilebilir. p doniisimii yerel biho-
lomorf oldugundan, p(D,, ) kompakttir ve bir Dg, 'ye diiger. Dolayisiyla,
her n > nk icin ||fo||k < R olur. Mg := max{Rx, maxo<n<ng ||f||x}
dersek, her n icin || f,||x < Mk olur. Dolayisiyla (f,) dizisi B’de kompakt
diizgiin simrhdir. KA I Montel Teoremi 3.3.15’ten dolay1 (fy,) nin H(B)'de
yakinsak bir alt dizisi vardir.

(2) wp = 1 olsun. B basit baglantili ve f,’ler B’de 0 degerini almadi-
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gidan, B’de holomorf h,, := \/f, dallarim wy = lim h,(z9) = —1 olacak
bigimde segebiliriz. hy’ler 0 ve 1 degerini almazlar ve wy ¢ {0,1,00} ol-
dugundan, (1)’den (hy)nin, dolayisiyla (f,)’in H(B) de yakinsak altdizileri
vardir.

(3) wo = 0 olsun. Bu kez g, := 1 — f,, olsun. g,’ler 0 ve 1 degerini
almazlar ve w* := lim g,,(29) = 1 olur. (2)’den dolay1 (g,) nin, buradan da
(fn)'in H(B)’de yakinsak bir altdizisi vardir.

(4) wy = oo olsun. Bu kez g, := 1/f, olsun. Yine g, € H(B) fonksi-
yonlar:1 0 ve 1 degerini almazlar. Bu durumda wy := lim g, (z9) = 0 olur.
(3)’ten dolay1, (gy,)’in bir (gy, ) altdizisi H(B)’de bir g € H(B) fonksiyonuna
yakinsar. g(z9) = 0 oldugundan, KA I Sonug 4.2.23 ile ¢ = 0, dolayisiyla
lim f,,, = oo olur. |

Teorem 8.8.4 (Picard’in Biiyiik Teoremi) U C C agik, a € U, f €
H(U\{a}) ve a noktast f’nin bir esash tekilligi olsun. f fonksiyonu, belki bir
deger disindaki her degeri, her D}(a) C U’da sonsuz kez alur.

Kanit. Genellikten bir sey kaybetmeden a = 0 olsun. Simdi D} C U ve f
fonksiyonu D} ’de iki degeri almasin. Her n € N* i¢in D}’de g, (2) := f(27"%)
olarak tammlansm. F := {g,}nen+ C H(D}) ailesi (8.8.3)'ten dolay1 poo-
normaldir. Dolayisiyla (g,,) nin bir altdizisi po, metriginde bir g’ye yakinsar.
Genellikten bir gey kaybetmeden bu altdizinin (g,) oldugunu varsayabiliriz.
KA I Teorem 3.9.19’dan dolay1, ya g € H(D}) ya da g = co. Simdi o sayisin
0 < o < r olarak segelim ve sabit tutalim. Bir M > 0 saysin |z| = o i¢in
lg(2)| < M olacak bi¢imde segelim. Bu durumda bir ny dogal sayisi, her n >
ng ve her |z| = o igin |gn(2)| < M olacak bigimde segilebilir; bu durumda
her n > ng ve her |z| = 27"0 i¢in |f(2)| < M olur. Dolayisiyla Maksimum
Ilkesinden, yeterince biiyiik n’ler icin, 270 < |z| < o kapali halkasmda
|f(2)] < M olur. Boylece n — 400 igin halkamiz 0 < |z| < o halkasina
doniigeceginden, f fonksiyonumuz D} da smirh olur. Dolayisiyla f'nin 0’da
bir kaldirilabilir tekilligi vardir. Eger g = oo ise, az onceki arglimanlarimizi
1/f fonksiyonuna uygularsak bu fonksiyonun 0’a holomorf genisletilebilir,
dd. f’nin 0’da bir kutup yeri vardir. |

8.9 Analitik Genislemeler ve Demetler

Her alanda yeni kavramlarla dilimizin zenginlesmesi bize ayni1 gercgegin de-
gisik anlatimlarini sunar ve kavrama secenegimizi artirir. KA I Altkisim
3.5.4’te ergin analitik fonksiyonlarin tanim bdlgelerinin nasil verilebilecegi-
nin ipucunu vermigtik. Sayfa 662’te bu konuyu yeniden ele almigtik. Simdi
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ortii uzaylaryla kisaca o ipucunu izleyecek, ardindan holomorf fonksiyon
demetleriyle ayni olaya farkli yénden yaklagsacagiz.

KA T Altkisim 3.5.4’te C’nin bir D dairesinde verilen bir f € H(D, C) ho-
lomorf fonksiyonun analitik genislemelerini incelerken tiim sdylenenlerin te-
mel dayanagi Ozdeslik Teoremi olmustur. Ozdeslik Teoremi meromorf fonk-
siyonlar icin de gecerli oldugundan, orada meromorf fonksiyonlarin da anali-
tik geniglemelerinin benzer bigimde ele alinabilecegini belirtmigtik. Riemann
yiizeyleri arasinda da Ozdeslik Teoremi gegerli oldugundan, simdi olaya en
genel gekliyle yaklagabiliriz. X, Y Riemann yiizeyleri, B C X bir bolge ve
f € H(B,Y) bir holomorf doniigiim olsun.

DE(X,Y) :={(f, B) | Bbir bolge, f : B — Y holomort}

kiimesinin 6gelerine X 'te Y’ye holomorf d6niisiim elemanlari denir. X =
G C Cve Y = C 6zel durumunda DE(X, C) tam da KA I Altkisim 3.5.4’te
inceledigimiz FE(G) fonksiyon elemanlarimizdir.

DE(X,Y)de (f1,B1) ve (f2, Ba) gibi iki eleman verildiginde

. d
Bis := B1 N By 7é 0 ve fﬂBlg = f2’B12 ise bunu (fl,Bl) ~ (fg,BQ)

olarak gosterelim ve fs'ye fi1'in B1 U Bo’ye dolaysiz geniglemesi diyelim.
Ozdeslik Teoreminden dolayi, fo varsa tek olarak belirlidir. DE(X,Y) deki

4 bagmtisi bakigimh ve yansimahdir, ancak gecisli degildir. Yine de ondan
bir ~ denklik bagintisi elde edebiliriz. Simdi, eger (f, B), (f,B) € DE(X,Y)
icin (f1,B1),...,(fn, Bn) € DE(X,Y) holomorf déniigiim elemanlar:

(£, B) L (f1,B) £ L (£, Ba) L (F, B) (8.11)

olacak bigimde bulunabiliyorsa, (f, B) ~ ( 1, B) olarak tammliyoruz. Elbette
~ bagmtis1 DE(X,Y') de bir denklik bagmtisidir ve bu bagmtimin denkli sinif-
larina X’ten Y’ye ergin analitik doniigiimler denir. f’nin denklik smifini
yine f ile gbsterelim. Bizim amacimiz, tanmim kiimelerini X’te diigiindigi-
miizde, genelde ¢ok degerli olan bu doniistimlerden, tanim boélgelerini uygun
Riemann yiizeyleri segerek tek degerli holomorf déniistimler elde etmektir.

KA T Altkisim 3.5.4°e kogut olarak caligmak istersek burada B bolgele-
rini diskler olarak secgebiliriz. Bu bir sey degistirmeyecegi i¢in esnek davranip,
elemanlarin tanim kiimelerini bolgeler olarak sectik. f ergin analitik doniisi-
miine tanim kiimesi olarak kargilik getirecegimiz Ry Riemann yiizeyini sezgi-
sel olarak sayfa 662’teki gibi elde edecegiz. Ozetle (f, B), (g, D) € DE(X,Y),
x € BND ve ’in bir U C BND komgulugunda f|U = g|U ise, By = Bx{f}
ve Dy x {g}'yi U boyunca yapistiracagiz.
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Simdi X, Y Riemann yiizeyleri verilsin. X’in topolojisi 7 olsun ve her
x € igin T, ile  noktasinin agik komsguluklarinin ailesini gosterelim.

H(Z,Y):={(f,U)|U € T, ve f:U — Y holomorf}
olsun. Her (f,U),(g,V) € H(%,Y) i¢in
(U)X (g, V) =3IV T, WcCUNV ve fIW=g|W) (812)

olarak tanimlanan ~ bagmtis1 H(T,,Y) iizerinde bir denklik bagintisidir.
(f,U)'nun ~ bagmtisma gére [(f,U)], denklik smifini yaln olarak f, ile gos-
terecek, bunlara x noktasindaki Y-degerli holomorf doéniistim tohumlari
diyecegiz. Tanim geregi, her f, tohumu uygun bir A, ile {(fu,Us)}aca, gibi
bir kiimedir. (),c4, Ua = {7} oldugundan, a,b € X ve a # b ise, daima
fa # gy olur.

OxalY) i= {fu | (£,U) € H(T. Y)}

kiimesine x noktasindaki Y-degerli holomorf d6éniisiim tohumlar: sap:
dersek, saplarimiz ayrik kiimelerdir.

Oy(Y) = | | Oxa(Y)

zeU

ayrik birlesimine ise U’daki Y-degerli holomorf doniiglimler demeti
denir. ¥ = C durumunda Ox ,(Y) ve Opy(Y) yerine, yalin olarak Ox ,
ve Oy yazacagiz. Opy’ya U ilizerindeki holomorf fonksiyon tohumlar:
demeti diyecegiz. O¢ yerine yalin olarak O yazacagiz; boylece O, C’deki
holomorf fonksiyon tohumlariin demetini gosterecektir.

(f1,U1), (f2,U2) € frise fi(z) = fa(x) oldugu apagiktir. Dolayisiyla her-
hangi bir (g,U) € f, ile yapilan f,(x) := g(x) tanimm kusursuzdur; 6zellikle
fz(z) = f(z). Diger yandan, f, tohumu (f,U) doniigiim elemaninin belirle-
digi f ergin dontisiimiinii de tek olarak belirler. Yanhg anlamalar olabilecegini
diigiindtigiimiiz yerde [(f,U)], gosterimini kullanacagiz.

U C X agik olmak tizere, her f € H(U,Y) i¢in

fU = {fx|x€U}

olarak tamimlansin'?. p : Ox(Y) — X ise p(f,) := z ile tammlanan izdiigiim
olsun.

Teorem 8.9.1 Ox(Y), p: Ox(Y) — X donisimini yerel biholomorf ki-
lan tek olarak belirli bir kompleks yapiwya sahiptir. p bir orten dalsiz ortmedir.

12 ¢ yerine [f,z] ve fu yerine ise [f, U] gosterimleri de yaygindur.
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Kanit. (1) Once B = {fy | f € H(U,Y), U C X acik} ailesinin Ox(Y)de
bir topolojinin baz oldugunu savunuyoruz. Ox (Y') = |J*B oldugu apagiktir.
Diger yandan fy,gy € B ve fu Ngy # 0 olsun. ¢ € fy N gy ise, bir
acUnNnVile (= f, = gq olur. Dolayisiyla a-merkezli bir W Cc UNV
diskinde f|W = g|W olur. Buradan fiy C fy N gy olur. Sonugta fyy N gy
arakesiti B’deki fy tipinde kiimelerin birlesimidir. Bu, savi tamamlar.

(2) Bu topolojiyle Ox (Y') bir Hausdorff uzayidir. Gergekten de fq, gy €
Ox(Y) ve f, # gp olsun. a ve b noktalarinin U ve V' agk komguluklariyla
fa ve gy'nin (U, f) ve (V, g) temsilcilerini secelim. Tki durum s6z konusudur:
(i) @ # b ve (ii) @ = b. (i) durumunda U ve V agik komsuluklarin ayrik
segebiliriz; boylece fy ve gy kiimeleri sirasiyla f, ve gp'nin komsuluklaridir
ve fy Ngy = 0. (ii) durumunda ise f, # g,. Simdi a-merkezli bir D diskini
D C U NV olacak bigimde segelim. Eger bir x € D ig¢in f, = g, olsaydi,
tanim geregi z'nin bir agtk W C D komsgulugunda f|W = g|W, ardindan
da Ozdeslik Teoremi’yle D'de f = g, dolayisiyla f, = g, olurdu! Béylece
fpNgp = 0 ve isimiz biter.

(3) Her z € X icin Ox (YY) # 0 oldugundan p ortendir. f, € Ox (YY)
keyfi verilsin. a’nin bir agck U komsulugu ile f, € fiy olur. Her z € U igin
p(f.) = z oldugundan p|fy : fu — U doniigimi tameglemedir. V' agik ve
a € Vise, funy kiimesi f,'min bir agik komgulugu ve p(funy) =UNV CV
oldugundan, p fonksiyonu f, noktasinda siireklidir. Diger yandan, her g € B
i¢in p(gw ) = W oldugundan p bir ac¢ik doniigtimdiir. Her siirekli, acik ve yerel
birebir déniisiim yerel topolojiktir. Savimizin kalan1 Yapi Cekme Ilkesi'nden
cikar. |

Uyari: Cebirsel topolojide 6nemli olan 6rtmeler yerel diizgiin 6értmeler-
dir. Ancak p : Ox(Y) — X bir 6rten dalsiz 6rtmedir, ancak asla bir yerel
diizgiin 6rtme degildir! Onerme 8.7.1°’de gordiigiimiiz gibi kompleks ana-
lizde olagan olan yerel diizgiin 6rtmeler degil Tanim 8.2.1’de tanimladigimiz
ortmelerdir. (8.4.4)’ten dolay1, bir dalsiz 6rtmenin bir yerel diizgiin értme
olmas icin gerek ve yeter kosul gezileri cekme zelliginin olmasidir. Ornegin
X=Y=C,p: 0O — C 6zel durumunda ~ : [0,1] — C gezisi y(t) =1 —¢
olsun ve (1/z,C*) fonksiyon elemanim alalim. f(z) = 1/z olmak tizere, 7y
gezisinin 4(0) = f, (o) := (1/2)1 kosulunu saglayan bir 4 ¢ekilmisi yoktur.
Bu 6rnek genel duruma aktarilir.

Not 8.9.2 Ox(Y) bir 6zel demettir. Genel demet kavramini bu 6zel de-
metten elde edecegiz. Yine T ile X’in topolojisini gosterelim. Her U € T
icin F(U) := H(U,Y) olsun. Eger Y = C ise, F(U) bir halkadwr. V.U € T
ve V. .C U ise| 7Y : F(U) — F(V) déniigiimii 7Y (f) := f|V kisitlamas
olsun. Eger Y = C ise, T’g dontigiimleri halka yapi doniigtimleridir. Tg’lere



688 KOMPLEKS ANALIZ I

kisitlama doniigtimleri denir. Bu veriler su 6zelliklere sahiptirler:
(a) Her U € T igin rf} = Idr ).
(b) W,V,UeT ve W CV CU igin: r§, =1 orl.
(c) UUieT,iclvelU = Ui ise

(i) f,g € F(U) ve her i € I igin rgl(f) = rgi(g) ise, f=g.
(ii) Her i € I i¢in f; € F(U;) ve her i,j € I igin

Ui Ui
7qUzﬁUj (fi) = rUszj (f])

ise, tek olarak belirli bir f € F(U), her i € I i¢in rjj (f) = fi
olacak bicimde vardir.

Simdi topolojisi 7 olan bir X topolojik uzay verilsin. Her U € T ’ye bir F(U)
kiimesi karsilik getirilsin. F(U)’lar aym tiirden bir 2 cebirsel yapiya, 6rnegin
grup, halka, cisim, bir K-vektor uzay: vs. sahip olabilirler. F := (F(U))yer
olsun. Ayrica, V C U kosulunu saglayan U,V € T igin bir ¥ : F(U) —
F(V) déniisiimii verilmis olsun. Eger her F(U) bir 2 yapsi ise, her r{ bir
2-yapt déniigmii olsun. r := {r¥/ |U,V € T,V C U} olmak iizere, (F,7)
ikilisine (a) ve (b) saglanmigsa bir demetsi, eger (a), (b) ve (¢) saglanmigsa
bir 2-demeti denir. Eger kiimeler, gruplar, halkalar, vs. ise o zaman, yerine
gore kiimeler, gruplar, halkalar, vs. demetsisi veya demetinden s6z ederiz.
Her ne kadar artik T‘g’lerin gercek anlamda bir kisitla olmalar1 gerekmese de
bunlardan yine de kisitlama diye soz edilir.

Herhangi bir (F,r) demetsisi verilsin. Nasil devam edilecegi bellidir.

UVeZ,, feFU)vege F(V) ise
fRg = 3WeT, rip(f) =riylo)

olarak tammlanir. ~, her € X i¢in (J;;cg, F(U)’da bir denklik bagimtisidir.
Bu bagmtiin F = Uyeg, F(U)/ ~ denklik smiflar1 kiimesine demetsinin
x’teki sap1 denir. U € T, ve f € F(U) i¢in f'nin ~ bagmtisina gore denklik
simifi f, ile gosterilir ve bir ¥ : F(U) — F, déniisiimii 7J(f) := f, olarak
tamimlanir. Fyx := |_|a:eX Fz olsun ve p : Fx — X doniisimi, her f, € F,
i¢cin p(fy) = = olarak tammmlansin. Son olarak, her f € F(U) i¢in fy :=
{fz |2 € U} tammmyla bu bilgilendirmeyi noktalayacagiz. Okurun kolayca
tahmin edecegi bir ka¢ basit gergegi problem olarak soracagiz. A

Simdi tekrar igimize donelim; X ve Y Riemann yiizeyleri olsunlar. Ox (Y)
yerel yol baglantilidir, bu nedenle baglantili bilesenleri de yol baglantili ve
birer Riemann yiizeyidir. Diger yandan By, By C X bolgeler ve (f1, By) 4
(fa2, Be) ise, fp, ve fp, bolge ve fp, N fp, # () olacagindan, fp, U fp, de bir
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bolgedir. Bunun bir sonucu olarak (f, B) € DE(X,Y) bir holomorf déniigiim
elemani ve J # 0 ile f = {(f;, B;) | j € J} bu elemana iligkin ergin holomorf
doniigiimse,

Xyi= U(fj)Bj

jeJ

de baglantilidir. (g, D) € DE(X,Y) ve g ise bu elemana iligkin ergin holomorf
dontigiim olmak tizere, f # g ise Xy N X, = () oldugu apaciktir. Biz X ¢'nin
yalniz baglantili olarak kalmayip Ox (Y ') 'nin bir baglantili bileseni oldugunu
gosterecegiz. Bunu gosterdigimizde Ox (Y )’'nin baglantili bilegenlerinin her
biri bir Xy olarak kargimiza gikar. Bir F': Xy — Y dontigiimiinii goyle tanim-
layacagiz: Her f, € Xy icin F(fz) := f(x) = f(p(f.)) olarak tanmimlayalim.
F déniisiimiiniin (f;)p, acik kiimesine kisitlanigi f; o (p\ (f5) B_i)’dir ve iki ho-
lomorf doniisiimiin birlegimi olarak holomorftur. Yerel-Tiimel Ilke’den dolay:
F: Xy — Y doniisiimii holomorftur. Bu F' holomorf déniisiimii, ¢ok degerli
olan f ergin holomorf doniistimiine karsilik gelen tek degerli doniistimiimiiz
olacaktir. B C X bir bolge ve f : B — Y holomorfsa F|fg : fg — Y ho-
lomorf doniisiimii bir anlamda f : B — Y holomorf doniisiimiiniin X ;’deki
kopyasidir.

Tanim 8.9.3 v : [a,b] — X bir gezi olsun ve bir f ) € Oxya)(Y) ho-
lomorf doniigiim tohumu verilsin. p : Ox(Y) — X dalsiz ortmesinde v 'nin
fw(a) ‘dan baglayan bir 4 ¢ekilmisi varsa, 5(b) ye Jy(a) Man v boyunca bir
analitik genislemesidir denir.

Az yukarida uyarida belirttigimiz gibi v ve f,(,) verildiginde f, ) nm v
boyunca bir analitik genislemesi olmasi gerekmez. Bu tanimin f ergin doni-
siimiizle iligkisini netlestirelim. Once B C X bir bolge, f : B — Y holomorf
olsun ve xg, 1 € B noktalar verilsin. B bir bélge oldugundan v € G, 4, (B)
gezileri vardir. p|fg : fg — B topolojik oldugundan, 4 := (p|fg)~' o~
siirekli doniigiimii y'nin f;,’dan baslayan bir ¢ekilmisidir. Dolayisiyla f,, to-
humu f;,'1n v boyunca bir analitik genislemesidir. Elbette f,, tohumu ise
fz, tohumunun v~ boyunca bir analitik genislemesidir.

Simdi (f, B) 53 (f, B) olsun ve zg € B ve o € B noktalar1 keyfi verilsin-
ler. z; € BN B keyfi secilsin. v, € Garoz1(B) ve 12 € gxl,i,o(é) gezileri keyfi
secilsinler. 41 := (p|fp) toy1 ve Ao := (p|fé)’1o'yg olsun. f|BNB = f|BNB
oldugundan, 4192 bir gezidir ve y1y2 € Gy 5, (B U B) gezisinin f;,’dan bag-
layan bir ¢ekilmisidir. Dolayisiyla f;;;o tohumu f;, tohumunun ;2 boyunca
bir analitik geniglemesidir.

Simdi (f, B) < (f1,B1) 4.4 (fn, Bn) 4 (f,B) olsun. 29 € B ve
Zo € B keyfi verilsinler. Yukaridaki adim yinelenerek sonlu adimda D :=
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BU (U, B;)U B boélgesinde bir v € Gy (D) gezisi fz, tohumu f,, tohu-
munun v boyunca bir analitik geniglemesi olacak i¢gimde bulunur. Elbette f,,
tohumu da f;;o tohumunun v~ boyunca bir analitik genislemesidir. Boylece:

(a) Herhangi iki fu,, [z, € Xy tohumu ug noktalary xo,Zo olan X teki
bir v gezisi boyunca birbirlerinin analitik genislemeleridirler.

Tersine bize iki fy,, fz, € Ox(Y) tohumu verilsin ve J = [a,b] olmak
tizere I' : J — Ox(Y) gezisinin baglangig noktasi fz, ve bitig noktasi fjo
olsun. Bu durumda v :=poI': J — X baglangi¢c noktasi xy ve bitis noktasi
Zo olan bir gezidir ve I' = 4 olur. ¢t € J ve I'(¢) 'nin bir U agik komgulugu keyfi
verilsinler. T stirekli oldugundan, ¢'nin J’de agik bir 7" komgulugu I'(T") C U
olacak bicimde vardir. I'() € Ox ) (Y) oldugundan, U agik komsulugunu,
~v(t) € B ve (g,B) € DE(X,Y) olmak iizere, U = gp olarak segebiliriz.
J kompakt oldugundan, J'nin a = tg < t; < --- < t, = b parcalanisi
ve (fi,B;), i = 1,...,n holomorf doniigiim elemanlar1 v([t;—1,t;]) C B; ve
asagidaki kogullar saglanacak bicimde secilebilirler:

(i) Jaoy = (fl)mo ve (fn)io = fao-
(i) ¢ =1,...,n — 1 igin D; bolgesi B; N Bj;+1’in 7(t;)’yi iceren baglantili
bilegeni olmak tizere, fi|D; = fit1|D;.

Bu durumda (f;, B;) 4 (fi+1, Bi+1) olmasi gerekmez, ancak

(f1,B) < (f1, D) & (f2, Bo) & -+ & (f, Do) & (fn, Bn)

saglanir. Dolayisiyla fio = (fn)i, € Xy olur. Béylece sunu gostermis olduk:
(b) (f,B) € DE(X,Y), xg € B ise, fz, 1 Ox(Y) deki baglantly bileseni
Xy dir.
(a) ve (b) bize asagidaki teoremi verir:

Teorem 8.9.4 X, Y Riemann yiizeyleri, B C X bir bolge, f : B —Y holo-
morf, a € B ve fo = [(f, B)la € Ox,a(Y) olsun. Xy tama tamina Ox (Y') 'de
fa man baglantils bilesenidir. Diger yandan Z, Ox (Y') in herhangi bir baglan-
tily bileseni ve f, € Z ise, Z = Xjy.

Analitik denk Riemann yiizeylere aynm goziiyle bakarsak olaya farkl yon-
den yaklagabiliriz. Simdilik Sekil 8.12’deki sol gekil durumundayiz. Burada
B C X bir bélge, f : B — Y holomorf ve j = (p|fg)~!, agik yazilimla, her
x € B igin j(x) = f, géommesidir. Bu diyagram degismelidir, dd. f = F'oj
ve po j = Idp. Dikkat edilirse j doniisimii B bolgesini biholomorf olarak
[B bolgesine gomer. Dolaysiyla fg C G C Xy ve G bir bolge ise, F|G'ye
de f'nin G’ye bir holomorf geniglemesi olarak bakabiliriz ve bu genigleme,
Ozdeslik Teoremi'nden dolay: tek olarak belirlidir. f, tohumunun geziler
boyunca analitik geniglemelerine bagvurmadan, analitik denklik baglaminda
X’ye ulagmaya calisacagiz.
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Sekil 8.12: Tam analitik genigleme.

Simdi X, Y ve Z Riemann yiizeyleri ve p : Z — X yerel biholomorf olsun
(Sekil 8.12’deki sag sekle bkz). ¢ € Z ve a = p(c) olsun. Her [(f,U)], =
fo € Oxo(Y) i¢in pi(fa) := (f o p)e olarak tamimlanan p} : Ox4(Y) —
Oz.(Y) bir tameglemedir, eger bu saplar ayni 2-yapisindansalar p}; bir 2
esyapl déniisiimiidiir. p.. := (p})~! olsun. Agik yazilimla p.. : Oz (Y) —
OX,p(c) (Y) :

Tanmim 8.9.5 X wve Y Riemann yizeyleri, a € X ve f, € Oxq(Y) ise,
asaqidaki kosullar saglandiginda (Z,q, f, ¢) dortlisine f, tohumunun bir
analitik genislemesi denir:

(i) Z bir Riemann yizeyi ve q : Z — X yerel biholomorftur.
(ii) f:Z =Y holomorftur.

(iii) ¢ € Z, q(c) = a ve que(fe) = fye) = fa-

Eger ayrica fa tohumunun her (Z q, f, ¢) analitik genislemesine karsilik f =
fog kosulunu saglayan bir g : (Z,4,X) — (Z,q,X) holomorf lifsel doniigiimii
bulunabiliyorsa, (Z,q, f ,¢) analitik genislemesi maksimaldir denir.

Her seyden once (8.9.4)te Z = Xy, ¢ := fa, ¢ = p ve f = F alirsak
(X¢,p, F, fo)'nin f, tohumunun bir analitik geniglemesi oldugunu goriiriiz.

Lemma 8.9.6 f, tohumunun herhangi iki maksimal analitik genislemesi
birbirine analitik denktirler.

Kamt. f, tohumunun (Z,g¢, f ,C) ve (Z »q, f,¢) gibi iki maksimal analitik
geniglemesi verilsin. Tamim geregi h : Z — Z ve g : Z — Z holomorf
déniigiimleri f = foh ve f = fog olacak bigimde varlar. goh : (Z,q, X) —
(Z,q,X) bir lifsel doniigiimdiir ve (8.2.8)’den dolay1 g o h = Idz ve benzer
arglimanlarla h o g = Id; olur, ve bunlar savi verir. |

Dolayisiyla analitik geniglemeler icin maksimallik bir evrensel 6zelliktir.

Lemma 8.9.7 X bir Riemann yiizeyi, a € X, fo € Oxq(Y) ve (Z,q,f, ¢)
ise fq tohumunun bir analitik geniglemesi olsun. z € Z ve x = q(z) olmak
tzere 4 € G »(Z) ise, q*z(fz) € Ox,(Y) tohumu f,’'min v = q o4 boyunca
analitik genislemesidir.
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Kamt. 4 : [0,1] — Z ve v := po4 olsun. Her ¢t € [0,1] i¢in ¢; :=
Qus(t (fvt ) € Ox ) olsun. Bu durumda g = fo ve ¢1 = qez(f2). Simdi
to € [0, 1] keyfi verilsin. ¢ yerel biholomorf oldugundan, 4(tp)'in bir agik V'
komsulugu ile v(tp)'m bir agtk U komsulugu, qlV : V — U biholomorf ola-
cak bicimde secilebilir. Bu durumda k := f o (¢|V)~' € #(U,Y) olur. Bu
durumda, her w € V i¢in gy (fu) = Jq(w) olur. to'm [0, 1]’de bir T" komsulu-
gunu §(T') C V, dolayisiyla v(T) C U olacak bi¢imde segelim. O zaman her
t € T icin gy(p) = Qi (fv ) = ¢ olur. Bu ise savimiz1 kamtlar. |

Simdi X herhangi bir Riemann yiizeyi, a € B C X, B bir bolge ve
f € H(B,Y) olsun.

Teorem 8.9.8 (Xy,p, F, fa) analitik genislemesi maksimaldir.

Kanit. Daha once de belirttigimiz gibi (X¢,p, F, fa), fo tohumunun bir
analitik geniglemesidir.

Simdi (Z, ¢, 1, ¢), fa tohumunun herhangi bir analitik genislemesi olsun.
Bu durumda tanimdan a = ¢(c), f:Z — Y holomorf ve q*c(fa) = foe) = Ja-
Simdi z € Z keyfi verilsin. Onsav 8.9.7’den biliyoruz ki ¢, (f.), X’te fu'nm,
baglangi¢ noktasi a ve bitis noktas1 x := ¢(z) olan bir gezi boyunca analitik
geniglemesidir. Dolayisiyla tek olarak belirli bir n € Xy ile g.( f2) =n.
Simdi g : Z — Xy déniisiimii g(z) := n olarak tamimlansm. g : (Z,¢,X) —
(X¢,p, X) bir holomorf lifsel dontigiimdiir ve F'o g = f |

Ozellikle X =Y = C ve bir B C C bélgesi icin f : B — C bir holomorf
fonksiyonsa f ergin fonksiyonunun tanim bélgesi Xy C O Riemann yiizeyidir.

O := O¢(C) 6zel durumuna biraz yakindan bakalim. a € C ve (U, f) ~
(V,g) ise, her n € N igin (U, f™) & (V,¢™) olacagmmdan, n > 1 icin
fé")(a) = f"(a) tammlar kusursuzdur. f,, g, € O, ve A € C olsun.
fo=1[U, )], ve ga = [(V,g)], ise, W := U NV olmak iizere

Jat 90 =W, f+9)l,s fa ga:=[W.f-g)l, ve X+ fa:=[UAf)],

olarak tanimlanir. Bu tamimlar kusursuzdur ve bu iglemelere gore O, bir
degismeli halka ve bir C-vektor uzayidir. O, halkasinin birim olmayan 6geleri
bir maksimal m, ideali olugtururlar ve f, € m, olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul fus(a) = 0 olmasidir. (f,U) € f, € O, ise, f holomorf fonksiyonu
a noktasinda, yakinsaklik yarigapi r, olan tek olarak belirli bir Py q(2) =
Y >0 Cn(z —a)™ kuvvet serisine acilir. C{z — a} ile agihm noktas1 a olan
yakinsak kuvvet serilerinin halkasini gésterirsek (f,) := Py, ile tanimlanan
¢ : Of = C{z — a} bir halka egyap1 doniigimiidiir.
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Problemler

Problem 8.9.1 ¢ € Ox y(q)(Y) ve 1 € Ox ) (Y) olmak iizere, 1)'nin 7 :
[a,b] — X boyunca ¢’nin analitik geniglemesi olmasinin suna denk oldugunu
gosteriniz: Her t € [a,b] icin bir ¢, € Ox ) (Y) Oyle segilebilir ki, her
t € [a,b)'nin bir agik I; C [a, b] komsulugu ve y(I;)’yi igeren X'te acik bir U
komsulugu ve bir g € H(U,Y') doniisiimii, her ¢ € I; i¢in ¢y = g, olacak
bicimde bulunabilir.

Problem 8.9.2 O,’nin bir degismeli halka ve m, idealinin bu halkada mak-
simal oldugunu gosteriniz.

Problem 8.9.3 ¢(f,) := Py, ile tammmlanan ¢ : O, — C{z — a} bir halka
esyap1 doniigiimii oldugunu gosteriniz.

Problem 8.9.4 X topolojik uzaymda bir (F,r) demeti verilsin. Her agk
U C X veher f € F(U) i¢in fy := {fs|xz € U} olmak {lizere, B :=
{fulU Cc Xagkvef € F(U)}nun Fx’'te bir topolojinin bazi oldugunu
gosteriniz. Fx bu topoloji ile alindiginda p : Fx — X doniigiimiiniin 6rten
ve yerel topolojik oldugunu gosteriniz.

Problem 8.9.5 Veriler bir 6nceki problemdeki gibi olsunlar. Her B C X
bolgesi ve her f,g € F(B) i¢in “Bir a € B igin f, = g, = f = ¢” ise F
Ozdeslik Teoremi’ni saglar diyelim. F demeti Ozdeslik Teoremi'ni sagliyorsa,
Fx’in topolojisi Hausdorff’tur, gosteriniz.

Problem 8.9.6 (X, 7)) bir topolojik uzay ve her U € T i¢in C(U) = C(U, C)
olsun. U,V € T ve V C U ise, f € C(U) igin ¥ (f) := f|V olarak tanmlan-
sm. (C,r)’nin bir C-vektor uzaylar: demeti oldugunu gosteriniz.

Problem 8.9.7 X bir katmanh ve her agtk U C X igin C*(U) = C*(U, R)
olsun. U,V C X agik kiimeler ve V' C U igin r‘[fv yine dogal kisitlama ise
(C*,7r)nin bir R-vektor uzaylar: demeti oldugunu gosteriniz.

Problem 8.9.8 O = O¢ demeti igin bir d : O — O doniigtimii g6yle tanim-
lansin: a € C, f, € fu igin d(f,) := (f')q olarak tanimlansin. Bu tanimin
kusursuz oldugunu ve (O, d, O)’nun bir yerel diizgiin értme oldugunu goste-
riniz.
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8.10 Riemann Doniisiim Teoremi

Artik her X Riemann yiizeyinin basit baglantili bir p : X — X evrensel
Ortiisii oldugunu biliyoruz. p’nin bir yerel diizgiin 6rtme oldugunu ve evrensel
ortiilerin analitik denklik diginda tek olarak belirli olduklarini animsatalim.
Boylece, her X Riemann yiizeyine kargilik bir

p: X =X, Xe{C,C,D}

yerel diizgiin értmesi vardir. (8.3.5)ten dolay1 71 (X) = D, oldugundan ve
m1(X) grubu p~t(z)’te diizgiin islediginden, D, grubu p~!(z) saplarinda
diizgiin isler. Yani, her a,b € p~(z) icin f(a) = b kosulunu saglayan tek
olarak belirli bir f € D, deste doniigiimii vardir. Ozellikle, sabit noktas:
olan yagane deste doniigtimii Id ¢ 6zdeglik dontigiimiidiir. Tiim bunlara ek
olarak asagidaki onerme gecerlidir:

Onerme 8.10.1 X, X Riemann yuzeyleri ve p : X — X evrensel ortme
ise, Dy, grubu X te siireksiz isler.

Kamt. K C X bir kompakt altkiime olsun. Sonsuz farkl deste doniigiimii
i¢in, 6rnegin go, g1,92, - - . € Dp igin K N g, (K) # 0 oldugunu varsayalim. Bu
durumda her n € N igin, z,,w, € K noktalar1 w, = g,(z,) olacak bi¢imde
vardir. K kompakt oldugundan, gerekirse altdizilere gegerek, z*,w* € K
olmak tizere lim z, = 2z* ve limw, = w* oldugunu varsayabiliriz. Simdi p
siirekli ve p = p o g, oldugundan

p(z") = limp(z,) = lim p(gn(zn)) = lim p(wn) = p(w”)

olur. Dolaysiyla z* ve w* noktalar1 aym sapta bulunurlar; a = p(w*) ise
bu sap p~!(a) sapidir. Deste doniigiimleri gegisli iglediginden, g(z*) = w*
kosulunu saglayan bir g deste doniigtimiimiiz vardir. p yerel topolojik oldu-
gundan, w*’in bir V' komgulugunu a’nin bir U komsguluguna topolojik olarak
resmeder. lim g(z,) = g(lim z,) = ¢g(z*) = w* ve limw,, = w* oldugundan,
bir ng € N sayisim her n > ng igin g(z,),w, € V olacak bigimde segelim.
Simdi g(z,) ve wy, = gn(z,)ler daima aym saptadirlar ve p|V : V. — U
birebir oldugundan, her n > ng i¢in g(z,) = gn(zn) olur. Lifsel doniigii-
miin tekliginden, her n > ng i¢in g = g, olur; bu ise g,’lerin farkli olma
varsayiumimizla celisir. |

D, C ve Cy Riemann yiizeylerinin birbirine analitik denk olmadiklarin
biliyoruz. Diger yandan ise, (7.6.5)’te, her basit baglantih B C C,, bolgesi-
nin D, C ve Cy,’den birine ve yalniz birine analitik denk oldugunu gordiik.
Agagidaki teorem bunun basit baglantili Riemann yiizeyleri i¢in de gegerli
oldugunu soyler.
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Teorem 8.10.2 (Riemann Doniisiim Teoremi) Herhangi bir basit bag-
lantily Riemann yiizeyi Coo, C ve D Riemann yiizeylerinden birine ve yalniz
birine analitik denktir.

Biz bu teoremin kanitini vermeyecegiz. Kaniti Riemann yiizeylerine ilig-
kin gogu kitapta, 6rnegin [11] ve [24]te bulabilirsiniz. Bu teorem ve (8.5.14)
ve (8.10.1)’den agagidaki 6nemli teoremi elde ederiz:

Teorem 8.10.3 (Birbigimlendirme Teoreml) X bir Riemann yiizeyi ve
X ise Coo, C ve D’den biri olmak iizere, P X = X evrensel ortii donii-
stimi ve G := D), olsun. X/G uzayr (8.5.14)teki kompleks yapr ile alinsin.
Asagqrdakiler gecerlidir:

(i) G € Méb ve G grubu X ’te siireksiz isler.

(i) g € G ézdeslik doniisimi degilse sabit noktase yoktur.

(iii) G = m(X).

(iv) X Riemann yiizeyi X /G ye analitik denktir.

Kamnit. (i) Sonug 8.6.16’dan dolay1 G C Aut X, ve kistm 7.3’ten ise Aut X C
Mob. Onerme 8.10.1°den dolay1 G grubu X te siireksiz igler.

(ii) Lifsel dontigtimiiniin tekliginden gikar.

(iii) Dogrudan Teorem 8.3.5(i)’den ¢ikar.

(iv) Teorem 8.5.14’ten biliyoruz ki ¢ : X — X /G yerel biholomorf ve
ortendir. € X ve p(2) = x ise, ¢(2) = [2] = & -G = {g(&)|g € G} =
p~!(z). Diger yandan p doniisiimii de yerel biholomorftur, hatta p : XX
bir yerel diizgiin 6rtmedir. Sonugta h([Z]) := p(Z) olarak tammlanan h :
X /G — X doniigiimi bir tamegleme ve siireklidir. p = h o ¢ oldugundan,
Onerme 8.6.17’den h holomorftur. h ayrica bir tam esleme oldugundan h
biholomorftur; X /G ve X Riemann yiizeyleri analitik denktirler. |
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Sembol Listesi

Sembol sayfa Sembol sayfa
Cg(z) 437 d(w, 2) 598
Cq(2) 437 Lp(y) 600
ML(f) 450 dp(a,b) | 600
T ay 460 (Y,p, X) 627
En(2) 479 ba 637
(a1,....an) | 489 Ne(H) | 638
) 490 a4 640
des(f) 490 D, 641
DivU 490 D,(Y/X) | 641
Ts 195 | | Deck(Y/X) | 641
g 496 [2A] 653
Iy 497 (X, [A]) 654
Qy 506 H(X,)) 655
P(wl, wg) 508 Aut X 655
K(Q) 512 7 656
Ta 513 Ry 663
Har(U) | 527 Ry 664
P(z,w) 534 p(f,a) 670
Mob 567 m(f,y) 678
Ta 568 DE(X,Y) | 685
oo 569 L 685
[z,21,292,23) | 571 ~ 685
T+ 973 T 686
Oc 574 A 686
o, 575 Ox.(Y) | 686
T-,T.,T_ | 579 Ou 686
S(a;¢1,92) | 579 @) 686
T, 589 = 686

697
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Picard’in Kiigiik Teoremi, 682



DIZIN

m-uzunlugu, 600
Poincaré-Volterra Teoremi, 651
Poisson gekirdegi, 534

Poisson Formiilii I, 535
Poisson Formiili II, 536
projektif 6zel grup, 585
piirtizsiiz gezi, 556

R

Radé Teoremi, 668

Riemann bolgesi, 662

Riemann Doniisiim Teoremi, 614, 695
Riemann yiizeyi, 654

Runge Teoremi, 444, 446

S

sagdan isler, 638

sap, 686

Schwarz-Pick Onsavi, 598
serbest igler, 639

sikger doniisiim, 561
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Wielandt Teklik Teoremi, 502

Y
yakinsak ¢arpim, 463

yakinsak ¢arpimlar, 460
Yansima Ilkesi, 538

Yapr Cekme Tlkesi, 657
yaprak, 632

yaprak sayisi, 633

yar1 yerel basit baglantili, 646
yerel birebir, 546

Yerel Davanig Teoremi, 669
yerel diizgiin 6rtme, 632
yerel konform, 556
Yerel-Tiimel-Ilke, 656
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